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Resumen

En estas diapositivas se aborda el tema de solucidon de
ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el uso
de la transformada de Laplace. Se reportan ejemplos
de ingenieria como circuitos eléctricos y sistemas
mecanicos representados por ecuaciones diferenciales
de primer y segundo orden hasta modelos de sistemas
de ecuaciones diferenciales. Es un material que da el
soporte a asignaturas posteriores para la modelacion,
simulacion y control de sistemas dinamicos.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias,
circuitos eléctricos, sistemas masa-resorte-amortiguador,

transformada de Laplace. ig
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Abstract

These slides deal with the solution of ordinary
differential equations through the Laplace transform.
Engineering examples are reported, such as electrical
circuits and mechanical systems represented by first
and second-order differential equations and models
of systems of differential equations. It is a material
that supports later courses for modeling, simulation,
and control of dynamic systems.

Keywords: Ordinary differential equations, electric
circuits, mass-spring-damper systems, Laplace
transform.
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Laplace de la funcidn exponencial

La transformada de Laplace de una funciéon y(t) es Y(s) y esta definida por:
Y(s) = f y(t)e Stdt
0

Si y(t) esta definida por una funcién exponencial de la forma exp(at) donde

a es un numero en Ry t es la variable independiente, la transformada de Laplace
Se puede expresar por:

(0.0] (0.0]

b
Y(s) = f eMeStdt =j e(@=9tdt = lim U e(“‘s)tdt]
0 0 0

b—oo

Realizando la integral

b

1 1

Y(s) = lim ela=s)t| — lim [e(@=)0 — 0]
b—oo (a—S) p a— S b

La transformada existe si (a —s) < 0, esto es, s > a, por lo tanto
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Laplace de la funcidn exponencial

La transformada de Laplace de una funcién y(t) es Y(s) vy esta definida por:

1

—,SiS>a
Y(s) = S—a

no definida,si s < a

El simbolo L se usa para denotar la transformada de Laplace, asi las operaciones
Anteriores se pueden expresar de la siguiente forma,

Y(s) = L(e%) = ,Sis>a

Se puede verificar que cuando la funcidon es una exponencial decreciente, la
transformada de Laplace queda expresada por,

Y(s) = L(e™®) = ,Si s> —a

S+a
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Laplace de la funcidon rampa
unitaria

La funcidn escaldn unitario esta definida por:

t,sit=0
y(©) _{O,Sit< 0

La transformada de Laplace de la funcion escalén unitario

Y(s) = f y(t)e Stdt =J te Stdt = llm U te‘“dt]
0 0

Realizando la integral por partes,

—st

1
—'8
S

u=tdu=dtdv=e St v=—

co

Y(s) = [—lte_“] —j —le_Stdt, si >0 |
s £ YA
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Laplace de la funcidn rampa
unitaria

El primer término es cero, el segundo término se define por

S S

Y (s l(— l) jooe‘“(—sdt) = —Siz(e“”—eo)
0

1
Y(s) = =, s>0
S

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys
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Laplace de la funcidn seno

La transformada de Laplace de una funcion y(t) = sin(wt) se realiza usando
la funcion exponencial, si la expresamos como:

IR ,
y(®) = sin(wt) = — (eiWD) — g=itwD))
La transformada de Laplace de y(t) la expresamos por:

Y(s) = L(sin(wt)) = L (% (e!0) — e‘i(Wt))>

Aplicando Laplace a cada término exponencial

P T (R 1\ 1 /((s+iw)—(s—iw)
(S)—Z(g—iw_S‘HW)_Z( (S—iW)(S+iW)>

Simplificando términos obtenemos:

Y()—l S+iw—s+iw _1 21w 1 w
T (s2 —i2w2) | 2i\s2+w2/) s2+w2
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Laplace de la funcidn coseno

La transformada de Laplace de una funcion y(t) = cos(wt) se realiza usando
funcion exponencial, si la funcion la expresamos

como: sy '
y(t) = cos(wt) = 5 (el(wt) o= e—l(wt))

La transformada de Laplace de y(t) la expresamos por:

Y(s) = L(cos(wt)) = L (% (et 4+ e‘i(Wt))>

Aplicando Laplace a cada término exponencial

Y(s)=1( s A >=1<(s+iw)+(s—iw))

2\s—iw s+iw 2\ (s—iw)(s +iw)

Simplificando términos obtenemos:

Y()—l S+iw+s—iw _1 28 _ S
5, (s2 —i2w2) | 2\s2+w?] s2+w?2
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Resumen de la transformada de
Laplace de funciones basicas




Insbibubo de Ciencias Basicas e Ingenieria l m H

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys

Propiedades de la transformada de
Laplace

1) Superposicion y homogeneidad
LIf + gl = LIf] + Llg]
Llcf] = cLlf]

Donde f y g son funciones en el tiempo, ¢ € R.

2) Transformada de Laplace de la derivada n-ésima

L™ @] = s"F(s) = s1F(0) = s™HF(0) — -+ — sF P2 (0) — FD(0)

3) Transformada de Laplace de la Integral

L [ jo tf(t)dt] z %L [f(t) L %F(s)] ig
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Propiedades de la transformada de
Laplace

4) Teorema de traslacion en el plano s

Lle®f(t)] = L[f(t)]s—>(s—a) =F(s—a)

5) Transformada inversa de Laplace de la funcién con traslacién F(s — a)
L_l[F(S —a)] = L_l[F(S)]sa(s—a) =e%f(1)
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion
1
Y(s) = B

Usamos la ecuacion

nl

F(s) =

e Cuya transformada inversa equivale a f(t) = t"

Donden+ 1 = 3,entoncesn =2y 2! =2

1 1 2! 1 t2
oL AV A 1h T P ERER IS
P77 <53) i (gB) 1|
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

Usamos las ecuacion

sy = B2

e Cuya transformada inversa equivale a f(t) = t"

3 6 24 3 2! 6 3! 24 4!
0 213)-(8)o ()35 ()
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

(s + 1)
Y(S) = 5—3
Donde
s’?+2s+1 1 2 1 n! -

Aplicando transformada inversa

o= e[S

s3

1
y(t) = 1+2t+§t2
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

Usamos la ecuacion

Els)= cuya transformada inversa equivale a f(t) = sen(wt)

s2 4+ w2

Donde w? = 25, entonces w = 5, aplicando la transformada inversa

G " » = 11:‘1 j i 5t
IRV et i 7 Tl Ae2 ) 75 s (O%)

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

s+1

Vil
O X

Aplicando la transformada inversa a Y (s)

o L‘l( S+1) 11:_1 s+1 11:_1 g 1
Y1) F 2 — 3 = )
3s<+1 3 Sz+% 3 Sz+% Sz+1

3
1
1 S V3
y@)=§L*- 7 +—3—1:'-1 V§1
SZ+§ Sz+§

1 t 1 t
y(t) = §cos (\/§> + \/gsen <\/_§) ig
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcién

Y(s) =

s? + 2s
Aplicando la transformada inversa a Y (s) y una descomposicion por fracciones parciales

7, 2 oLh 2 A B
y(t):L1<Sz+25>_L1<S(S+2)>_L1<S+S+2>

Donde A(s+2)+Bs=2 Porlotanto A=1B=-1

AN B AREER (1 T IO ™
omcr (b)) ()

La funcion en el tiempo se define por:

y(t) =1-e7% | g ;/
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion
St

(s+2)(s+3)

Y(s) =

Aplicando una descomposicion por fracciones parciales

e e e N .
IS (s+2)(s+3)) s+2 s+3
Donde, A(s+3)+B(s+2)=s+1, porlotanto, A=1B=-1
1 1
02 IR

s+2 s+3
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

1
Y(s) =
(s) s2+2s+10
La ecuacion se puede expresar por
1
Y(s) =
() G-+ 1) 2R

Usando el teorema

L7HF(s —a)] = LTHF(S)]so(s-a) = €%°f(t)

La solucion aplicando transformada inversa y teorema de corrimiento

1 3
y® =3z~ <52 + 9)

= —e tsen(3t)

3
s—(s+1) ig
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Transformada inversa de Laplace

Obtener la transformada inversa de Laplace de la funcion

S
Y(s) =
() s2+4s+ 20
La ecuacion se puede expresar por
S
Y(s) =
(s) (s+2)2+ 16

Usando el teorema

L7HF(s —a)] = LTHF(S)]so(s-a) = €%°f(t)

La solucién aplicando transformada inversa y teorema de corrimiento

y(t)=£‘1< S+2)

s2+ 16 s2+ 16 2

% 1
= < ) = e ?tcos(4t) — = e *tsen(4t)

s=(s+2) s—(5+2) \ié
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Solucidn de ecuaciones diferenciales usando
Laplace

Obtener la solucién de la ecuacion diferencial mediante Laplace

—~ ty=2 =1
e TV =2 y(0)

Aplicando Laplace a la ecuacién diferencial

2
sY(s) —y(0)+Y(s) = S
Sustituyendo la condicidn inicial, despejando Y(s) y realizando descomposicidon por
fracciones parciales (raices diferentes)
Determinacién de los coeficientes

L + 2 A B ( )
KL Vs S A A(s+1)+Bs=s+2
LPT Tl A=2,B=-1

S+1=S(s+1)=S

La solucion

2 1
— -1 =L = A —t
=2 (s S+1) 7 *
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Solucidon de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucién de la ecuacién diferencial mediante Laplace

E+y=e2t, y(0) =2

Aplicando Laplace a la ecuacidén diferencial y sustituyendo la condicién inicial

sY(s)—2+Y(s) = s—LZ

Despejando Y(s) y realizando descomposicion por fracciones parciales (raices
diferentes)

Determinacion de los coeficientes

A(s+1)+B(s—2)=2s+1
A=1B=1

2s —1 A B

) AN F ALY T & AT NS 2

La solucién 1 1

i L L 2t
y(t) <S+1+s—2> e " +e ig
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucidn de la ecuacién diferencial mediante Laplace

g Condiciones iniciales y(0) = 1,z(0) = —1
A
— +4y=0

Transformada de Laplace del sistema de ecuaciones diferenciales:

sY(s) + Z(s) =si2+ 1

4Y(s) +sZ(s) = —1
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Su forma matricial
= 11
52

; dlzol=| =

Realizando los determinantes correspondientes:

s 1 SR s?+1 s?2+1+s
A:[ ]=SZ—4 Ay= SZ = +1=
4 s S S
-1 S
st +1 4(s2+1) —(s®+4s2+4)
=[5 T |=-st—g—= 2
4 —1
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucién para Y(s)

s? + s41 )
S s“+s+1
Y(s) = =

s2 —4 s(s?2—4)
Descomposicion por fracciones parciales

Y()—A+ B 4 C
N P 51 sl TR gkt D

Procedimiento para la determinacion de A,By C

A(s? —4)+Bs(s+2)+Cs(s—2)=s?>+s+1

As? = 4A+Bs’+2Bs +Cs* —=2Cs =s* +'s# 1

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Por igualacion de términos obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

A+B+C=1

2B—-2C =1

—44A =1
La solucion 4 = —1,B=ZyC=§
4 8 8

Asi la funcion Y (s) se puede expresar por

—1/4+ 7/8 ) 3/8

Y —
(s) S s—2 s+2

Aplicamos la transformada inversa a la ecuacion anterior para obtener

%7 3
YR Y o o KA IR s
y(t) 4+8€ +8e
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La funcidn Z(s) se puede expresar por
—(s3+4s%+ 4)

2 —(s3+4s%+ 4
Z(s) = E = ( )
s2 —4 s2(s%2 —4)
Realizando la descomposicion por fracciones parciales
2(s) = A +B 5 C 7 D
e 452 N MR 2, S

Procedimiento para la determinacion de A,By C

As? —4A + Bs3 — 4Bs + Cs3 + 2Cs? + Ds3 — 2Ds? = —(s3 + 4s? + 4)

As? —4A + Bs3 —4Bs + Cs3® + 2Cs? + Ds® — 2Ds? = —(s3 + 4s% + 4)
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Por igualacion de términos obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

B+C+D= -1
A+2C—2D =—4
—4B =0
—4A = —4

DondeA=1,B=0,C=-7/4,D = 3/4.
Asi la funcion Z(s) se puede expresar por

1 -7/4 3/4
Z(s) = —
(s) 52+S—2+S+2

La transformada inversa a la ecuacion anterior para obtener la solucidn

3
LV Rt oy b SOF
Z Gt =T 1€ +4e
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucidon de la ecuacidon diferencial mediante Laplace

d2

n Z +z+y=20

iz N condiciones iniciales y(0) = 0,y'(0) = 0,z(0) =1
—4+—2=0

dt " dt

Transformada de Laplace del sistema de ecuaciones diferenciales:

(s> +1DY(s)+Z(s) =0
sZ(s) +sY(s) =1

En su forma matricial

[s +1 1 [;Eg] [0]
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Resolviendo el sistema anterior por Cramer:

; :
A=[S +1 1 =s(s?+1)—s=s3
s s
e R
AY__l S]_ ’

4
AZ=[S T 0]=SZ+1
S 1

La solucion del sistema de ecuaciones

X 2
V)= %5, 2= 5=+

3 s3 s s3

La transformada inversade Y(s) y Z(s)

1 1
y(t) = _Etz z(t) =1+ =t>

2

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucidn de la ecuacidén diferencial mediante Laplace

E 7 4y =1

g Condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) =0
24 +x =2

dt

Transformada de Laplace del sistema de ecuaciones diferenciales:

sX(s)—4Y(s) = %

X(s)+sY(s) = %
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Su forma matricial

s —4] [X(S)] [1/5
Y(s) 2/5

Realizando los determinantes correspondientes:

s —-4]_ iis 1/s —4]=1 8 s+8
A‘L S]_S 3 CIN21(s

S S
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucidn para X(s)

s+8 A "BS#& (4 —2s+.1 —2 S 1=
X($)= === == -

s2+4 4s2+4

+ ==+ =
s244 s s244 s

Aplicando la transformada inversa A
x(t) = L7Y(X(s)) = 2 — 2cos(2t) + Esen(Zt)

La solucidn para Y (s)

1
vis) = 251 _A+Bs+C_—1/4+(Z>S+2_ Y
> ~s(s2+4) s s2+4 s s24+4 45 4\s2+4 s?+4

Aplicando la transformada inversa

V=LY (8= —% + %cos(Zt) + 2sen(2t) ig
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucién de la ecuacion diferencial mediante Laplace

dx

E =X — 2_’)1

] Condiciones iniciales x(0) = 1, y(0) = -2
y

S

It xX+y

Transformada de Laplace del sistema de ecuaciones diferenciales:

sX(s) —1=X(s) — 2Y(s)

sY(s) +2 =5X(s) + Y(s)
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace
Su forma matricial

[S—_l 531 [igg] [

Realizando los determinantes correspondientes:

s—1

2 "L

S_1]=s+3

A= =s2—-2s+10

Ay= - —ZS + /

s—1 1]

—=of A2
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Solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucion para X(s)

s+ 3 F s+ 3 A s—1 = 4
s2—25+11 (s#=1)2+10 B(s—1)2+10 (s—1)2+10

X(s) =

Aplicando la transformada inversa

2 see=v] 4 V10
s 1((5—1)2+10>+mL 1((5—1)2+10>

Aplicando el teorema de corrimiento

W=t (o) ,c—1< & )
s<+ 10 s—(s—1) v10 s<+ 10 s—(s—1)

x(t) = efcos(v10t) + %Toet sen(v/10t)
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucidn para Y (s)

7 5
SRs=7) _2(5_7) = 2( s—1-3 )
s2—2s4+11 (s—1)2+10 (s—1)2+10
i & 5/2
Y(s) =-2 — /
(s—1)?2+4+10 (s—1)2+10
Aplicando la transformada inversa

g s—1 5l V10
B2t 1((5—1)2+10)+\/ﬁﬁ 1((5—1)2+10>

Aplicando el teorema de corrimiento

Y(s) =

VIO ( VIO )
s—(s—1)

s
s2 4+ 10

t) = —21:‘1( ) +
y( ) s2+10 s—(s—1) 2

y(t) = —2et cos(v/10t) + @et sen(v10t) ig
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Obtener la solucidn de la ecuacién diferencial mediante Laplace

dx /

et

q Condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) =1
Lot

dt

Transformada de Laplace del sistema de ecuaciones diferenciales:

sX(s)—0=X(s) —Y(s)

sY(s) —1=X(s)




Insbibubo de Ciencias Basicas e Ingenieria

Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Su forma matricial
s - 1 1 [X(S)] [0]
Y(s)

Realizando los determinantes correspondientes:

s AT =[0 1]=_
A—[ S e o nt Ax=11 g

<A
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucion para X(s)

-1 o -
X(S)zSz—S-I'l: 12 \/§2
(5_7) : (7)
Aplicando la transformada inversa
=y, 2 \/7§
_ -1 o =3
x(t)_L< 1\2 \/§2>_ Vol 0 (V3Y
(5‘7) o (7) (5—7) 5 (T)
Aplicando el teorema de corrimiento
3
x(t) = —iﬁ_l 2 > = _—zeO'Stsen (E t)
V3 B (\/g) V3 2
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

La solucidn para Y (s)

V(s) = CE ! 4 s—1 E s—1/2 B 1/2

SR S R e R

Aplicando la transformada inversa

y(t)=1:‘1< Hink 2)—%%1;—1
(-2 (D) ™\

Aplicando el teorema de corrimiento
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Solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales usando Laplace

Aplicando el teporema de corrimiento la solucién y(t) queda definida por:

y(t) = e%>tcos (? t> — % e¥>tsen (? t)

Factorizando la funcién exponencial

y(t) = %>t (cos (? t) — %sen (? t) )
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas de circuitos eléctricos

Determinar el voltaje de salida en las terminales del capacitor ey(t) en el siguiente
circuito para el voltaje de entrada indicado e;(t). Los pardmetros del circuito son:
R=3,L=1H,C = 0.5F y e;(t) = 2sen(2t). Suponga condiciones iniciales igual a
cero.

ei(t) =% s
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas de circuitos eléctricos

La ecuacion diferencial que modela al circuito eléctrico de acuerdo a la Ley de voltajes
De Kirchhoff

. i), T
Ri(t)+ L o + Csjl(t)dt = ¢;(t)
Sustituyendo parametros
: di(¢t) 1 [
3i(t) + e + 05s fl(t)dt = 2sen(2t)

Aplicando Laplace

2+/2

3I1(s) + slI(s) +§I(S) =

s2 +4
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas de circuitos eléctricos

Despejando I(s)
2\/2s

(s2 + 4)(s* + 3s + 2)

I(s) =

La salida deseada

o (o By o 2\/2s . 4/2
- 0.5s 0.55 (s2 + 4)(s® + 3s + 2) (s2+4)(s* +3s + 2)

Donde

E = 4v2L71 !
(s2 + 4)(s%2+3s + 2)} Ly {(s2 +4)(s+ (s + 2)}

e, (t) = 4\/§L‘1{
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas de circuitos eléctricos

Aplicando descomposicidn por fracciones parciales
1 A B Cs+D

= + +
(S2+4)(SZ+3S+2) s+1 s+ 2 Sz+4

El sistema de ecuaciones lineales
A+B+C=0
2A+B+3C+D=0
4A+4B+2C+3D =0
8A+4B + 2D =1

gl | -

La solucion del sistema de ecuaciones lineales A =

B = -
8
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas electricos y mecanicos

La salida puede expresarse por

e, (t) = 4\/§L—1{

s+1 s+2 s2+ 4

El tercer término se descompone en dos términos como se muestra a continuacion

4 Sl /S A 3 s 2/3
eo(t)—4\/§’£1{s+1+s+2_<40><SZ+4+52+4>}

Todos los términos en la forma estandar

1/5 -1/8 (3\ s =
= 2 _ —_
oNL) o {s RS Y 2 (40) 2+ 4 <20> 2+ 4}

Se aplica la tranformada inversa de Laplace para obtener la solucién en
El tiempo

1/5 & 1/8 (3/40)s + 1/20}

e, (t) = ge‘t — \ge‘” — %Ecos(Zt) — gsen(Zt)
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas mecanicos

: . ] o= > 1N
Un sistema masa resorte amortiguador tiene los siguientes parametros:k = —= b =

1Ns . : =
—,masa = 1kg vy a la masa se le aplica una fuerza f(t) = t. Determine la ecuacion
de movimiento x(t) usando Laplace. Suponga condiciones iniciales igual a cero.

PLLLLELL LT

k% 1Ll b
— |

l x(t)
f(t)
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas mecanicos

El modelo del sistema mecanico
X+tx+x=t
Aplicando Laplace
(s2+s+ DX(s) = siz

Despejando X (s)

Aplicando descomposicidon por fracciones parciales

A B Cs+ D
X(S)=S—2+—+

s Ss?24s+1

Umiramruicied Autinma el Bl se Hidelys
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Aplicacion de Laplace a la solucion de
problemas mecanicos

Determinando losvaloresA =1,B = —1,C =1y D = 0, por lo tanto:
X(s) = LSl 5 S
> T2 s (s+05)2 +3/4

Poniendo cada término es su forma estandar
1 s+ 0.5 0.5
_|_

y L
Ja N (s+0.5)2+% (s +0.5)2 +

3
4

Aplicando la transformada inversa determinamos la ecuacién de movimiento de la
masa:

x(t) =t—1+e %t cos <£ t) — % e 0->tsin <§ t)

2 2
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Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando Laplace en circuitos electricos

Determine el voltaje de salida vy(t) en el inductor, suponer condiciones iniciales igual
a cero, esto es i1(0) = 0,i(0) = 0. Ry =10,R, =50,L=1HyC =F.

Ecuacion de la malla 1

Rl RZ
AW~ —AM— 1
+ C
‘__F W 5() = p(t) % L }Vo(t) Ecuacidon de la malla 2
- 1 _ . . di,
E'[(lz—ll)dt+R212+LE=0
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Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando Laplace en circuitos eléctricos

Aplicando Laplace a la ecuaciones integro-diferenciales del circuito

1 1
Malla 1 R.1,(s) + o (I(s) = ,(s)) = -
Malla 2 % (Iz(s) — Il(s)) + R,1,(s) + Lsl,(s) = 0

Agrupando términos comunes

1 1y U ™
(R1 + E) I (5 )5— EIZ(S) = |

S

Cs

1 1
——1I1(s) + <LS + R, + E) ,(s)=0
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Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando Laplace en circuitos eléctricos

Sustituyendo valores de los parémetros resistencias, inductancia y capacitor
3 3 1
( S) 1(5) =~ 1o(s) = -

3 3
Malla 2 —;Il(S)+<S+5+E>12(S) =

Despejando I, (s) de la ecuacién de la malla 2 y sustituimos en la ecuacion de la
Malla 2 1
IAS) = 3 (s?2 + 55 + 3)I,(s)

1+3 1(2 55 + 3)I 31 _ 5
T V3 AR )2(5)—§ 2(8) =

S
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Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando Laplace en circuitos eléctricos

Realizando los productos

1 1 3 1
§(S2 + 55 + 3),(s) + ;(s2 + 5s + 3)I,(s) — ;Iz(s) =

Agrupando términos de I, (s)

3 . - 3
(s> +8s +18)l(s) ==,  Despejando r(s),  L(8) = rarg e
El voltaje en el inductor esta definido por:
o) = L diy(t) Aplicando Laplace Vo(s) = LsI,(s)

dt

ComoL = 1H, Entonces Vo(s) = sl,(s)
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Solucidn de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando Laplace en circuitos eléctricos

3 3
R 0§ s <s(52 +8s + 18)) s2 + 8s + 18

Aplicamos la transformada inversa de Laplace a la ecuacion anterior

1 3 S 3 - V2
vO(t)=L1(52+8s+18>_1:1<(S+4)2+2>_5L1<(5+4)2+2>

La respuesta es una funcion senoidal amortiguada exponencialmente

v, (t) = iL‘l ( 92 > = —e *sen(V2t)
s—(s+4)

s2 4+ 2

V2
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REFLEXION

Este material es elaborado con la finalidad repasar la metodologia para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias usando la transformada de Laplace. Es
importante para resolver problemas de circuitos eléctricos conocer los
fundamentos de circuitos eléctricos como voltajes, corrientes y cargas en los
elementos pasivos como resistor, inductor y capacitor. Para los sistemas mecanicos
traslacionales es importante conocer la aplicacion de la segunda Ley de Newton. Se
abordan diferentes ejemplos donde se resuelven sistemas de ecuaciones
diferenciales donde resulta importante conocer la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales de forma simbdlica usando la regla de Cramer. Otro punto
importante que se necesita saber, son las descomposiciones por fracciones
parciales para los diferentes casos de raices diferentes, raices es multiples vy
complejas conjugadas. El objetivo final de la aplicacion de estas técnicas es
basicamente predecir el comportamiento de estos sistemas dinamicos en ingenieria
donde aqui se esta proporcionando un enfoque analitico aplicando la transformada
de Laplace.
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