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Presentacion

En las agendas de varios grupos de investigadores en educacion matemdtica
se considera a la formacion y actualizacion de docentes como una tarea
prioritaria, fratando de identificarlas caracteristicas del rol que juega el profesor
en la construccion del conocimiento de los estudiantes. Por esta razén, es
de importancia que un problema de tal naturaleza sea abordado bajo una
perspectiva que considere, entre ofros elementos, un andlisis profundo de
los conocimientos minimos, pero fundamentales, con que un docente en
matemdticas debe contar para llevar a cabo su actividad con efectividad.
En este tfrabajo se dicuten algunas ideas que tienen por finalidad aportar
elementos que pudiesen ser un punto de partida para una reflexion tendiente
a elaborar propuestas de programas de formacion y actualizacion docentes.

Este texto forma parte de una coleccidon de materiales diddacticos que el
Area Académica de Matemdaticas y Fisica, como dependencia perteneciente
a una de las instituciones publicas que se preocupa por el aprendizaje de
los estudiantes, la Universidad Autdonoma del Estado de Hidalgo, se ha dado
a la tarea de elaborar con la finalidad de contribuir y apoyar el proceso de
formacion docente en el drea de matemdticas a nivel regional, estatal y
nacional.

Se plantea una concepcion sobre el proceso de formacidon docente, en el
drea de matemdticas, en la que los conocimientos de todo profesional de la
docencia deben estar estructurados en torno a tres componentes esenciales:

a) conocimientos disciplinares
b) conocimientos sobre epistemologia
c) conocimientos diddcticos sobre los contenidos matemdticos.

Asimismo, se considera que la formacion de todo docente de matemdticas
es un proceso que se lleva a cabo durante toda la vida profesional, en primer
término, como parte de los estudios que se requieren para obtener un titulo de
licenciatura o posgrado y, en segundo término, como parte de un proceso de
actualizacion continua dentro de una comunidad de prdctica integrada por
profesores, matemdaticos y educadores matemadticos. En esta comunidad se
discute y reflexiona sobre las problemdaticas de aprendizaje de los estudiantes,



los procesos de ensenanza y de evaluacion, asi como sobre la elaboracion de
propuestas orientadas a superar estas dificultades, entfre las que se incluye el
diseno o rediseno curricular.

Esperamos que este libro pueda ser de utilidad tanto para profesores como
para educadores matemdticos y estudiantes de posgrado en educacion
matemdatica. Consideramos que si las reflexiones que tienen lugar en este
texto pueden apoyar a mejorar la prdctica docente de al menos un profesor,
entonces habrd valido la pena el trabajo de escribirlo.



Infroduccidn

La resolucion de problemas es una perspectiva de aprendizaje que puede
ofrecer diversas contribuciones al proceso de formacion docente, ya que el
aprendizaje de las matemdticas tiene analogias con la creacion de nuevo
conocimiento disciplinar y la aplicacion de las matemdticas en la comprension
del mundo que nos rodea. En este sentido, el que un profesor proponga
actividades en ambientes que promuevan el aprendizaje de los estudiantes
requiere que los mismos docentes se hayan enfrentado a situaciones similares,
que les ofreciesen oportunidades para desarrollar diversos elementos del
pensamiento matemdtico, entre los que se encuentra la exploracion y
buUsqueda de relaciones entre ideas y conceptos matemdaticos, la formulacion
y justificacion de conjeturas, la comunicacion de resultados, el establecimiento
de conexiones y la formulacion de nuevos problemas matemdticos.

En relacion con lo anterior, las caracteristicas académicas de un profesional
de la docencia en matemdticas requieren que sus conocimientos disciplinares
y diddacticos estén en permanente actualizacion. Para tal efecto, un ambiente
propicio debe estructurarse en una comunidad profesional en la que se
promueva la reflexion y la colaboracion entre diversos actores, entre los
que se encuentran, ademds de los profesores, matemdaticos y educadores
matemdticos. Cada uno de ellos tiene importantes elementos que aportar para
entender el problema del aprendizaje. Los profesores son quienes enfrentan
dia a dia en el saldén de clase la compleja problemdatica del aprendizaje de
las matemdadticas, por lo que sus conocimientos deben incluir fundamentos y
métodos diversos que les permitan abordar con éxito los grandes retos del
aula. Los matemdticos, al desarrollar la disciplina, hacen aportaciones en
lo que concierne a nuevos conocimientos y fundamentos. Finalmente, los
educadores matemdaticos aportan fundamentos y métodos que permiten
elaborar propuestas de aprendizaje. Con la interaccion de estos tres actores
se puede lograr construir un ambiente de libre reflexion sobre los problemas
educativos en el que se desarrollen propuestas encaminadas a superar
tales dificultades. La temdatica que se aborda en este libro se ha establecido
considerando las caracteristicas que deben poseer los conocimientos de los
profesores, los cuales deben ser de tres tipos: conocimientos disciplinares,
conocimientos sobre teorias del aprendizaje y conocimientos sobre diddactica.



En el primer capitulo de este libro se aporta un diagndstico breve de la
educacion matemdtica en nuestro pais, haciendo referencia a los resultados
obtenidos por los estudiantes de diversos niveles educativos en pruebas
estandarizadas como PISA 0 ENLACE. En el segundo se bosquejan los elementos
esenciales de lo que consideramos deberia ser la formacion docente. En el
tercero se exponen |os principales elementos que integran a los marcos de
resolucion de problemas, de las representaciones semidticas y de modelos
y modelado. Se discute, ademds, como estos marcos pueden apoyar el
proceso de formacion docente, cuyo fin Ultimo es lograr que los estudiantes
construyan un aprendizaje con entendimiento (Hiebert, 1997) y que desarrollen
una forma matemdtica de pensar. El aprendizaje con entendimiento es
importante ya que contribuird a la formacion de profesionales que posean
habilidades y disposicion para aplicar sus conocimientos matematicos como
una herramienta en la solucion de problemas propios de su disciplina, o en la
formacion de ciudadanos reflexivos que utilicen las matemdticas en la toma
de decisiones en sus actividades cotidianas.

En el cuarto capitulo se presentan algunas tareas de aprendizaje que hemos
utilizado en cursos y talleres de formacion docente y que consideramos pueden
aportar elementos importantes en el diseno de tareas que los profesores
pueden utilizar para apoyar la construcciéon de una comunidad de aprendizaje
matematico en su saldn de clase, comunidad en la que los estudiantes tengan
oportunidades de problematizar su propio proceso de aprendizaje y desarrollar
una actitud inquisitiva. Ademdads, abordar estas tareas permitird a los profesores
revisar sus conocimientos matematicos y reflexionar acerca de su aprendizgje.

En el guinto capitulo se bosquejan aspectos considerados relevantes
durante la evaluacién. Aqui se resalta especialmente la sensibilidad que debe
tener el profesor para comprender que los estudiantes aprenden de formas
diferentes, en funcidon de los recursos que poseen en determinado momento
y de las experiencias previas a las que se han enfrentado. Se realiza ademds
una distincion entre evaluacion y calificacion, asi como una reflexion acerca
delimpacto de las calificaciones en el desempeno de los estudiantes.

Finalmente, se lleva a cabo una sintesis de los aspectos revisados en los
capitulos previos, conla finalidad de bosquejar la forma en que éstos se podrian
estructurar en una propuesta de formacion inicial y actualizacion continua
(desarrollo profesional) de profesores de matemdaticas, que a su vez contribuya
a que los estudiantes cuenten con una educacién que promueva el desarrollo
de conocimientos y habilidades matematicas relevantes.



Carituio |
Antecedentes sobre la problemdtica del aprendizaje
de las matematicas

Las matemdticas son el fundamento de la ciencia y la tecnologia, y éstas, a
su vez, son factores determinantes para el desarrollo y el bienestar social en
diferentes niveles, de pequenas comunidades a naciones. Las matemdticas
influyen cada vez mds sobre una amplia variedad de actividades de nues-
tra vida cotidiana, dado que los nuevos avances en medicina, telecomunica-
ciones o el cuidado del medio ambiente no serian posibles sin un conocimien-
to matemdatico sdélido y amplio para ser aplicado. Asi que contar con capital
humano especializado en matemadticas es indispensable para asegurar el pro-
greso econdmico y social de un pais; ademads, la poblacidon en general debe
disponer de una formacion matematica bdsica, ya que para desempenar una
amplia gama de empleos o para tomar decisiones en la vida cotidiana (de-
cidir cudl plan de telefonia movil es el mas conveniente, qué AFORE hay que
elegir para obtener los mejores rendimientos o determinar si se estd en posibili-
dades de adquirir un crédito hipotecario o automotriz), es indispensable contar
con habilidades para pensar numéricamente, lo cual implica manejar apropi-
adamente datos e interpretar grdficas, asi como creatividad para proponer
formas novedosas o alternativas de resolver problemas.

Actualmente, la poblacidn mexicana estd constituida principalmente por
jovenes, pero sino se fomenta su formacion cientifica y cultural, se les dejard un
pais cada vez mds dependiente del exterior, un pais consumidor de tecnologia
extranjera. Como mencionan Aceffy Lluis (2006: 32), “Una patria sin cultura esta
destinada a ser absorbida y a no existir. La mayor inversidn que puede crearse
en un pais es la que se destina a la formacién de capital humano”, porque hoy
en dia la posesion y aprovechamiento de este capital es el medio para crear
bienestar material (Martin et al., 2000).

A pesar de la importancia de las matemadticas en el desarrollo cientifico y
tecnoldgico, es un hecho que existen problemdaticas severas relacionadas con
el aprendizaje de la disciplina. Sin embargo, estos problemas no son nuevos
ni se circunscriben a un pais o region particular; mdas bien se encuentran pre-
sentes en el dmbito internacional y en todos los niveles educativos, por lo que
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desde hace muchos anos se han realizado diversos esfuerzos encaminados a
entender esta problemdtica y a elaborar propuestas tendientes a resolver las
principales dificultades.

En paises desarrollados, como Estados Unidos, los problemas relativos a la
formacion matemdatica de los estudiantes se han identificado desde hace
tiempo. En 1957, con el lanzamiento del satélite Sputnik, el gobierno de Estados
Unidos se dio cuenta de que su pais estaba en desventaja en las dreas de
matemdticas y ciencia, comparado con los rusos. Por esta razdn se destind una
gran canfidad de recursos a la creacion de nuevos planes para la ensenanza
de las matemdticas en secundaria y primaria. Este movimiento de reforma
curricular fue conocido como matemadtica moderna o nueva matematica. Su
caracteristica mds relevante fue la inclusidon, en los niveles pre-universitarios, de
ideas provenientes del dlgebra abstracta, la topologia, la légica simbdlica, la
teoria de conjuntos y el dlgebra de Boole; sin embargo, esta reforma no tuvo el
éxito esperado (Kline, 2007). Enuna épocamdsreciente (1998), se ha detectado
una disminucion en la proporcion de la poblacion estadounidense que obtiene
doctorados en matemdticas, fisica o ingenieria, asi como deficiencias en la
educacion matemdtica ofrecida en las universidades y se ha relacionado a
estas problemdticas con problemas en la formacion de los profesores de nivel
bdsico. Algunos investigadores argumentan que si al terminar la educacion
primaria un estudiante no estd interesado por la disciplina, es poco probable
que éste siga una formacion profesional en matematicas (Connors, 1998).

En Espana también se han identificado diversas dificultades, una de ellas son
sus bajos resultados en la prueba PISA en relacion con el resto de los paises de
Europa. Por ofra parte, un examen aplicado al final de la educacion primaria
muestra que entre el 30 y el 40 por ciento de los estudiantes fienen dificultades
con las matematicas. Un resultado similar se ha observado al analizar los
examenes de acceso a la universidad (Ruiz-Lopez y Bosch-Betancor, 2007).

En el caso de Inglaterra, Vorderman et al. (2011) reportan que sélo la mitad
de los estudiantes que asisten a los cursos para obtener el Certificado General
de Educacion Secundaria en Matemdaticas (GCSE, por sus siglas en inglés)
obtienen calificaciones satisfactorias’ (C o una nota superior). Ademds, sélo
el 15 por ciento de los estudiantes continUa estudiando matemadticas después
de los 16 anos, 25 por cienfo de la poblacion adulta carece de habilidades
numéricas necesarias en el frabajo o enla vida cotidianay sélo 25 por ciento de
los nuevos grados otorgados corresponden a las dreas de ciencia, tecnologia,
ingenieria y matemdticas, en contraste con China, en donde este porcentaje

1 Existen dos niveles de aptitud en el GCSE: el nivel 1 se adquiere al obtener una nota que vadelaD a
la G, mientras que el nivel 2 se adquiere al obtener desde una nota A* hasta una C. En Inglaterra, para
acceder a diversos empleos o instituciones educativas se requiere el nivel 2 de GCSE en dreas como
matemdticas, inglés y ciencias.
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asciende a 50% (Norris, 2012).

1.1. Desempeno de los estudiantes mexicanos en pruebas
estandarizadas

En México, el conocimiento matemdtico de los estudiantes que cursan
diversos niveles educativos se evalla, a escala nacional, a través de pruebas
estandarizadas como la Evaluacion Nacional de Logro Académico en los
Centros Escolares (ENLACE), Exdmenes de la Calidad y el Logro Educativos
(EXCALE), el Programa Internacional de Evaluacion de Estudiantes (PISA) o la
prueba sobre Tendencias Internacionales en Matematicas y el Estudio de las
Ciencias (TIMSS).

La prueba PISA (Programme for Internacional Students Assesment) es una
prueba estandarizada, avalada por la Organizacion para la Cooperacion y
Desarrollo Econdmico (OCDE), la cual pretende medir el nivel de preparacion
delos estudiantes que concluyen el ciclo de educacion obligatoria (estudiantes
de 15 anos de edad). La prueba tiene por finalidad evaluar la capacidad
de los estudiantes para abordar situaciones problemdaticas de “la vida real”,
asi como los retos que implica participar en una sociedad del conocimiento.
La temdtica de esta prueba incluye tres dreas principales: lectura, ciencias y
matemdticas. La prueba se aplica cada tres anos y en cada aplicacion se hace
énfasis en una de las dreas mencionadas (en 2003 el énfasis fue en el area de
matematicas). El desempeno de los estudiantes se evalua considerando una
escala de 700 puntos y, de acuerdo con el puntaje obtenido, los estudiantes
se clasifican en seis niveles de desempeno, donde el nivel 0 es el mas bajo vy el
nivel 6, el mas alfo.

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) es una prueba
avalada por la [EA (International Association for the Evaluation of Educational
Achievement), que tiene el objetivo de medir las tendencias en el logro en
matemdaticas y ciencias en los grados cuarto y octavo (cuarto de primaria y
segundo de secundaria). Esta prueba se ha llevado a cabo desde 1995 cada
cuatro anos; en 2011 se llevo a cabo la quinta evaluacion de este fipo. México
participd Unicamente en la evaluaciéon de 1995, pero, por el bajo rendimiento
de los estudiantes, se decidid no dar a conocer los resultados en los reportes
infernacionales (Beaton et al., 1996).

ENLACE esuna prueba estandarizada que se aplica enlos planteles puUblicos y
privados del pais. Enla modalidad de educacion bdsica, examina a estudiantes
de tercero a sexto de primaria, asi como todos los grados de secundaria en las
asignaturas de espanol y matemdaticas, y una asignatura adicional, la cual ha
variado en cada uno de los anos (en 2008, ciencias; en 2009, formacion civica
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y ética; en 2010, historia; en 2011, geografia; en 2012, nuevamente ciencias).
En la modalidad de educacidon media superior se aplica a estudiantes que
cursan el Ultimo ano de bachillerato, con la finalidad de evaluar competencias
disciplinarias bdasicas en compresion lectora y matematicas.?

Por ofra parte, los EXCALE son pruebas que evalian contenidos curriculares,
conelobjetivode verlosresultadoseducativosde grandesgruposde estudiantes:
por modalidad, entidad, sexo y edad. Estas pruebas generalmente evalian
cuatro grandes dreas curriculares: espanol, matemdaticas, ciencias naturales
y ciencias sociales. Los EXCALE se aplican en tercero de prescolar, tercero de
primaria, sexto de primaria y tercero de secundaria. Las puntuaciones de estas
pruebas se presentan en una escala de 200 a 800 puntos. Para interpretar los
resultados de los estudiantes se definieron cuatro niveles de logro educativo,
las cuales representan categorias amplias de habilidades y conocimientos
que poseen los estudiantes evaluados. Los niveles de logro que se utilizan son:
avanzado, medio, bdsico y por debajo del bdsico (INEE, 2009)

Los resultados de las pruebas estandarizadas anteriores ofrecen informacion
que ha permitido detectar diversas problemdticas de aprendizaje de los
estudiantes, las cuales incluso se reportan en documentos de programas
estratégicos nacionales. Por ejemplo, en el Plan Nacional de Desarrollo 2007-
2012 se indica que los estudiantes de primaria y secundaria, por lo general,
presentan un bajo desempeno en Matemdticas (PND 2007-2012: 177). De
la misma forma, diversos medios informativos nacionales reiteradamente
han senalado que existen deficiencias en el aprendizaje matemdatico de los
estudiantes.

En el nivel bachillerato, de acuerdo con la prueba ENLACE 2008, el 84.4
por ciento de los estudiantes obtuvo un nivel insuficiente en matemdticas
(Avilés, 2008), mientras que para 2009 este porcentaje fue de 81 por ciento
(Avilés, 2009; Ferndndez-Vega, 2009; Poy, 2009b) y en 2012 de 69.2 (Avilés,
2012). Los estudiantes que pertenecen a las categorias insuficiente y elemental
Unicamente saben efectuar operaciones aritméticas bdsicas como sumar o
restar, pero no resolver problemas que requieren mas que la aplicacion de
algoritmos. Estos resultados de los estudiantes pueden estar relacionados con
algunas deficiencias relativas a la formacion profesional de los docentes. Por
ejemplo, se ha documentado que alrededor de 40 por ciento de los profesores
de bachillerato no tienen un titulo que avale sus conocimientos (Avilés, 2009;
Olivares-Alonso, 2009). Asimismo, los conocimientos didactico-disciplinares de
estos profesores son deficientes.

En lo que respecta al nivel de secundaria, los resultados no son mds
alentadores. De acuerdo con la prueba ENLACE correspondientes al ano 2007,

2 http://www.enlace.sep.gob.mx/que_es_enlace/
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el 94.4 por ciento de los estudiantes obtuvieron un nivel insuficiente (Avilés,
2007), mientras que para 2009 y 2010 los porcentajes fueron de 90.6 (Poy, 2009a)
y 52.6 (Boletin Informativo Enlace 2010), respectivamente. En esta misma linea
de ideas, los resultados de EXCALE 2008 en el area de matematicas senalan
que el 52 por ciento de los estudiantes de tercero de secundaria se ubican en
el nivel por debajo del bdsico; es decir, tan sélo uno de cada dos estudiantes
que concluyen este nivel educativo “cuentan con los elementos para seguir
progresando en Matematicas en sus estudios posteriores” (Xique y Ledn, 2009:
102).

Por otra parte, en la prueba PISA 2003 el puntaje promedio de los estudiantes
mexicanos fue de 385 puntos, lo que equivale a un Nivel 1 de desempeno.
Durante ese ano, México quedd en el lugar 37 de entre 40 paises participantes
y en Ultimo lugar de los paises integrantes de la OCDE. Mas aun, se reporta
que el 65.9 por ciento de los estudiantes evaluados se ubicaron en los niveles
Oy 1, es decir, m&s de la mitad de los estudiantes de quince anos en México
no cuenta con las habilidades matematicas minimas para insertarse en el
mercado laboral (Cortina, 2006).

En la prueba PISA 2006, México obtuvo una media global en matemdaticas
de 406 puntos, mientras que en la prueba 2009 la media global fue de 419
puntos (OECD, 2010), lo cual ubicé al promedio de los estudiantes de nuestro
pais nuevamente en el nivel 1 de desempeno. Agquellos estudiantes que se
encuentran en el nivel 1, Unicamente pueden confestar preguntas que
aparecen en contextos familiares, en los que estd presente toda la informacion
relevante y las preguntas estdn claramente definidas, asi como identificar
informacion y desarrollar procedimientos rutinarios a partir de instrucciones
directas en situaciones explicitas (INEE, 2007). Otro dato relevante es que en
2006 el 56 por ciento de los estudiantes examinados se clasificaron en los niveles
Oy 1 de desempeno, mientras que en la prueba 2009 fue el 51 por ciento. La
competencia matemdatica que poseen los estudiantes que pertenecen a estos
niveles es insuficiente para que se integren a estudios superiores, ya que el nivel
2 representa el minimo necesario para que una persona se desenvuelva de
forma apropiada enunasociedad delconocimiento, porlo que sien un pais una
proporcion importante de los estudiantes no alcanza el nivel 2 de desempeno,
se considera que la sociedad esta fallando en preparar adecuadamente a sus
futuros ciudadanos (INEE, 2010).

Enfatizamos que estas cifras pueden tener relacion directa con los
conocimientos de los profesores, pues de acuerdo con los resultados obtenidos
en algunas pruebas, como la Evaluaciéon Universal de Docentes y Directivos
en Servicio de Educacion Bdsica,® cuya primera aplicacion fue en 2012 y

3 De acuerdo con la Secretaria de Educacién Publica federal, la Evaluaciéon Universal tiene el propdsito
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correspondio a profesores de primaria, los profesores muestran un bajo dominio
del conocimiento disciplinar. En esta evaluaciéon se identificd que 98 mil 836
docentes (el 37.4 por ciento de quienes presentaron la prueba) requieren
“atencion inmediata” en diversas asignaturas. Particularmente, 15 mil 475
deben recibir capacitacion en “pensamiento matemdatico” (Avilés, 2012b).
Asimismo, los resultados del Concurso Nacional de Plazas Docentes muestran
que el 70.1 por ciento de los aspirantes en el ano 2012 (94 mil 440) obtuvo una
calificacion equivalente a “reprobados” (Martinez, 2012). Estos resultados han
sido reiterativos (Ultimos tres anos) en los exdmenes que se aplican a docentes
al concursar para ocupar una plaza.

1.2. Los exdmenes escritos y su relacién con el pensamiento
matematico

No obstante que los resulfados expuestos con anterioridad pueden ser
indicadores de algunas deficiencias tanto en la educacion matemdtica de
los estudiantes como en la formacion de los profesores, hay que interpretar la
informacidn con reservas ya que estas pruebas tienen limitaciones inherentes
a la forma en que se obtiene la informacion. La mayoria de estas pruebas son
escritas y, por lo tanto, aportan informacion limitada acerca del desempeno
de los estudiantes, ya que las preguntas que las infegran no dan cuenta de
los procesos y cualidades de razonamiento que los estudiantes pueden exhibir
en el proceso de solucion de problemas (Santos-Trigo y Vargas-Jarillo, 2003).
El objetivo de la instruccidon matemdtica es que los estudiantes sean capaces
de plantear problemas nuevos y resolverlos mediante la aplicacion de sus
conocimientos previos, que den significado a los conceptos, que encuentren
sentido a las justificaciones y comuniquen resultados, pero todo lo anterior no
puede valorarse mediante una prueba escrita (Grimison, 1992; Watt, 2005). Los
examenes habituales requieren que los estudiantes respondan a un conjunto
de preguntas en un tiempo determinado; sin embargo, resolver un problema, es
decir, una tarea para la cual no se conoce un algoritmo o procedimiento que
conduzca a la solucion de forma inmediata, requiere examinar la informacion
del problema —y en ocasiones buscar informacién adicional— asi como

de “contribuir, a través de una evaluacién diagndstico-formativa de los participantes, a la mejora de la
eficacia de sus prdcticas de ensehanza que impacten en la mejora del aprovechamiento escolar de los
alumnos del Sistema Nacional de Educacion Bdsica™. Por otra parte, los objetivos de la evaluacion son
cuatro: 1) ofrecer a los docentes diagndsticos de sus competencias profesionales, asi como del logro
académico de sus alumnos, 2) focalizar los trayectos de formacidn continua en las dreas de oportunidad
detectadas a fravés de los diagndsticos de los participantes, 3) orientar y consolidar la calidad y
pertinencia de los frayectos formativos y de los programas académicos de educacién bdsica y normal,
a través de los resultados obtenidos, y 4) generar estrategias oportunas que coadyuven a los docentes
en su desempeno profesional, redundando asi en el logro académico de los alumnos y en la mejora de
la calidad de la educacion. http://www.evaluacionuniversal.sep.gob.mx/uno.htm
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reflexionar y madurar ideas, para lo cual se requiere de un tiempo que excede
el limite que regularmente se proporciona para la realizacién de un examen
escrito.

Los exdmenes o pruebas escritas en matematicas generalmente requieren
que los estudiantes reproduzcan informacién o procedimientos aprendidos
previamente; su objetivo es determinar la capacidad de aprender de memoria
y llevar a cabo un razonamiento imitativo (Bergqvits, 2007). Si esto no fuera
asi, y el objetivo de los exdmenes fuera conocer la capacidad del estudiante
para pensar, razonar creativamente, o reflexionar, spor qué no se permite el
uso de libros en los exdmenes? 3En qué podria afectar el uso de libros a los
procesos de pensamiento, razonamiento creativo y reflexion? (Kline, 2007).
Adicionalmente, se ha documentado que pruebas estandarizadas como
ENLACE presentan algunas deficiencias metodoldgicas debidas a la mala
redaccion de las preguntas o a su poca e incluso nula utilidad para evaluar
conocimientos o habilidades matematicas relevantes (Imaz-Jahnke y Santos-
Trigo, 2010).

24. Edna dice que la edad de su abuelita
Sofia esta dada por la siguiente
ecuacion:

X*-6=58

Si x es igual a la edad de Edna,
écual es la edad de ella?

A) 6 afos.
B) 8 afnos.
C) 52 anos.
D) 64 anos.

Figura 1.1. Problema de la prueba Enlace 2009, tercero de secundaria.

En el problema que se muestra en la figura 1.1, se indica que la edad de la
abuelita de Edna estd dada por una ecuacion; sin embargo, esta afirmacion
carece de sentido, ya que una ecuacion representa una relacion entre dos
o0 mds cantidades. Por ofra parte, no queda claro si con la palabra “ella” se
hace referencia a Edna o a la Abuelita de Edna. En todo caso, la pregunta
podria haberse planteado como sigue: “Si x es igual a la edad de Edna vy se
sabe que la edad de Edna satisface la ecuacion x? — 6 = 58 . 3Cudntos anos
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tiene Edna?2” Asi, puede observarse que la inclusion del dato de la edad de
la abuelita es irrelevante y su Unico objetivo es confundir al estudiante. Por
otra parte, aun si se elimina el dato de la edad de la abuelita, el contexto del
problema es completamente artificial y da una falsa idea de la aplicabilidad
de las matemdticas para resolver problemas de la vida cotidiana (Imaz-Jahnke
y Santos-Trigo, 2010).

Por otra parte, contestar correctamente un examen o cuestionario no
necesariamente indica que se ha aprendido matemdticas; por ejemplo, se
ha obtenido evidencia de que estudiantes con buenos resultados en pruebas
estandarizadas tienen dificultades para razonar matemdticamente, es
decir, no son capaces de llevar a cabo procesos centrales del pensamiento
matemdatico tales como explorar relaciones entre objetos matemdticos,
identificar patrones, formulary justificar conjeturas, proponer nuevos problemas,
comunicar resultados, construir significados o elaborar modelos matematicos.
Por ejemplo, Santos-Trigo y Vargas-Jarillo (2003) citan algunos resultados en
los que estudiantes coreanos de sexto ano, quienes generalmente ocupan
los primeros lugares en TIMMS o PISA,* mostraron dificultades para entender el
significado de las operaciones aritméticas, asi como para aplicar e interpretar
estas operaciones en distinfos contextos®. A los estudiantes se les pidid formular
un problema (word problem) que involucrara las siguientes operaciones con
fracciones: () 4(%)+% y (b) (g)w. Algunas respuestas de los estudiantes fueron:
a) “Habia 4 (1/6) de gorila en el zooldgico. El propietario comprd (3/4) mas
de gorila. 5Cudl es el nUmero total de gorilas en el zooldgico?”, y b) “La edad
de su papd es cuatro tercios de la edad de Minji. La edad de Minji es 6. 3Qué
edad tiene su papd?” (op. cit.: 13).

Se ha documentado que incluso estudiantes que han obtenido buenas
calificaciones en sus cursos de matematicas tienen dificultades para aplicar sus
conocimientos en la resolucion de problemas no-rutinarios, es decir, problemas
paralos cualesno seleshaensenado un algoritmo o procedimiento que permita
obtener la solucion inmediatamente (Selden, Selden, Hauk y Mason, 2000).
Estudiantes que han obtenido notas de A o B¢ en sus cursos de cdlculo no hacen
uso de las herramientas o técnicas revisadas durante el curso para abordar
problemas no rutinarios (Tabla 1), mdas bien utilizan procedimientos aritméticos y

4 De acuerdo con el informe PISA 2003 (OCDE, 2004), Corea se ubicé en el cuarto lugar del ranking
general en lo que respecta a la prueba de 2003. Asimismo, en la prueba TIMSS 2007, Corea se colocd
entre los tres primeros lugares de desempeno (Mullis, Martin y Foy, 2008).

5 Estos resultados se pueden consultar en la direccién electronica http://www.arthurhu.com/99/01/
korea.txt (la pdgina se encuentra escrita en inglés).

6 En la mayoria de las escuelas en Estados Unidos, desde primaria hasta bachillerato, se utiliza un
sistema de cdlificaciones basado en las lefras A, B, C, D y, en ocasiones, E y F. Sin embargo, no existe un
estdndar nacional para las escalas de calificaciones. En el nivel superior también se utiliza un sistema con
letras: A-Excelente, B-Bueno, C-Regulary D o F que significa reprobado.
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técnicas algebraicas sofisticadas, a pesar de que no son apropiadas. También
se ha observado que en pocos casos se usan aproximaciones grdaficas para
tratar de resolver problemas (Selden, Selden y Mason, 1994).

1 Encuentra valores de a y b tales que larecta 2x + 3y = a sea tangente a
la grafica de f(x) = bx? en el punto donde x = 3.

2 (La funcién f(x) = x?* + x1° — x~1 + 2 tiene raices en el intervalo
(—1,0)? ;Por qué sio por qué no?

ax, r<1

3 Seaf(x)={bx2+x+1, S el |3
f sea diferenciable en 1.

Encuentra valores de a y b tales que

4 Encuentra al menos una solucién de la ecuaciéon 4x3 — x* = 30 0
explica por qué no existe solucion.

. 2x?2-3ax+x—-a-1
5 ¢Hay una a tal que lim,_,; ————— exista?
x%2-2x—-3
Tabla 1.1. Problemas no-rutinarios utilizados por Selden et al. (1994, 2000).

El problema 2 es interesante pues la mayoria de los estudiantes intenta
resolverlo calculando las raices de la funcion. Sin embargo, lo anterior no es
necesario para dar una respuesta: el problema se puede resolver utilizando
herramientas elementales de cdlculo y un razonamiento creativo. La derivada
de la funcion fes f'(x) = 21x2° + 19x8 4+ x~2. De la expresion algebraica de f
se puede deducir que ésta es positiva para toda x € (—1,0), por ser una suma
de potencias pares de x. Por otra parte, un resultado de cdlculo elemental nos
asegura que si f' > 0 para foda x de unintervalo (a, b), entonces f'es creciente
en ese intervalo (Spivak, 2010: 269). Ademds, como f(—1) =1 se concluye que
fno tiene raices en el intervalo (-1,0).

En esta misma linea de ideas, Schoenfeld (1985) documentd que estudiantes
talentosos de los primeros anos de licenciatura tuvieron dificultades para
usar eficientemente sus recursos matemdaticos en la resolucidon de problemas
no rutinarios en geometria plana, los cuales no requieren de herramientas
matemdticas sofisticadas para resolverse, sino mdas bien de creatividad y
habilidades para razonar. Ejemplos de esos problemas son los siguientes:

1.Sean ! y I, dosrectas que se intersectan. Sea P un punto sobre /. Construye
conreglay compds una circunferencia tangente a ambas rectas de tal forma
que P sea uno de los puntos de tangencia.
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2. Sea ABC un fridngulo. Muestra que siempre es posible construir, con regla
y compds, una recta paralela al lado 4B de forma que divida al tridngulo en
dos partes de igual drea.

Evaluar el desempeno de los profesores representa una situacion aun mas
complicada que la evaluacién de los estudiantes, ya que es dificil determinar
cudles son los conocimientos o habilidades relevantes que determinan un
buen desempeno profesional, dadas las diversas problemdaticas que tienen
que atender los docentes y los contextos especificos en los que éstas tienen
lugar. Es un hecho que los profesores deben disponer de una cultura general
bdsica, sin embargo, consideramos que no es posible evaluar, a través de una
misma prueba, a un profesor experto en ensenar a leer y escribir a estudiantes
de los primeros grados de primaria que a un buen profesor de sexto de
primaria, porque el primero tal vez haya olvidado algunos hechos histéricos
o geogrdficos o como resolver problemas de variacion proporcional inversa,
ya que tales hechos no son fundamentales para la funcidn docente que lleva
a cabo; es decir, no le son de utilidad para resolver problemas con los que se
enfrenta en su quehacer diario en el aula, a diferencia del segundo, quien
constantemente revisa esos contenidos con sus estudiantes. De acuerdo con
Harel (1994), el conocimiento de los profesores deberia promoverse y evaluarse
en términos de valores relevantes en cada disciplina, y no en términos de
habilidades especificas, manejo de conceptos o0 manipulaciones simbdlicas.

sCudles son algunas de las causas por las que los estudiantes muestran
dificultades para pensar o razonar matemdticamente?2 Algunos estudios
sugieren que el bajo desempeno de los estudiantes en lectura, ciencias y
matematicas se relaciona con aproximaciones didacticas en las que se
privilegian procedimientos rutinarios y el desarrollo de habilidades para la
memorizacion y la aplicacion de algoritmos (INEE, 2007: 235) o con una cultura
en la que se privilegia ensenar para aprobar los exdmenes (Norris, 2012) y
en la que se considera que los conocimientos escolares fienen poca o nula
aplicabilidad en la resolucion de problemas reales. Respecto a este Ultimo
punto, Hiebert et al. (1997: viii) mencionan que al cuestionar a un estudiante
de sexto grado si la afirmacién “'si una nina tiene tres hermanos, entonces dos
ninas tienen seis hermanos”, tenia sentido, el estudiante contestd que ésta
realmente no tenia senfido en la vida cotfidiana, pero como la pregunta era
de la clase de matemdticas, seguramente ahi si tenia sentido.

Lo mencionado con anterioridad es un indicador de que el tipo de
experiencias de instruccion que los profesores ofrecen a los estudiantes y la
cultura del saldn de clase determina el tipo de aprendizaje que éstos logran
construir (Harel, 1997). Por otra parte, el tipo de actividades y escenarios de
instfruccion que los profesores son capaces de disenar y poner en prdctica
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se relaciona con las experiencias a las que ellos mismos se han enfrentado
durante su proceso de formacion profesional y a las creencias sobre lo que son
las matematicas, la ensenanza y el aprendizaje de la disciplina que se forjaron
durante su educacion escolarizada.

Aunado a las posibles carencias en los conocimientos de los profesores, es
importante reconocer que las condiciones laborales de muchos de ellos, en
todos los niveles educativos, pero en mayor medida en los niveles bachillerato o
superior, no son las éptimas. Los profesores comUnmente tienen una sobrecarga
de horas frente a grupo, necesitan trabajar en mds de una institucion educativa
o en actividades diferentes a la docencia y hay una falta de reconocimiento
a las actividades adicionales que realizan como parte de su tarea docente —
preparacionde clases, calificacion de tareas o trabajos, imparticion de asesorias
o futorias, por citar algunos casos—. También es un hecho que existe carencia
de espacios, equipos y materiales apropiados para disenar e implementar
actividades de instruccion, elaborar materiales diddcticos, impartir asesorias
a los estudiantes o para que los profesores se mantengan informados de los
avances mds recientes de investigacion, debido a que incluso en algunas
universidades en las que se ofrecen programas de posgrado en educacion
matematica, la literatura especializada es escasa, debido principalmente alos
costos que implica la compra de libros, la subscripcion a revistas o el acceso
a sitios de Internet especializados como JSTOR, ELSEVIER o el National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM). Adicionalmente, se tiene la limitante de
que los resultados de la investigacion relacionada con el aprendizaje y la
ensenanza de las matemdaticas son publicados principalmente en inglés.

Por otra parte, aspectos institucionales derivados de los programas de
estudio, en los que se exige que el profesor aborde una gran canfidad de
contenidos en un tiempo muy corto, o requerimientos para restringir las
actividades en la clase a aquéllas que aparecen en los libros de texto, son
factores que limitan el que los profesores propongan tareas y formas de frabajo
innovadoras. De acuerdo con Latapi (2003), la escuela, por lo general, da
prioridad a actividades no sustantivas (festejos, concursos, comisiones, llenado
de informes y formularios, reuniones, entre otras) que consumen gran cantidad
de tiempo y se le impone al profesor como obligacion “cubrir el programa”
a toda costa, lo cual no permite que el docente atienda las problematicas
particulares de sus estudiantes.

Diversas investigaciones en educacion matematica coinciden en establecer
que un aspecto importante para el mejoramiento de los conocimientos
matemdaticos de los estudiantesy, en general, para el desarrollo armdnico de sus
facultades cognitivas consiste en colocar en cada saldn de clases a profesores
altamente preparados (Sowder, 2007). Para tal fin, los programas de formacion
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y actualizacion de profesores deben estructurar y unificar fres conjuntos de
conocimientos que son esenciales para la actividad docente: a) matemdticas,
b) epistemologia y c) didactica (Harel, 1994; Harel y Lim, 2004; Shulman, 1987).
Adicionalmente, se sugiere que estos programas estén organizados de forma
tal que permitan a los profesores partficipar en comunidades profesionales
en donde tengan la oportunidad de reflexionar e intercambiar ideas que
sustenten y amplien sus conocimientos matematicos y didacticos (Santos-Trigo,
2008), de forma que la formacion inicial y el desarrollo profesional se conciba
cComo un proceso permanente que contribuya al desarrollo del individuo y a
la transformacion de la sociedad (Ley General de Educacion, art. 1°). En la
constitucion de estas comunidades se resalta laimportancia de la participacion
de matematicos y educadores matemdaticos.

Pero, squé significa formar profesionales de la ensenanza de las matemati-
case, y scudl es el papel que deben jugar las instituciones nacionales de edu-
cacion superior, principalmente las universidades publicas, en la formacion
y actualizacion de los profesores de los diferentes niveles? En México, la for-
macion de los profesores de educacion bdsica, educacidn prescolar, primaria
y secundaria, ha estado a cargo de las escuelas normales y la Universidad
Pedagdgica Nacional.

1.3. La escuela normal y la formacién docente en México

El origen de las escuelas normales se remonta a finales del siglo xix vy
principios del xx. En 1887 se cred en la ciudad de México la Escuela Normal
para Profesores, y el ano siguiente la antigua Secundaria para Senoritas se
transformd en Escuela Normal para Profesoras. Para 1900 se encontraban en
funcionamiento aproximadamente 45 normales en México (Robles-Sanchez,
2012). Sin embargo, estas instituciones educativas sufrieron una crisis derivada
del movimiento armado revolucionario (1910-1917), la cual se extendid incluso
hasta el gobierno de Venustiano Carranza (1917-1920). En esta época las
condiciones econdmicas de los profesores eran dificiles debido en parte a
la desaparicion de la Secretaria de Instrucciéon y a la delegacion del control
de las escuelas a los municipios, los cuales carecian de recursos para cubrir
los salarios de los profesores. En la segunda década del siglo pasado se inicié
una reesfructuracion de las normales a cargo de la Secretaria de Educacion
PUblica.” El primer objetivo de la reestructuracion estuvo orientado por una
expansion de la instruccidon a partir del impulso de las escuelas rurales. La
rapidez en la creacion de estas escuelas propicid que en un principio se

7 Atravésdelapublicacién de undecreto en el Diario Oficial de la Federacién (DOF), se credlaSecretaria
de Educacion Publica el 3 de octubre de 1921. El 12 de octubre del mismo ano, José Vasconcelos asumid
la titularidad de esta Secretaria. http://www.sep.gob.mx/es/sep1/sep1_Historia_de_la_SEP#.UK-nH4fhKSo
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confratara a maestros con poca preparacion, ya que las normales urbanas no
podian satisfacer la demanda de docentes. Derivado de la situacidén anterior
se organizaron las primeras normales rurales (Kovacs, 1983). Es importante
considerar que en sus origenes la educacion normalista no tenia el cardcter
de educacidon de nivel superior, ya que la formacién en las escuelas normales
rurales se llevaba a cabo en un periodo de dos anos posteriores a la educacion
secundaria, aunque cabe resaltar que el plan de estudios de la Escuela
Nacional de Maestros era de seis anos (Santilldn-Nieto, sf).

En el periodo postrevolucionario, el normalismo obtuvo prestigio debido a
las politicas de alfabetizacion y educacion bdasica promovidas por el Estado
(Andidn-Gamboa, 2011). Durante el periodo de José Vasconcelos como
secretario de Educacion Publica, el maestro tenia la mision de promover la
justicia y el bienestar de la sociedad, mientras que durante el cardenismo los
maestros se consideraban como transformadores de la sociedad. Durante
esta época los profesores estuvieron mads ligados al pueblo y sus necesidades,
principalmente en las comunidades rurales.

En 1924, laEscuelaNormalparaProfesoresse transformd enlaEscuelaNacional
de Maestros (hoy Centenaria Benemeérita Escuela Nacional de Maestros), con
el objetivo de preparar y capacitar a docentes de los niveles de preescolar,
primaria y secundaria. En 1942 se crea la Escuela Normal Superior de México
para profesionalizar especificamente alos maestros de secundaria (Herndndez-
Morales, 2011) con un programa de cuatro anos posteriores al bachillerato.
Durante las décadas de 1960 y 1970 del siglo pasado, como consecuencia
de la expansion de la educacion bdsica, se ampliaron y diversificaron los
servicios de educacion normal. En esta época, la necesidad de incorporar
personal docente a las escuelas primarias condujo a la contrataciéon de
profesores mediante procesos de seleccion poco rigurosos (SEP, 2003). En 1978
se crea la Universidad Pedagogica Nacional (UPN)8 con la infencion de que
se convirtiera en la institucion rectora del sistema nacional de formacion de
maestros. La UPN es una institucion con dos sistemas: el escolarizado (que se
desarrolla en la Unidad Ajusco en el Distrito Federal, la cual fue concebida
como un centro de investigacion educativa y docencia de alto nivel) y el de
educacion a distancia (en las unidades UPN del resto del pais, que funciona
como una universidad orientada a la formacion del magisterio en servicio). Sin
embargo, de acuerdo con Latapi (2003), la UPN no ha encontrado su lugar en

el contexto educativo nacional ya que desempena funciones de docencia e

8 La Universidad Pedagdgica Nacional es una institucion publica de educacién superior, creada por
decreto presidencial el 25 de agosto de 1978. La UPN inicié labores formales el 12 de marzo de 1979,
ofreciendo carreras a nivel licenciatura entre las que se encontraban sociologia y psicologia de la
educacion, pedagogia, administracién educativa y educacion bdsica. Los estudios de posgrado, con
especializacion en planeaciéon y administracion educativa, iniciaron el 23 de abril de ese mismo afo.
(Kovacs, 1983).
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investigacion escasamente relacionadas con sus propositos originales. En 1984,
los estudios de educacion normal, orientada a formar profesores de primaria,
adquirieron el nivel de licenciatura —siendo requisito de ingreso contar con
el bachillerato—, por lo que la poblacion que demandaba ingreso a la UPN
disminuyd considerablemente.

A diferencia lo que sucede en el nuestro, en paises como Estados Unidos,
Inglaterra o Espana la formacion de los docentes de todos los niveles estd a
cargo de las universidades; sin embargo en muchos casos es una formacion
gue no se encuentra estructurada, ya que por un lado, los futuros profesores
cursan algunas materias de matemadticas en las facultades de ciencias y
algunos cursos de diddctica en las facultades de educacion.

Es innegable que las normales han desempenado una funcidn de gran
relevancia en la formacion de profesores de educacion bdasica; sin embargo,
se han identificado algunas caracteristicas de estas instituciones sobre
las cuales es importante reflexionar. Se puede mencionar, por ejemplo, la
endogamia de la formacion docente, la cual produce una especie de blindaje
para aprender cosas diferentes (Latapi, 2003) o la poca diversificacion de los
recursos de aprendizaje y de las estrategias de ensenanza (SEP, 2003). Ademas,
en varios estados de la republica aun existen escuelas normales cuyo personal
académico cuenta con un nivel de estudios inferior al de licenciatura (Avilés,
2013). En el contexto internacional se ha destacado la importancia de que la
formacion inicial de los profesores se lleve a cabo en un ambiente que deberia
caracterizar a la formacidon universitaria en general, un ambiente en el que se
favorezca la interdisciplinariedad, asi como el desarrollo de una actitud critica
y reflexiva.

Enlo que se refiere ala actualizacidon de profesores en servicio, en 2009 como
parte de la Alianza por la Calidad de la Educacion, el gobierno establecio el
Programa delSistema Nacional de Formacion Continuay Superacion Profesional
de Maestros de Educacion Bdsica en Servicio (Santiago, McGregor, Nusche,
Ravela y Toledo, 2012). Este programa involucra a la Universidad Pedagdgica
Nacional, las escuelas normales del pais, los centros de actualizacion del
magisterio, las instituciones de educacion superior, los centros de investigacion
educativa y las dependencias educativas de los gobiernos federal y estatal,
quienes disenan y proponen programas acadéemicos (cursos, diplomados,
especialidades, maestrias y doctorados) en diversas dreas del conocimiento
—en respuesta a una convocatoria emitida anualmente por la SEP— que
conformaran el Catdlogo Nacional de Formacion Confinua y Superacion
Profesional para Maestros de Educacién Bdsica en Servicio.
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Carituo 1l
Una visidn del proceso de formacidén docente en el
darea de matematicas

El profesor es un actor fundamental en el proceso de aprendizaje de los
estudiantes debido a que sus conocimientos, y, en consecuencia, las
caracteristicas de las actividades que propone en el saldn de clase, son
determinantes en el tipo de aprendizaje que los estudiantes logran construir.
Las tareas a partir de las cuales los estudiantes construyen su conocimiento
son el ingrediente bdsico para dar sentido y dotar de significado a conceptos
e ideas matematicas. Si las tareas estdn enfocadas Unicamente a memorizar
hechos y llevar a cabo procedimientos rutinarios o algoritmicos, los estudiantes
desarrollardn formas de pensamiento limitadas, respecto de las que podrian
construir al abordar tareas en las que se requiera pensar conceptualmente y
establecer conexiones enfre diferentes ideas matematicas (Stein y Smith, 1998).
Uno de los propdsitos de estudiar matemdticas es que los estudiantes aprendan
a razonar y que desarrollen una forma matematica de pensar, es decir, una
forma particular de pensamiento al resolver problemas que caracterizan a
los matemdticos, una forma de “ver el mundo a través de los lentes de un
matemdtico” (Schoenfeld, 1992). El siguiente comentario de Henry Pollak
permitird formarse una idea de lo que se enfiende con la frase “una forma
matemdtica de pensar”.

sCudntos cactus saguaro' de mds de é pies de alto hay en el estado de Arizona?
Yo lei que los saguaros son una especie en peligro de extincién. Los desarrolladores
inmobiliarios los derriban cuando construyen nuevos condominios. Cuando visité Arizona
hace dos o tres afos decidi elaborar una estimacion. Estimé que existen 10 & saguaros
en Arizona. Permitanme comentar cémo llegué a esa respuesta. En las dreas donde
existen, los saguaros parecen estar espaciados uniformemente, aproximadamente 50
pies entre si. Esta aproximacién me indica que hay 10 ? saguaros en una milla lineal, lo

1 Los saguaros o sahuaros gigantes son cactus que tienen un crecimiento bastante lento. En su primer
ano de vida llegan a medir tan sdlo unos seis milimetros. A los quince anos tendrdn una altura de 30 cm,
y dos metros cuando tengan 50 anos. Es hasta los 75 anos cuando estas plantas florecen y producen
semillas por primera vez. El saguaro adulto produce unos 40 millones de semillas durante su vida, pero
posiblemente sdlo una de ellas sobrevivay llegue ala fase adulta. Esta planta puede llegar a vivir 200 aios,
tener un tronco hasta de 80 cm de didmetro, una altura de quince metros y un peso de diez toneladas.
http://redescolar.iice.edu.mx/redescolar/publicaciones/publi_reinos/flora/saguaro_gte/saguaro.htm
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cualimplica que hay 10 “ saguaros en una milla cuadrada. La regidon donde los saguaros
crecen es de al menos de 50 por 200 millas. Entonces multipliqué 10 4 x 10 4 para obtener
mi respuesta final. Pedi a un grupo de maestros de Arizona que me dieran su estimacion,
pero ellos no sabian cémo empezar (Pollak, 1987: 260-261).

La disposicion a cuantificar y modelar que se aprecian en el ejemplo, asi
como el hdbito de ver a los fendmenos desde un punto de vista matematico
caracterizan a las personas con “una forma matemdtica de pensar”. Estos
hdbitos y disposicion se adquieren a través de trabajo continuo y reflexion que
se lleva a cabo durante la resolucion de problemas.

Las tareas proporcionan la materia prima a partir de la cual los estudiantes
aprenderdn apensaracercade lasmatemdticasy a darsentido alos conceptos
(Bayazit, 2006). Por ejemplo, si se muestra a estudiantes de primaria cémo
encontrarlarepresentacion decimalde unafracciondada (1/4=0.25), llevando
a cabo la division del numerador entre el denominador, y posteriormente se
les pide que aborden tareas similares, Unicamente se estard promoviendo la
memorizacion y la aplicacion de algoritmos. Por el contrario, si se les presenta
una cuadricula en la cual aparece cierta cantidad de cuadros sombreados y
se solicita alos estudiantes que expliquen como determinar la fraccidon del total
que representa el drea sombreada y la parte decimal de esta misma, y una
vez que resolvieron la tarea comunican sus caminos de solucién y escuchan
la forma en que sus companeros resolvieron el problema, se puede promover
el desarrollo de diferentes elementos del pensamiento matemdtico, entre los
que se encuentra la comunicacion de ideas, la justificacion de resultados vy el
razonamiento, entre otros (Tabla 2.1).

Otro caso en el que se ejemplifica como los procesos cognitivos que
el estudiante puede desarrollar dependen del tipo de tareas y de las
aproximaciones diddcticas empleadas por el profesor es el siguiente: se puede
mostrar la forma de aplicar “la ley del sdndwich” para llevar a cabo la division
de dos fracciones y después pedir alos estudiantes que practiquen el algoritmo
al realizar un conjunto de ejercicios. En este caso se estd promoviendo que el
estudiante desarrolle fluidez procedimental, sin que exista una comprension o
construccioén de significado ligado a la operaciéon de division. Por el contrario,
se puede indicar al estudiante que el resultado de la division % puede
interpretarse como "“cudntas veces cabe el denominador en el numerador”.
La idea anterior es robusta, ya que su aplicabilidad se extiende mds alld de las
operaciones con nUmeros enteros y puede aplicarse a la division con nUmeros
racionales. Suponga que se desea calcular % entre 41; el estudiante puede
representar cada una de las fracciones en una cuadricula, digamos de 3 x 4.
Posteriormente, empleando la idea de “cudntas veces cabe”, puede darse
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cuenta de que la respuesta es 2, ya que % cabe dos veces en % (Tabla 2.2).

Tarea que favorece la memorizacion

Tarea que favorece el pensamiento
matematico

Encuentra la representacion decimal de las
. . 3 7
siguientes fracciones: (a) > (b) =

Explica como determinar: (a) la fracciéon
del total que representa el area sombreada,
(b) la parte decimal que representa el area
sombreada. (Stein y Smith, 1998, p. 269)

Tabla 2.1. Tipos de tareas.

Tarea que favorece el desarrollo de
fluidez procedimental

Tarea que favorece la construccion
de significado

Para dividir % entre% en primer lugar se
multiplican los extremos y el producto se
coloca en el numerador del resultado. en
segundo lugar se multiplican los medios v

el producto se coloca en el denominador del
resultado.

BN =
Il
N
Il
N

Aplique la regla anterior para obtener el
resultado de las siguientes divisiones:

El resultado de la division de dos nimeros
puede interpretarse como cuantas veces
cabe el denominador en el numerador.
Utilizando la idea anterior encuentra cual es
el resultado de dividir: (a) 1/2 entre 1/4, (b)
1/2 entre 1/3. Explica como obtuviste la
respuesta.

Posible respuesta:

12 174

En las figuras estdin representadas las
fracciones 1/2 y 1/4. Se observa que 1/4
cabe 2 veces en 1/2. entonces el resultado
de dividir 1/2 entre 1/4 es igual a 2.

12 13

En las figuras estdn representadas las
fracciones 1/2 y 1/3. Como 1/3 cabe una
vez ymedia en 1/2, entonces el resultado de

dividir 1/2 entre 1/3 es igual a 1 %

Tabla 2.2. Procesos desarrollados al abordar diferente
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Un aspecto de fundamental importancia, que nos parece debe resaltarse,
es que las tareas son importantes porque pueden ampliar o expandir las
concepciones de los estudiantes acerca de lasideas matemdaticas (Henningsen
y Stein, 1997), pero es aun mds importante la capacidad y experiencia del
profesor para crear condiciones que favorezcan que los estudiantes realicen
conexiones entre ideas, conceptos y representaciones (Bayazit, 2006).
Ademds, la actividad y el ejemplo del profesor son fundamentales para que
los estudiantes desarrollen hdbitos y una disciplina de estudio en la que se
enfatice el frabajo constante. Para lograr o anterior, los conocimientos del
profesor deben ser profundos y estructurados para que le permitan plantear e
implementar tareas en las que los estudiantes tengan la oportunidad de llevar
a cabo un aprendizaje con entendimiento (Hiebert ef al., 1997).

Para que los profesores tengan posibilidades de realizar esas tareas, ellos
mismos deben haber sido expuestos a resolver tareas similares, por lo cual
consideramos de gran importancia que su actualizacion se lleve a cabo,
permanentemente, dentro de una comunidad en la que participen profesores,
matemdticos y educadores matematicos, ya que un profesor bien preparado
puede incluso transformar ejercicios rutinarios que aparecen en los libros de
texto en tareas relevantes que favorezcan el razonamiento y la comprension
conceptual de los estudiantes (Santos-Trigo, 1998).

Un aspecto importante que debe considerar todo profesor de matematicas
es larelevancia de hacer explicitas las conexiones entre los diversos elementos
que intervienen durante la resolucion de un problema o la ejecucion de
una actividad. En los ejemplos anteriores sobre fracciones resulta relevante
explicitar las relaciones enfre las representaciones grdficas de las fracciones
y las representaciones numéricas. Ademds, aunque el objetivo principal es
el logro de un entendimiento conceptual, la solucion del problema se debe
conectar en algun momento con el algoritmo usual para dividir fracciones, de
forma que la vinculaciéon entre la asignaciéon de significados y el desarrollo de
fluidez en los procedimientos permitan al estudiante desarrollar un aprendizaje
con entendimiento (Hiebert et al., 1997).

Los estudiantes aprenden matemdticas a través de las experiencias que los
profesoresles proporcionany, en consecuencia, su entendimiento matematico,
asi como su capacidad para usar las matematicas al resolver problemas, su
confianza en que pueden aprender y su gusto (o aversidon) hacia la disciplina
son moldeadas por las formas de ensenanza que encuentran en la escuela.
La mejora de la educacion matematica para todos los estudiantes requiere,
entonces, de profesores con una formacion sélida (NCTM, 2000) en los dmbitos
disciplinar, epistemoldgico y didactico.

A pesar de la importancia de contar con docentes altfamente capacitados
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que apoyen el aprendizaje de los estudiantes, se ha documentado que muchos
profesores tienen serias deficiencias en el manejo del contenido disciplinar que
deben ensenar —ya que no entienden con profundidad incluso conceptos
matematicos bdsicos que se abordan desde el nivel primaria hasta el bachillera-
to (Harel, 1994)— o nolo han aprendido de manera que lo puedan ensenar enla
formarequerida enlos programas de estudio actuales, porque es un hecho que
muchos profesores imparten matematicas con base en un curriculo bastante
diferente de aquél con el que ellos fueron educados (Adleret al., 2005). Un ejem-
plo de lo mencionado anteriormente es que algunos profesores de primaria
muestran diversas dificultades de compresion de la division de fracciones, entre
las que se encuentran, por citar un caso, confundir la divisidn por 1/2 con la di-
vision por 2 o confundirla division por 1/2 conla multiplicacion por 1/2 (Ma, 2010).

Aunado a esto, muchos profesores no entienden la forma de aprender de
sus estudiantes (epistemologia) y, como resultado, no poseen los medios para
ayudarlos a superar sus dificultades de aprendizaje de conceptos especificos
(didactica). Al respecto, Dubinsky (2000) menciona que, durante sus estudios
universitarios, al solicitar un ejemplo de una funcidén que no tuviera limite en un
punto, su profesor proporcionaba siempre el mismo ejemplo, la funcién f, cuya
regla de correspondencia es f(x) = {—11"Ssiixx<>00. Sin embargo, el ejemplo no
ayudod a Dubinsky a entender la idea de limite de una funcién en un punto; no
sino hasta que se desempend como educador matematico que descubrid la
razdn: en esa época este ejemplo no era una funcién para él porque la gréfica
de f“no tiene curvatura”. Esto ilustra que las creencias y concepciones de los
estudiantes deben ser exploradas a profundidad por parte del profesor para
identfificar las dificultades que impiden entender un concepto.

Por otra parte, el hecho de que en México no existan programas especificos
de formacion de profesores de matematicas del nivel medio superior y superior
hace que la problemdtica del aprendizaje de la disciplina se acentle en estos
niveles. Es por ello que si se desea realmente mejorar el aprendizaje de las
matematicas, esnecesariopromoverlareflexionyladiscusionentornoalapuesta
en operaciéon de manera urgente de un programa de formacién de nuevos
profesores, asicomo de la actualizacion continua (desarrollo profesional) de los
docentes en servicio en todos los niveles educativos. Esto tiene su fundamento
en que la efectividad en la ensenanza requiere de conocer y entender
profundamente el contenido matematico, tener la capacidad de elegir entre
diversos conocimientos para disenar tareas que apoyen el desarrollo de una
forma matemdtica de pensar, asi como reflexionar para mejorar o adecuar
estrategias didacticas (NCTM, 2000). El diseno e implementacion de tales
programas requiere de responder algunas preguntas, entre las que destacan:
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scudlesy qué tipo de conocimientos matematicos y didacticos debe poseerun
profesor para poder apoyar el aprendizaje de sus estudiantes? 3COmo se deben
estructurar estos conocimientos en los programas de formacione 3Quiénes
deben ser los responsables de la formacion y actualizacion de los docentes de
matemdaticase 3Cudl es el papel que deberian jugar las instituciones publicas
de educacion superior en la formaciéon y actualizacion de profesores, en el
nivel medio superior y superior, dada la inexistencia de programas especificos
para tal fing (Barrera, 2009a).

Es indiscutible que la formacion y actualizacion docente en todos los niveles
esrelevante, pues profesores bien preparados estardn en mejores condiciones
de apoyar y guiar el desarrollo cognitivo de los estudiantes. Los profesores de
matemdticas deben estar capacitados para ofrecer una ensenanza de la
disciplinaenlaquese destaquenposiblesaplicaciones, tantoenlavidacotidiana
y en el dmbito laboral como en los estudios que posteriormente emprenderdn
los estudiantes. La formacion de profesores con tales habilidades serd posible
si los programas de formacion inicial y desarrollo profesional estructuran y
unifican los contenidos matemdaticos, epistemoldgicos y diddcticos necesarios
para la ensenanza, y cuentan ademds con la participacion coordinada de
matematicos y educadores matematicos. Es importante enfatizar que los
problemas de aprendizaje no se deberian atender a partir del bachillerato
o la universidad (Harel, 1994), puesto que las concepciones (correctas o
erroneas) sobre lo que son las matemadticas, el aprendizaje de la disciplina y los
hdbitos de trabajo se encuentran muy arraigados en la estructura conceptual
(Skemp, 1976) de los estudiantes de bachillerato, por lo que resulta bastante
dificil modificarlas. Por ello, se debe prestar particular atencion a la formacion
y desarrollo profesional de los profesores de educacion bdsica, pues en este
periodo, crucial para el desarrollo cognitivo, los estudiantes pueden generar
un gusto por el estudio de la disciplina, el cual continuaria fortaleciéndose
durante el bachillerato y la universidad.

2.1. Panorama internacional de los programas de formacion
docente?

En el contexto internacional, el proceso de formacidn docente varia
considerablemente enfre los diferentes paises. En algunos es posible trabajar
como profesor de matemdticas en secundaria o bachillerato Unicamente
con una licenciatura en matemadticas, mientras que en otros los profesores de

2 La mayor parte de la informacion sobre los programas de formacion de esta seccidn se obtuvo
de los documentos Policy, Practice, and Readiness fo Teach Primary and Secondary Mathematics in 17
Countries (Tatto et al., 2012) e International Comparative Study in Mathematics Teacher Training (Burghes,
2008).
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matematicas de secundariay bachillerato no tienen conocimientos disciplinares
mads alld de este Ultimo nivel. Incluso en los paises en los que se requiere un
grado universitario para desempenarse como docente de matematicas, los
profesores presentan diferencias de formacion, ya que en algunos casos el
grado es otorgado por “universidades de ensenanza” —Universidades Normales
en China— mientras que en otros paises los profesores cursan una licenciatura
en matematicas seguida de un diploma en ensenanza, como en Australia.

Alemania.La formacién de los docentes de educacion primaria y secundaria
en este pais se lleva a cabo en dos etapas. En la primera, los futuros profesores
inician su formacién en una universidad enla cualse privilegia una aproximacion
tedrica, con un componente importante de cursos sobre educacion; lo anterior
asegura un nivel relativamente alto de preparacion de los futuros profesores,
ya que el ingreso a la universidad es bastante selectivo en este pais. En la
segunda se lleva a cabo la formacidén prdctica; en varios estados de Alemania
esta fase se desarrolla en instituciones operadas por los gobiernos estatales
denominadas Studienseminare.

En Alemania la escuela primaria (Grundschule) consta de cuatro grados.
A partir del quinto, inicia la secundaria elemental, la cual se divide en cuatro
tipos de escuela. Los estudiantes son asignados a una de éstas en funcion de
su desempeno en la escuela primaria: a) Hauptschule (grados 5 al 9), mdas
enfocada en la formacién para el desempeno de oficios; al finalizar este nivel,
los egresados pueden combinar el frabajo de tiempo parcial con la formacion
para el frabajo o asistir de tiempo completo a una escuela de formacién para el
trabajo, b) Realschule (grados 5 al 10), enfocada ala formacion de tfrabajadores
administrativos de bajo nivel y ocupaciones técnicas, c) Gymnasium, es la
escuela de élite y se encarga de preparar a los estudiantes para ingresar a
la universidad, d) Gesamtschule, una escuela integral que ofrece programas
diferenciados; este tipo de escuela no existe en todos los estados de Alemania.
En Alemania los fitulos de ensenanza se clasifican en cuatro categorias:

Tipo 1. Primaria solamente (grados 1-4)

Tipo 2. Primaria o secundaria elemental (grados 1-9/10)

Tipo 3. Todos los tipos de secundaria elemental (grados 5-9/10)
Tipo 4. Grados 5 a 12/13.

Antes de ingresar en cualquiera de estos programas, todos los futuros
profesores tienen que obtener el Abitur, un diploma que se obtiene al ferminar
el Gymnasium con éxito y que ofrece la oportunidad de ingresar directamente
a la universidad. La obtencidén de este diploma requiere aprobar un examen
que cubre al menos cuatro temas. Los profesores del tipo 1 son profesores
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generales, mientras que los profesores del fipo 2 al 4 son mas especializados
y pueden llevar a cabo estudios que les permitan ensenar dos materias. La
primera fase de formaciéon se lleva a cabo durante 42 meses para profesores
de primaria y de 54 meses para profesores de secundaria, incluyendo periodos
vacacionales durante los cuales los estudiantes tienen que elaborar articulos
o redactar experiencias de ensenanza. La segunda fase de formacion se lleva
a cabo en un periodo que va de 18 a 24 meses. Durante esta segunda fase,
los futuros profesores ensenan de tiempo parcial en una escuela, asumiendo
todas las responsabilidades que le corresponden a un profesor titular, y al
mismo fiempo asisten a cursos de pedagogia general y de pedagogia sobre el
contenido organizado por el Studienseminar al que asisten.

Como parte de su formacion, a los futuros profesores se les aplican dos
pruebas disenadas por los gobiernos estatales para ser considerados profesores
calificados. La primera se aplica al final de su educacidn universitaria y consiste
en varios exdmenes orales y escritos relacionados con los temas estudiados en
la primera fase, asi como un ensayo; al aprobar se obfiene un primer grado
universitario. La segunda es menos académica y mds prdctica: en ésta se
pide que los futuros profesores ensenen diversas lecciones, durante una o mads
sesiones, mientras son observadosy evaluados por un equipo de examinadores.
También se solicita la elaboracidon de un ensayo u otro documento escrito. Al
aprobar se obtiene un segundo grado universitario.

Los salarios de los profesores en Alemania, en promedio, son relativamente
altos comparados con los de ofros paises que pertenecen a la OCDE, pero
no son muy competitivos en relaciéon con empleos en el sector privado que
también requieren de un grado universitario. Sin embargo, la escasez de
futuros profesores de nivel bdsico asegura que la mayoria de quienes elijan
esta profesidon conseguirdn un empleo.

Australia. En este pais se cuenta con un sistema educativo descentralizado,
el cual esresponsabilidad de cada uno de los estados. Es decir, las autoridades
educativas estatales tienen a su cargo el registro y la certificacion de los profe-
sionales que desean obtener una posicion como profesores de matemadticas.

La formacion inicial de los profesores de matemdticas de secundaria requie-
re completar estudios universitarios en las dreas de matemadticas, educacion
y metodologia, los cuales generalmente tienen una duracion de cuatro anos.
También existe la opcidon de obtener un posgrado en ensenanza secundaria
después de haber concluido estudios de licenciatura en algin drea diferente a
la educacion. La experiencia practica de ensenanza en una escuela requerida
en el proceso de formacion de profesoresincluye un periodo no menor a 80 dias.

Chile. Los profesores de educacion bdsica en Chile se preparan como
profesores generales, es decir, profesores que ensenan todos los temas en la
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escuela elemental, la cual estd infegrada por ocho grados. En este contexto,
Chile difiere de otros paises en donde los profesores de los grados 7 y 8 tienen
una formacioén diferente a la de los profesores de los grados 1 a é. La escuela
media en este pais es obligatoria, tiene una duracion de cuatro grados y
se ofrece en dos modalidades: a) modalidad cientifico-humanistica de tipo
generaly b) modalidad técnico-profesional, la cual combina estudios generales
y formacion para el trabagjo.

En Chile, la formacion de los profesores de educacion inicial (prescolar) y
bdsica (grados 1 a 8) se lleva a cabo en las universidades y en algunos institutos
profesionales que ofrecen educacion superior, y la formacion de profesores
de educacién media se lleva a cabo en las universidades. En muchas de las
instituciones en este pais, la formacidén de los profesores se lleva a cabo en un
unico ciclo de 8 o 10 semestres. Las principales lineas de conocimientos en estos
programas son matemadticas, pedagogia, educaciéon general y experiencia en
el aula. También existen algunas instituciones que ofrecen especializaciones en
alguna materia en particular; los profesores que cursan estas especialidades
generalmente ensenan en los grados 5 a 8.

Los aspirantes a ocupar una posicion como profesor delbben contar con un
titulo profesional expedido por una universidad o instituto profesional, acorde
con el nivel en el que pretenden ensenar.

China. Para ser profesor de educacion primaria se tiene que cursar
un programa de fres o cuatro anos que permite obtener un diploma de
educacién superior y un certificado de formacién del profesorado. Para ser
profesor de secundaria elemental o superior se requiere una formacion de
cuatro anos, la cual permite obtener un diploma de educacion superior o un
titulo de licenciatura, asi como un certificado de formacion del profesorado.
El titulo de licenciatura es un requisito indispensable para ensenar en el nivel
de secundaria superior. Alrededor del tercer ano de formacion profesional,
los futuros profesores regularmente ensenan seis semanas en una escuela
local, una o dos lecciones cada dia. Los salarios de los profesores en China
son relafivamente bajos, por lo que la docencia resulta una profesion poco
afractiva para los estudiantes sobresalientes.

Espana. La educacion escolarizada estd organizada de la siguiente forma:
a) educacion primaria obligatoria (de los seis a los doce anos), b) educacion
secundaria obligatoria (de los doce a los 16 anos), c) educacién secundaria
postobligatoria, se puede elegir entre bachillerato en cuatro modalidades o
formacion profesional de grado medio (de los 16 a los 18 anos), d) educacion
superior, constituida por la ensenanza universitaria o formacion profesional
superior.

Para ser profesor de educacion primaria se debe tener un fitulo de maestro
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de educacion primaria o el titulo de grado equivalente. Los profesores de este
nivel son profesores generales que ensenan todas las asignaturas, excepto
lengua extranjera, educacion fisica, educacion musical y religion. Para ser
profesor de ensenanza secundaria obligatoria o bachillerato es necesario tener
un titulo universitario, ademdas de una formacién pedagdgica y diddctica de
nivel posgrado que generalmente tiene una duracion de un ano (Ruiz-Lopez y
Bosch-Betancor, 2007), al férmino del cual se obtiene un Certificado de Aptitud
Pedagdgica. En Espana, los maestros de primaria se forman en las Facultades
de Educacion o en las Escuelas del Magisterio, donde se obtiene el fitulo de
maestro al culminar su formacion, que hasta antes de 2010 se completaba
en tres anos. La preparaciéon de estos profesores incluye diversas asignaturas
psicopedagodgicas y sobre teorias del aprendizaje, mientras que la formacion
matematica se restringe a asignaturas como “Matematicas y su didactica” o
“Desarrollo del pensamiento matematico y su diddctica” (Torralbo et al., 2007).

Estados Unidos. Estados Unidos de América tiene un sistema descentralizado
de formacion y certificacion de profesores, o cual significa que cada uno de
los estados es responsable de ambas actividades. La formacién inicial de los
profesores se ofrece en las universidades, en programas de licenciatura cuya
duraciéon es de cuatro anos y, en algunos estados, de cinco. También existen
programas que otorgan certificacion para ejercer la docencia a profesionales
egresados de alguna ofra licenciatura. Los programas de formacion inicial
de profesores generalmente incluyen cursos de “contenido”, los cuales estdn
a cargo de matemdaticos y cursos de “métodos” a cargo de educadores
matemdaticos sin que exista una articulacion entre ambos tipos de cursos. Se
ha identificado que esta aproximacion a la formacion docente ocasiona que
las creencias de lo que son las matemdaticas y la forma o formas de ensenarlas
se construyan implicitamente a partir de las experiencias de ensenanza que los
profesores en formacion fuvieron en los niveles preuniversitarios (Harel, 1994).
Ademds, los profesores en formacion tienen poco contacto con los estudiantes
y, cuando existe, se encuentra desvinculado del estudio del aprendizaje y la
ensenanza.

En Estados Unidos existen dos tipos de experiencia prdctica para los futuros
profesores: observacion de clases y ensenanza de estudiantes. Durante estas
experiencias. el trabajo de los candidatos a profesores generalmente es
supervisado por un profesor de la universidad y un maestro en servicio. Las
experiencias de ensenanza tfienen una duracion variable, que va de seis
semanas en Louisiana a un semestre en estados como Minnesota o Wisconsin
(Wang et al., 2003).

Por su parte, la actualizacidn de docentes en servicio muchas veces se limita
a cursos en los cuales los temas se abordan de forma superficial, sin que exista
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conexion entre el curriculo que los maestros tfienen que ensenar y aspectos
relevantes del aprendizaje de sus estudiantes. Asimismo, los temas o contenidos
se ofrecen de forma fragmentada y sin que exista continuidad entfre cursos,
en la discusion de los temas o ideas relevantes relativas a la ensenanza vy el
aprendizaje (Ball y Cohen, 1999), o sin coherencia entre la teoria y la prdctica
(Ferguson, 1993; citado en Huiy Grossman, 2008).

Finlandia. Para ser profesor en este pais se fiene que cursar una licenciatura
en un Departamento de Educacién de Profesores. En el caso de los profesores
de matemdticas, fisica y quimica se toman cursos tanto en la Facultad de
Ciencias como en la Facultad de Educacion (Malaty, 2004). Existe bastante
competencia durante el proceso de seleccion de los candidatos, ya que, en
el caso de los profesores de primaria, Unicamente uno de cada diez aspirantes
es admitido para formarse como profesor. Actualmente, un requisito para
ingresar al magisterio y tener un empleo permanente en el nivel bdsico y en el
bachillerato, es contar con el grado de maestria, mientras que los profesores
de prescolar requieren sélo de licenciatura (Sahlberg, 2010). La formacion de
los profesores de primaria incluye tres grandes dreas: a) teoria de la educacion,
a) conocimiento padagodgico del contenido y ¢) diddctica del contenido.
La formacion de los profesores se lleva a cabo en dos etapas, la primera
consistente en la obtencidén de un titulo de licenciatura en un periodo de tres
anos, seguida de un programa de maestria, cuya duracion es de dos anos e
incluye la elaboracion de un trabajo de tesis, en el campo de la educacion
general para los profesores de primaria o de un tema particular de un drea
especifica en el caso de los profesores de secundaria.

Los programas de formacion de profesores en Finlandia se caracterizan
por integrar los conocimientos sobre teorias educativas, metodologia de
la investigacion y la prdactica docente. La fase prdactica de los programas
de formacion incluye la observacion de clases impartidas por profesores
experimentados, prdctica de ensenanza observada por un supervisor y el
desarrollo de lecciones independientes supervisadas.

Unaspectoimportante delsistemaeducativo de Finlandiaque deberesaltarse
es que la educacion es gratuita y tiene mucho apoyo gubernamental, ya que
las escuelas, ademds de estar bien equipadas, ofrecen comidas calientes y
servicio médico sin costo alos estudiantes. Por otra parte, los estudiantes tienen
acceso gratuito a computadoras con Internet e impresoras. Las escuelas
son lugares abiertos, no existen bardas que circunden la escuela, cualquier
visitante puede ingresar a ellas y, a pesar de lo anterior, no existe ningun tipo
de supervision al tfrabajo de los profesores (Malaty, 2004).

Inglaterra. En este pais, la responsabilidad sobre la formacion y certificacion
de profesores se comparte entre varias instituciones, entre las que se encuentra
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la Teacher Training Agency, el Department for Education and Skills, la Office
for Standards in Education y el General Teaching Council for England (Wang,
Coleman, Coley y Phelps, 2003). Estas agencias regulan diversos aspectos de
la educacion y certificacion de los profesores. La formacion de los docentes
en Inglaterra estd a cargo de las universidades, las cuales colaboran
estrechamente con las escuelas locales, aunque hay otras opciones de
formacion para formarse como profesor, como los School-Centred Initial
Teacher Training Courses (SCITTs), que estdn a cargo de un grupo de escuelas
en un drea particular, en colaboracién con una universidad, que proporciona
la certificacion, o la iniciativa Teach First, la cual busca convencer a los
estudiantes de posgrados en matemdticas o dreas relacionadas a ensenar
dos anos en escuelas secundarias de Manchester o Londres, después de un
curso intensivo de entrenamiento, el cual dura seis semanas. Las actividades
de ensenanza que llevan a cabo los candidatos a profesores se llevan a cabo
durante un periodo de 24 semanas.

Malasia. Aqui, la primaria consta de seis grados y los profesores que frabajan
en este nivel son profesores generales, es decir, ensenan todas las materias. Es
este pais se ofrecen incentivos especiales para profesores de matemdticas o
que trabajan en dreas remotas. Mejoras recientes en las condiciones salariales
de los profesores han contribuido a que los jdvenes mejor preparados decidan
cursar una carrera relacionada con la docencia.

En Malasia existen profesores de educacion bdsica que cuentan con titulo
universitario y otros que cuentan Unicamente con diplomas de ensenanza
expedidos por institutos de formacidon de profesores, los cuales no son
equivalentes a un ftitulo universitario. Todos los institutos de formacion de
profesores cuentan con un curriculo comun, mientras que las universidades
disenan su propio curriculo, pero éste se basa en los lineamientos establecidos
por el Ministerio de Educacion Superiory la Agencia de Certificacion de Malasia.
Los periodos de prdctica requeridos varian entre universidades e institutos, pero
regularmente son de entre diez y doce semanas.

Noruega. Noruega cuenta con un marco nacional de formacion de
profesores que siguen todas las instituciones. En este pais existen cuatro tipos
de programas de formacion. Uno de esos programas estd enfocado a la
formacion de profesores de primaria y de secundaria elemental (grados 1 al
10) y tiene una duracién de cuatro anos e incluye asignaturas relacionadas con
un drea especifica del conocimiento, pedagogia y diddctica del contenido,
ademds de incluir practica de la ensenanza durante cada uno de los anos.
En este tipo de programas es posible elegir materias optativas durante los
anos tercero y cuarto con la finalidad de estudiar con profundidad un drea
del conocimiento especifica. Existe un segundo tipo de programa que incluye

38



el grado de maestria y tiene una duracion de cinco anos. Un tercer tipo de
programa, cuya duracion es cuatro anos, ofrece formacién para ensenar un
drea especifica en secundaria elemental o superior (grados 8 al 13). El Ultimo
ano en este programa incluye cursos de pedagogia, diddctica del contenido
y prdctica de la ensenanza.

Nueva Zelanda. Los profesores de matemdaticas de secundaria pueden
incorporarse a la actividad profesional mediante diferentes rutas, ya que
se puede tener un empleo temporal de profesor al contar Unicamente con
formacion matemadtica o con formacion en educacion. Sin embargo, la
mayoria de profesores en este pais cuenta con una formacion profesional
de al menos tres anos, la cual incluye algunos cursos de matematicas (pero
no una especializacion en esta drea) mds un ano para obtener un diploma
en ensenanza secundaria de una universidad o de otra institucion superior
formadora de profesores (teachers college). Algunos pocos profesores han
obtenido su diploma al mismo tiempo que realizaban estudios universitarios,
mientras que ofros ingresaron al servicio con formacion de profesores de
primaria, la cual por lo general consiste en un diploma de un grado que se
obtiene durante una formacién de tres o cuatro anos (Barton y Sheryn, 2009).

Singapur. En Singapur existe una Unica institucion formadora de profesores
de educacién primaria (grados 1 a é) y secundaria (grados 7 al 10): el Instituto
Nacional de Educaciéon (NIE, por sus siglas en inglés), un instituto auténomo
de la Nanyang Technological University. Los profesores son seleccionados por
el Ministerio de Educacién de Singapur y enviados al NIE para su formacion,
generalmente después de haber concluido su educacion post-secundaria
(grados 11 y 12). Los graduados del Instituto automdaticamente se encuentran
certificados para trabajarenlas escuelas publicas de este pais. Existen diferentes
modalidades de formacion; una de ellas ofrece Unicamente un diploma en
educacion y otra, un titulo de licenciatura. El programa que permite obtener
un diploma tiene una duracién de dos anos y hay dos opciones de formacion:
una orientada a ensenar dos materias y otra a ensenar tres. La opcidon que
oftorga el grado de licenciatura (en Ciencias o Artes) fiene una duracion de
cuatro anos. Para obtener un diploma de posgrado en educacion se requiere
cursar un ano adicional a la licenciatura.

En Singapur, las politicas de gobierno han propiciado que los salarios de los
profesores sean bastante competitivos, en relacidén con otras ocupaciones en
los sectores publico y privado. A los futuros profesores, ademds de ofrecerles
educacion universitaria gratuita, el gobierno les otorga un salario mientras dura
su formacidn profesional.

Taiwdn. En este pais, las universidades son las encargadas de la formacion de
los profesores de primaria y secundaria, con programas especificos para cada
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nivel. En Taiwdn la primaria consta de seis grados, mientras que la secundaria
se divide en secundaria elemental (grados 7 a 9) y secundaria superior (grados
10 a 12). Los profesores de primaria reciben una formacién general y pueden
ensenar en cualquiera de los grados de este nivel, mientras que los profesores
de secundaria ensenan una sola materia, en alguno de los dos niveles. La
formacion de estos profesores se lleva a cabo durante un periodo de cuatro
anos para obtener un grado de licenciatura; después de este periodo, llevan a
cabo medio ano de prdcticas profesionales. Los dos programas de formacion
de profesores de educacion bdsica incluyen tres componentes: materias
generales, comunes a todos los estudiantes universitarios independientemente
de la rama del conocimiento en la que se especialicen: materias sobre |la
disciplina, cuyo objetivo es mejorar el entendimiento de los estudiantes acerca
de la asignatura o asignaturas que deberdn ensenar y materias especificas del
profesional de la educacién. Ademds, los futuros profesores deben completar
un periodo de prdcticas. Una vez cumplidos los requisitos anteriores, se evalian
sus capacidades como profesores mediante una prueba que incluye dos
temas generales y dos temas relativos a la educaciéon (Teacher Qualification
Assessment).

Es importante mencionar que en Taiwdn las politicas gubernamentales
han proporcionado y fomentado condiciones favorables para los profesores,
incluyendo salarios competitivos, sistema de salud intfegral asi como seguros
de invalidez y de vida, vacaciones en verano € invierno con salario anual
completo, pensiones y jubilaciones con un nivel salarial igual que el obtenido
en el momento del retiro, asi como diversas prestaciones especiales (bonos
O subsidios por matrimonio, gastos funerarios y educacion de los hijos, entre
otras).

2.2, Forrpacién inicial y desarrollo profesional de los docentes de
matematicas en Mexico

El proceso de formacion inical y actualizaciéon continua de los profesores
de matemdticas en nuestro pais constituye un sistema complejo en el que
participan diversas instifuciones entre las que se encuentran las escuelas
normales, la Universidad Pedagdgica Nacional, las universidades publicas y
privadas que ofrecen programas de posgrado y de actualizacion profesional,
los Centros de Maestros y los Centros de Actualizacion del Magisterio.

La formacioninicial de profesores de educacion bdsica en Mexico (prescolar,
primaria y secundaria) se lleva a cabo en escuelas normales y en la Universidad
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Pedagogica Nacional (UPN), mientras que no existen programas especificos de
formacion inicial para profesores de bachillerato ni para quienes laboran en el
nivel superior. Los profesores de prescolar y primaria son profesores generales;
para secundaria existen programas de formacion especifica en el drea de
matemdticas. En loa niveles bachillerato y superior, los profesores que imparten
asignaturas de matemdticas son profesionales universitarios con diversos
perfiles: matemadticos, ingenieros, economistas, administradores, etcétera.

Los profesores de educacion primaria reciben una formacion que incluye
algunos cursos orientados al drea de matematicas como son a) aritmética:
su aprendizaje y ensenanza, b) dlgebra: su aprendizaje y ensenanza, c)
geometria: su aprendizaje y ensenanza, d) procesamiento de informacién
estadistica. Por su parte, la licenciatura en educacién secundaria cuenta
con una especializacion en matematicas. La formacion de los profesores
de matemdticas de secundaria incluye contenidos de teoria educativa,
pedagogia y cursos especificos en el drea de matemdaticas tales como:
infroduccion a la ensenanza de matemdaticas, pensamiento algebraico, los
numeros y sus relaciones, figuras y cuerpos geométricos, plano cartesiano y
funciones, procesos de cambio o variacion, medicion y cdlculo geométrico,
escalas y semajanza, la prediccion y el azar, presentacion y tratamiento de la
informacién; ademds de algunos cursos orientados a la matemdtica educativa
como procesos cognitivos y cambio conceptual en matematicas y ciencia,
seminario de investigacion en educacion matemdadtica, tecnologia y diddctica
de las matemdticas (Licenciatura en Educacién Secundaria, Plan 1999).

Como ya se ha mencionado, los profesores de matemdticas en bachillerato
y licenciatura son profesionales egresados de diversas areas del conocimiento,
algunos de los cuales cuentan con algun posgrado (maestria o doctorado)
en el drea de matemdtica educativa que ofrecen diferentes universidades o
centros de investigacion en nuestro pais.

El desarrollo profesional de los profesores de educacidén bdsica se lleva
a cabo a través de los diferentes cursos, talleres, diplomados y programas
de maestria y doctorado que infegran el Catdlogo Nacional de Formacion
Continua y Superacion Profesional para Maestros de Educacion Bdsica en
Servicio, el cual se describidé en el primer capitulo.

En lo que respecta a los profesores de bachillerato y licenciatura, las
diferentes instituciones educativas ofrecen una amplia diversidad de cursos a
los profesores en verano e invierno. Sin embargo, la mayoria de estos cursos no
se encuentran esfructurados y tienen poca relacion con las problemdaticas que
los profesores encuentran en su prdctica docente.
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2.3.Ejes de conocimientos deseables enlos programas de formacién
y actualizacion docente

Consideramos que es importante que los programas de formacion vy
actualizacién delos profesoresincluyan e integren tfres componentes bdsicos del
conocimiento: a) matemdaticas, b) epistemologia y c) diddctica del contenido
matematico (Harel, 1994; Harel y Lim, 2004; Shulman, 1987). Cabe destacar la
relevancia del conocimiento diddctico del contenido, ya que esta categoria
de conocimientos permite al profesor actuar ante las diferentes situaciones de
instruccion que aparecen en el aulqg, y es el conocimiento que lo distingue de
un pedagogo como especialista en la ensenanza de la disciplina (Shulman,
1987). Adicionalmente, se sugiere que los programas estén estructurados de
forma que permitan a los profesores participar en comunidades profesionales
en donde tengan la oportunidad de reflexionar e intercambiar ideas que
sustenten y amplien sus conocimientos matemdticos y diddcticos (Santos-
Trigo, 2008). El objetivo de una comunidad profesional es ofrecer un espacio
robusto en principios y experiencias que permita a los profesores reflexionar?
acerca de su prdctica en el saldon de clase y sustentar sus decisiones y acciones
pedagodgicas con el conocimiento derivado de esa reflexion. En la constitucion
de estas comunidades se resalta la importancia de la participacion de los
propios profesores, asi como de matemdaticos y educadores matemdaticos.
Conocimiento de los contenidos matematicos. Se refiere a la forma en que
estdn estructurados los conceptos en la mente del docente, partiendo de
los principios del pensamiento matemdatico. El dominio de este aspecto del
conocimiento de un profesor debe permitirle entender un amplio rango de
temas, pero, mds importante, ese entendimiento debe ser profundo y estar
estructurado con otros temas del curriculo de manera que le permitan al
profesor disenary desarrollar tareas de aprendizaje que ayuden al estudiante a
construirconocimiento conentendimiento. Esta caracteristica delconocimiento
matemdtico de los profesores es crucial en su actividad en el aula, pues influye
de manera directa en lo que ensenan y en como lo ensenan, asi como en el
tipo de tareas y rutas de instruccion que proponen para orientar el aprendizaje
de los estudiantes. Una habilidad deseable de todo profesor de matemdaticas
consiste en la capacidad de transformar el saldn de clase en un ambiente
de prdctica matemdatica, en el cual la colaboraciéon, para abordar tareas
matemdticas sustantivas sea un elemento para que los estudiantes desarrollen
una forma matemdatica de pensar, pero esto Unicamente serd posible si los

3 Porreflexion se entiende lo que un profesor hace cuando analiza, retrospectivamente, la forma en
que enseia, las estrategias que utiliza y los logros de aprendizaje de sus estudiantes, asi como la re-
construccion, re-escenificaciéon y re-experimentacion de los sucesos y las emociones acontecidas en el
aula (Shulman, 1987).
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profesores dominan con profundidad vy fluidez los contenidos que deben
ensenar, ya que en caso confrario el entendimiento conceptual que puedan
lograr sus estudiantes serd limitado (Ma, 2010).

No puede haber un aspecto de mayor relevancia para un buen desempeno
del docente que conocer con profundidad la materia que ensena; la razdn
es que los profesores que no dominan bien un tema muy probablemente no
tendrdn el conocimiento necesario para ayudar a los estudiantes a aprender
ese tema (Ball, Thames y Phelps, 2008). Al respecto, Shulman (1987) argumenta
que el profesor debe comprender la estructura de la disciplina que ensena, sus
principios de organizacion conceptual, asi como los principios de indagacion.
Es decir, el profesor debe ser capaz de responder a preguntas del estilo “ scudles
son las ideas y las destrezas importantes en matemdaticas?, sde qué manera
los matematicos incorporan las nuevas ideas y descartan las defectuosas?,
scudles son las reglas y los procedimientos de un buen saber académico y de
la investigacion en matematicas?”

Cuando un profesor carece de dominio del contenido, muy probablemente
adaptard un estilo de ensenanza expositivo, en el que el dominio de la clase le
seaexclusivoy enelqueraramente se ofrecerdn oportunidades alos estudiantes
para formular preguntas o para proponer visiones alternativas para solucionar
un problema, ante la sensacidén de ansiedad que puede provocarle que los
estudiantes formulen cuestionamientos a los cuales no pueda responder con
plena seguridad o que la discusion se desvie por rutas que difieran en gran
medida de aguélla que el docente disend anticipadamente (Shulman, 1987).

El conocimiento de los contenidos matemdticos incluye el desarrollar: a)
un entendimiento conceptual, b) fluidez para llevar a cabo procedimientos
y algoritmos, ¢) habilidad para formular, representar y resolver problemas
matemdaticos, d) capacidad para llevar a cabo razonamientos matemdticos,
desarrollar justificaciones y argumentaciones y e) disposicion para apreciar la

realidad desde un punto de vista matematico.

Conocimientos sobre epistemologia. Incluye el entendimiento de principios
psicologicos bdsicos que se refieren a como aprenden los estudiantes. Los
profesores deben comprender que los estudiantes construyen su conocimiento
al darle significado a los conceptos a partir de sus conocimientos previos, asi
como de su relacion con los objetos del mundo que les rodea. Al respecto,
nuestra posicion es que un Unico modelo o teoria epistemoldgica no puede
capturar la extensa gama de detalles y particularidades del aprendizaje de
las diversas dreas de las matemdticas. Por tal razdn resulta relevante que los
profesores diversifiquen su conocimiento respecto de las diferentes teorias
del aprendizaje, ya que ello les permitird adaptar esos conocimientos a las
situaciones especificas del aula, las cuales estan en funciéon de la diversidad
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del medio escolar, las caracteristicas de los estudiantes, la infraestructura y la
disposicionderecursosoherramientasdiddcticas, entre otras. Estadiversificacion
es importante porque durante el proceso de instruccidon son indispensables
tanto la construccion de significados, a través del trabajo independiente y en
grupo como los procesos de memorizacion y manejo de rutinas y algoritmos.
De esa forma, conocimientos sobre |la perspectiva conductista, constructivista
O aproximaciones socioculturales, y la habilidad para contrastar los supuestos
en los que se basan dichas teorias, asi como sus implicaciones diddcticas,
son un factor fundamental para que el profesor desarrolle flexibilidad y fluidez
durante el desempeno de su actividad profesional.

Diddctica del contenido matemdtico. Se refiere a la forma en que los
profesores implementan algunos principios psicoldégicos para ensenar de
acuerdo con la concepcion particular que sostengan sobre la naturaleza de
las matemdticas y del aprendizaje (Harel, 1994). El conocimiento diddctico
del contenido intfegra los conocimientos disciplinares y la diddctica, posibilita
comprender cOmo se organiza y representa un conjunto de conceptos o ideas,
asi como la forma en que éstos se pueden adaptar en funcidon de los intereses y
capacidades de los estudiantes en situaciones especificas de ensenanza. Una
formacion sélida en este rubro permitird a los profesores reaccionar de forma
flexible ante las diversas situaciones de instruccion presentes en el saldn de
clase, ante los niveles variables de dificultad de los contenidos matematicos,
los estilos caracteristicos de aprendizaje de los estudiantes o los objetivos
educativos. De acuerdo con Ball y Bass (2000), una parte importante de este
conocimiento se construye durante el desempeno de la profesion o durante la
investigacion del aprendizaje yla ensenanza de ideas matematicas especificas.
En este contexto, resulta relevante que la formacién y actualizacidon docente
incluya una participacion en comunidades profesionales en las que sea posible
compartir experiencias y discutir los avances recientes de investigacion en
educacion matematica, pues por este medio se puede lograr una socializaciéon
y una reflexion en torno a la diddctica del contenido matematico.

Esta distincion de los tres componentes de conocimientos que deberia incluir
la formacidn de un profesor de matemadticas se hace Unicamente con fines
de exposicion, pues de hecho, los contenidos matemdticos en el contexto
escolar no pueden separarse de la epistemologia y la didactica. Los tres rubros
de conocimientos estdn estrechamente relacionados y deben estructurarse
como una unidad, con el fin de ayudar al profesor a entender la forma en que
los procesos de generacion de las ideas matematicas tienen lugar, ademas
de comprender la forma en que los estudiantes construyen su conocimiento a
través de la ejecucion de tareas de instruccion y para abordar las dificultades
que los estudiantes enfrenten durante el aprendizaje de alguna idea
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matematica. Por ejemplo, lo que un estudiante de quinto grado de primaria
puede conocer sobre los niUmeros decimales dependerd de la profundidad
del conocimiento del profesor acerca del sistema de numeracion decimal y
de la notacién posicional, asi como del entendimiento que tiene acerca de los
errores que tipicamente cometen los estudiantes —por mencionar un caso, los
estudiantes de quinto grado comUunmente confunden .5 con .05, debido a su
convencimiento de que 5y 05 son el mismo nUmero— (Ball y Bass, 2000).

Durante su frabajo en el aula, esimportante que el profesor de matemdticas
escuche a sus estudiantes, con el objetivo de entender como interpretan las
ideas, conceptos y procedimientos, y determinar el origen de sus dificultades
de comprension, es decir, encontrar sentido a los errores aparentes que
cometen. El profesor debe determinar, por ejemplo, cudl es la razén de que
al realizar multiplicaciones de varios digitos, los estudiantes ordenen de forma
incorrecta los productos parciales (Figura 2.1a) (Ma, 2010), o entender por qué
los estudiantes no dan sentido a la suma de fracciones (Figura 2.1b) o cudl es
el origen de errores al simplificar expresiones algebraicas (Figura 2.1c).

123 2.8_2+8_10 1—72 1—r-r
2o 3757345 8 1—r 1-r |
615

492

738

1845

@ ®) ©

Figura 2.1. Diversos errores cometidos por los estudiantes.

Por otfra parte, un elemento fundamental de la actividod docente
consiste en llevar a cabo acciones diddacticas y explicaciones que permitan
a los estudiantes superar esas dificultades, considerando siempre que los
estudiantes, al enfrentarse a un concepto nuevo, se encuentran en un proceso
de construccion de significados, por lo que su entendimiento del concepto
diferird del entendimiento que el profesor tiene del mismo. En la formulacion
de estas explicaciones, el profesor tiene que “desempacar” sus conocimientos
matemdticos, ya que éstos se encuenfran altamente estructurados vy
condensados en su estructura conceptual.* El objetivo de desempacar este

conocimiento matemdtico es hacerlo accesible al aprendiz.

4 El profesor puede tener un conocimiento profundo de las fracciones y puede describir a éstas
como clases de equivalencia de pares ordenados o conocer que los nUmeros racionales son densos
en los niUmeros reales, pero este conocimiento debe adaptarse a un nivel que sea accesible para los
estudiantes. En la ensefianza en el nivel elemental, el profesor debe saber, por ejemplo, cudles son las
diferentes formas en que pueden entenderse o interpretarse las fracciones y coémo estas diferentes
interpretaciones pueden ayudar a que los estudiantes desarrollen un entendimiento profundo de este
concepto (Ma, 2010)
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Escuchar a los estudiantes también permite aprender de ellos, ya que
algunas ideas o estrategias de solucidon pueden resultar novedosas y ser de
utilidad para el profesor al disenar tareas que apoyen el aprendizaje de otros
educandos. Como menciona Latapi (2003), lo que distingue al maestro como
profesionalno esla actividad de ensenanza que lleva a cabo, sino su capacidad
para aprender continuamente. “La pasidon por conocer y por conocer cOmo
conocemos para ponerlo al servicio de los ninos y jovenes es rasgo distintivo del
maestro” (15). Durante el frabajo que llevamos a cabo con estudiantes talento
en matemdticas, uno de ellos, de sexto grado de primaria, al abordar una
actividad de identificacion de patrones, propuso una estrategia para obtener
el patrén, cuyas particularidades no habiamos considerado con anterioridad.
La tarea que se le propuso fue la siguiente: *obtén una férmula para calcular
la suma S=1+4+74+10+--+4+ (3n—2)". El alumno considerd varios casos
particulares y organizd sus resultados en una tabla (Figura 2.2).

n S
1 1
2 5
3 12
4 22
n

Figura 2.2. Organizacion de datos en una tabla.

Ante la dificultad para identificar el patrdn, el estudiante sugirid agregar una
columna en la que colocd los valores -, expresados en medios, como se
muestra en la Figura 2.3. Al realizar lo anterior obtuvo una nueva sucesion de
numeros (2, 5, 8, 11...) relacionada con la sucesién original (1, 5, 12, 22...). Sin
embargo, el patron que sigue la nueva sucesion se puede determinar con
mayor facilidad que el original. La expresion algebraica de éste es 3n—1.

Entonces, el valor en el Ultimo renglén de la tercera columna es igual a 3n—1,
2

Ahora bien, para obtener un valor de la segunda columna basta multiplicar el
valor en el mismo rengldn de la tercera columna por n. Por lo tanto la férmula
buscada —el valor del Ultimo renglén de la segunda columna— es igual a
n(Bn—1)

2

El estudiante utilizd la operacion de division para obtener una sucesion
en la cual la identificacion del patron resulta mas facil. Es decir, implementd
un caso especifico de la heuristica de considerar un problema mds simple
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relacionado con el problema original (Polya, 2005). En general, esta estrategia
para obtener un patrén mds simple se puede utilizar en actividades en las que
se busca un patron dado por una progresion aritmética, algunas de las cuales
tienen relacion con los nUmeros figurados. El conocimiento de esta estrategia
y la evaluacion de su potencial permiten integrarla al repertorio de recursos
didacticos del profesor.

n S S/n

1 1 -
2

2 5 5
2

3 12 il
2

4 29 i
2

n

Figura 2.3. Organizacion de datos para identificar un patrén.

Otro ejemplo en el que se muestra como se puede aprender de los
estudiantes es expuesto por Ma (2010), quien senala que un profesor pidid a sus
estudiantes calcular el drea de la figura 2.4a. El procedimiento para obtener el
drea utilizado por el profesor consistié en considerar el drea de la figura como
suma de las areas de los triangulos ABD y BCD; si las alturas de los fridngulos son
h,y h, respectivamente, entonces el drea de la figura puede calcularse como:

_25(h) |, 25(hs) _ 25(h) +25(hs) _ 25(hs + hy)

A 2 2 2 2

Ademds, dado que k, + h, es igual a 24 cm, entonces el drea de la figura es
igual a 300 cm?.

(a)
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(b) A

Figura 2.4. Planteamiento del problema.

Sin embargo, un estudiante menciond que se podia resolver mas faciimente
el problemai si se trazaba un cuadrildtero auxiliar—cuya area esigual a 25 (24)—
porque el drea de la figura original es igual ala mitad del drea delrectdngulo, lo
cual se puede justificar al observar sub-figuras en la configuracion geométrica
(Figura 2.5). El profesor reconocié que esta forma de resolver el problema es
ingeniosa y que tenia potencial para favorecer la comprension del resto de los
estudiantes. Sin embargo, entender las nuevas ideas de los estudiantes requiere
que el profesor tenga un buen manejo del contenido matematico (Ma, 2010)
y que estaé dispuesto a aprender de la comunidad de aprendizaje integrada
por los estudiantes y él mismo.

~
s

m

i

C

Figura 2.5. Estrategia que combina el agregar elementos auxiliares e identificar subconfiguraciones.

El conocimiento del contenido, de la epistemologia y de la didactica del
contenido constituye un conjunto minimo bdsico de saberes que todo profesor
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de matemdticas debe poseer, pero la formacion de todo profesional de la do-
cencia en matemdticas incluye ademds, conocimientos diddcticos generales:
del curriculo, de los estudiantes y sus caracteristicas, de los contextos educa-
tivos y de los objetivos, finalidades y valores educativos (Shulman, 1987), sobre
filosofia e historia de la ciencia en general, y de las matemdaticas en particular,
y, de forma relevante, sobre la utilidad de materiales diddcticos entre los que se
encuentran los libros de texto, y sobre la evaluacion del aprendizaje. Ademads
de estos conocimientos, el profesor deberd desarrollar un gusto por la discipling,
por su aprendizaje y su ensenanza, ya que en muchos casos los “futuros maes-
tros pasan por las escuelas elementales aprendiendo a detestar alas matemadti-
cas... [y] Regresan a la escuela elemental a ensenar a nuevas generaciones
a detestarlas” (Educational Testing Service, 1956; citado en Polya, 2005: 11).

El profesor aplicard todos los conocimientos descritos, por ejemplo: a) al
tratar de que sus estudiantes entiendan por qué asisten a la escuela y por qué
aprenden matemdaticas, lo cual se traducird en un interés por aprender (Lluis,
2008), b) al mostrar a los estudiantes que las matemdticas consisten en algo
mads que hacer sumas y multiplicaciones rdpidamente, que hacer matemdticas
consiste enimaginar, crear y razonar, c) al intentar modificar algunas creencias
de los estudiantes, entre las que se encuentra el que las matemdticas son
dificiles o que sélo las personas “inteligentes” pueden aprender matemdticas,
o d) al fomentar hdbitos de estudio a partir de su conocimiento sobre el
funcionamiento del cerebro. Ya que las conexiones neuronales requieren de
estimulos y tiempo para establecerse, el aprendizaje de las matemdaticas debe
incluir jornadas de frabajo intenso por periodos de tiempo razonables, durante
todos los dias, seguidos de fiempos de descanso en los que se permita madurar
a las ideas en el subconsciente.

Enun documentalsobre la historia de las matematicas de la BBC® se menciona
que Henry Poincaré tenia una rutina estricta de trabajo: dos horas por la
manana y dos horas al comenzar la noche, para que durante el tiempo entre
esos dos periodos su subconsciente trabajara en la solucion de los problemas
que le interesaba resolver. La maduracion de las ideas en el subconsciente es
de suma importancia al hacer matemdaticas, por lo que, en muchas ocasiones,
los pensamientos cruciales para resolver un problema pueden aparecer de
forma inesperada. El propio Poincaré (1956) comenta que durante un vigje
en el que realizaba una expedicion geoldgica habia olvidado su trabajo en
matemdaticas, pero al subir el escalén del autobus en el que realizaria el vigje,
se le ocurrio unaidea que le ayudo aresolver un problema en el que frabajaba.

5 El nombre del documental es Historia de las Matemadticas 4. Hacia el infinito y mds alld. Se puede
ver en YouTube (doblado al espafol) en la siguiente direccién electronica: http://www.youtube.com/
watch?2v=ReDé|3s-Ti8.
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2.4. El rol de la tecnologia en la formacion y actualizacién docente

Es evidente que la incorporaciéon de las tecnologias digitales en las diversas ac-
tividades humanas ha cambiado radicalmente las formas y costumbres en que
los individuos realizan diversas tareas. Por ejemplo, comunicarnos en cualquier
momento a cualquier parte del mundo mediante el teléfono celular, registrar
hechos mediante fotografias o videos y compartir esa informacion en Internet,
obtener informacién estadistica de instituciones o dependencias guberna-
mentales, enviar informacién de forma casi instantdnea, realizar fransacciones
bancarias desde nuestro hogar, etcétera. Consecuentemente, el uso de ins-
frumentos computacionales modifica la forma en que se construye el cono-
cimiento, ya que la presencia de instrumentos de mediacion transforma de raiz
la estructura de los procesos cognitivos de las personas (Werstch, 1993). Esto es
andlogo alo que ocurre con el uso de una herramienta material vinculada aun
proceso técnico. Por ejemplo, el desarrollo actual de la biologia no seria posible
sin los recursos tecnoldgicos desarrollados simultdneamente con los cuerpos
conceptuales. Uno de estos recursos es el microscopio, un instrumento que ha
permitido al investigador acceder a un nivel de estructuracion de la realidad
imposible de alcanzar sin él. El microscopio permitié conocer la estructura de
la célula y sustentar la base conceptual que considera a ésta como la unidad
bdsica de la vida. Entonces, la accidon cognitiva del profesional de la biologia
estd mediada por el microscopio y el conocimiento producido estd afectado
de modo sustancial por la presencia del instrumento (Moreno y Waldegg, 2002).

En el dmbito educativo, elreto consiste en integrar esas tecnologias de forma
que apoyen el aprendizaje de los estudiantes (en particular, el aprendizaje
de las matemdaticas). Al respecto, es muy importante fomar en cuenta que
el uso de la tecnologia en los procesos de aprendizaje de los estudiantes no
se debe limitar a facilitar procesos rutinarios, como en el empleo que se estd
dando en muchos casos a las TIC. Esto puede ser de alguna utilidad, pero no es
sustancial. A lo que nos referimos cuando consideramos el uso de la tecnologia
en el aprendizaje es a su uso como reorganizador (Pea, 1985) en los procesos
del pensamiento matematico. Por ejemplo, el uso de un software dindmico
al abordar una tarea de aprendizaje puede aportar elementos que no se
tienen en un ambiente de I&piz y papel. La construccidn de un cuadrado con
|dpiz y papel cuadriculado estd guiada por la percepcion, y consiste en trazar
cuatro segmentos de igual longitud sobre las lineas del papel, mientras que
llevar a cabo esta misma tarea en Cabri Geometry requiere hacer explicitas
las relaciones de perpendicularidad y congruencia de los lados, ademas de
conocer coOmo se interrelacionan esas propiedades en la construccion del
objeto geométrico (Laborde, 2001).
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En este contexto, es importante que la formacion de los profesores incluya
capacitaciénenelusodetecnologiasyresolucidonde problemas. Lastecnologias
digitales que pueden ser de utillidad para promover el aprendizaje de las
matematicas incluyen soffware de geometria dindmica (Cabri, Geogebra),
sistemas de dlgebra computacional (Derive, Maple, Mathematica, Maxima.
Octave, Sage), software para el aprendizaje de la probabilidad (Probability
Explorer) o la estadistica (Fathom), software de oficina que puede fener
aplicaciones educativas (hoja de cdlculo de Excelu Open Office), calculadoras
talescomola TI-92 o la Voyage 200, manipulativos virtuales, ¢ teléfonos celulares,
iPads, Internet, proyectores y pizarrones electronicos, entre otros. Los profesores
necesitan adquirir un conocimiento profundo de este fipo de herramientas y
disponer de ejemplos de actividades que pueden implementar de forma que
se haga un uso efectivo de las herramientas (Ruthven, 2012).

Las tecnologias digitales son importantes en el aprendizaje ya que
proporcionanimdgenes visuales deideas matematicas, facilitan la organizacion
y andlisis de grandes volumenes de informacion y permiten realizar cdlculos de
una forma eficiente y precisa (NCTM, 2000). Mediante el uso de la tecnologia
también se pueden promover actividades matemdaticas relevantes tales como
la identificacion de patrones y de relaciones y conexiones entre conceptos e
ideas matemdticas. Ademds, la inclusidn de las herramientas computacionales
en el proceso de instruccion favorece el que los estudiantes se enfoquen en
actividades de foma de decisiones, en la reflexion y el razonamiento, mads
que en la memorizacion o la implementacion de procedimientos rutinarios o
algoritmicos.

El uso de la tecnologia en el dmbito educativo ha cambiado muchas
cosas, por ejemplo, ha extendido el tipo de problemas que los estudiantes
son capaces de abordar. Actividades de modelacion o simulacion que
anteriormente eran materia de trabajo de expertos en estadistica, biologia,
economia o meteorologia hoy pueden utilizarse para promover el aprendizaje
de los estudiantes incluso desde nivel bachillerato.

Para ejempilificar la forma en que el uso de la tecnologia puede modificar
el aprendizaje de las matemdaticas, considérese un problema cldsico de los
cursos de cdlculo preuniversitario: el problema de la caja:

Con un cartoncillo de forma cuadrada de 12 cm. de lado se quiere construir una caja
abierta recortando cuadrados iguales de las esquinas y doblando hacia arriba... sCudl
debe serla longitud dellado x de los cuadrados que se recortan, para que la caja tenga
un volumen mdximo? (Santald y Carbonell, 1982: 195).

6 Una amplia diversidad de estos manipulativos virtuales se pueden utilizar en linea en la siguiente
direccion electrénica: http://enlvm.usu.edu/ma/nav/blb_dlib.jsp
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Pararesolver este problema con papely l[dpiz se requiere encontrar en primer
lugar la expresion algebraica de la funcidon f que modela la relacion entre el
volumen de la caja y la variable x. A contfinuacioén, se calcula la derivada
de f y se encuentran los puntos criticos de la funcion. Finalmente, se verifica,
mediante el criterio de la primera o segunda derivada, si los puntos criticos
corresponden a un maximo o un minimo de la funcidn. En este ambiente de
papel y lapiz, el estudiante tiene que creer que el volumen varia cuando
varia el valor de x y cuenta con pocos elementos para reflexionar acerca del
dominio de la funcion f.

Si este problema se aborda mediante el uso de una herramienta como
Geogebra (Figura 2.6) se pueden observar algunas diferencias con respecto
al frabajo en un ambiente de papel y Idpiz. Por ejemplo, al trabajar con el
software, el punto de partida no es la expresion algebraica, sino el modelo
dindmico. Por ofra parte, el estudiante puede visualizar la variacion conjunta
del volumeny de la variable x; ademds, se puede estimar el valor de la variable
que proporciona el volumen mdaximo mediante la visualizacion de la grdfica.
Asimismo, el proceso de construccidon del modelo dindmico proporciona a los
estudiantesla oportunidad de pensar acerca del dominio de la funcidny hacer
explicitas las relaciones entre las propiedades de los objetos geométricos. El
trabajo en un ambiente dindmico como Geogebra permite ligar entre si a las
diversas representaciones, graficas, numéricas y algebraicas, que intervienen
en el proceso de compresion del problema.

€ cajita.ggb
Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
L D @ @ ° B Elige y Mueve
\ ABC || 232
m s ) ///v /7 ) ) 7 4117 xv 9 ‘%v Arrastra o selecciona objetos (Esc)

L #ec~

[ Activar trazo

(1,16)

altura =|6

x=2]

anchura=6

®

x=2 ¥ Ver solucién Volumen=2*2*2=8

Figura 2.6. Modelo dinédmico del problema de la caja.
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2.5. Comunidades de profesionales y la actualizacion docente

Es ampliamente aceptado que el desarrollo del conocimiento y el aprendizaje,
en nuestros dias, se construye a partir de la interacciéon social entre diversos
miembros de una comunidad. Por esto, afrmamos que una comunidad
profesional para la actualizacidon de docentes en matemdticas debe consistir
en un grupo de profesionales que tienen como objetivo comun reflexionar
de manera permanente acerca del aprendizaje de la disciplina y elaborar
propuestas de aprendizaje. Para tal fin, esta comunidad se integra por tres
actores fundamentales: profesores de matemdticas, investigadores en
educacion matematica e investigadores en matematicas. La constitucion de
este tipo de comunidades ha mostrado su efectividad para sustentar el trabajo
de los profesores de matemdaticas, por ejemplo, se ha documentado que los
profesores de primaria de China se desempenan mejor que sus contrapartes
estadounidenses y existe evidencia de que esta diferencia se debe a que los
primeros no solo revisan materiales educativos individualmente, sino que lo
hacenen colaboracionconsuscolegas. Los profesores chinos estdn organizados
en grupos denominados jiaoyanzu, los cuales se relnen semanalmente por
alrededor de una hora, durante la cual discuten y comparten sus ideas y
reflexiones sobre la ensenanza, ademds de analizar materiales educativos
(Ma, 2010).

En esa comunidad de profesionales, los profesores tienen la oportunidad
de intercambiar experiencias de ensenanza con sus pares y reflexionar
sobre procesos de ensenanza y aprendizaje, asi como revisar y ampliar los
conocimientos relativos a los principios de la disciplina. De acuerdo con Hart et
al. (1992), reflexionar sobre sus experiencias en el saldén de clase les permite a
los profesores obtener aprendizajes que fortalecen su actividad profesional. La
colaboraciéon regular de un profesor con sus colegas para observar, analizar,
discutiryreflexionarsobre la ensenanzay la forma en que los estudiantes piensan
es una actividad central de la actualizacion profesional de los docentes (Stigler
y Hiebert, 1999).

Dentro de la comunidad profesional se debe promover el trabagjo
colaborativo, centrando la atencidén en el diseno e implementacion de
actividades de instruccion, asi como en la construccion de rutas hipotéticas
de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004). La interaccion de los profesores en una
comunidad les permitird tener apoyo y recibir una retroalimentaciéon por parte
de sus colegas, ademds le ofrecerd oportunidades para compartir y discutir
sus ideas que fortalecerdn y enriguecerdn su conocimiento matemdadtico, asi
como sus estrategias para resolver problemas (Santos-Trigo, 2008).
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2.6. Profesionales de la docencia en matematicas en los niveles
medio superior y superior

Llevar a cabo una ensenanza efectiva implica que los profesores deben
constituirse en profesionales de la docencia, lo cual, ademds de una formacion
permanente en los dmbitos disciplinar, epistemoldgico y diddctico, requiere
de un conjunto de condiciones que apoyen la actividad de los profesores. Un
profesional de la docencia posee una extensa cultura matemdatica, entiende
a profundidad los conceptos matemdticos que ensena y ademds cuenta
con conocimientos sobre diferentes teorias de aprendizaje y aproximaciones
diddcticas. Los profesionales de la docencia, ademds de sus actividades en el
saldn de clase, deben disponer de tiempo para apoyar el aprendizaje de los
estudiantes fuera del aula, para interactuar con sus colegas con la finalidad
de discutir sobre la ensenanza y la forma en que aprenden los estudiantes.
También dedican tiempo para el diseno de actividades de instruccion y para
mantenerse actualizados, de forma permanente, sobre los resultados mads
recientes de la investigacion en educacion matematica.

Entre las condiciones indispensables para que un profesional de la docencia
desarrolle sus actividades de manera 6ptima, se requiere que los grupos que
atienda sean pequenos, esto es, con no mds de 30 estudiantes, con la finalidad
de que el profesor pueda tener un control apropiado sobre los avances indivi-
duales de los estudiantes durante |la clase vy, si las actividades se llevan a cabo
en grupos de tres o cuatro estudiantes, atender de seis a ocho equipos repre-
sente una actividad manejable para el profesor. En Alemania y Estados Unidos,
los cursos de octavo grado (segundo de secundaria en México), por mencionar
un ejemplo, cuentan en promedio con 25 estudiantes (Stigler y Hiebert, 1999).

Serecomienda que un profesional de la docencia no imparta mds de cuatro
horasdiarias de clase frente a grupo, lo cualhace un totalde 20 horas semanales.
Por estas veinte horas, un profesor deberia destinar dos horas adicionales para
asesoriasindividuales o en pequenos grupos con la finalidad de resolver posibles
dudas no aclaradas durante una sesion en el aula, o sobre la forma de abordar
o avanzar en las actividades extra-clase. Adicionalmente, se deberian dedicar
otfras cuatro horas semanales para actividades complementarias, como la
preparacion de tareas de instruccion, el diseno de materiales diddcticos y dos
horas mdas para la discusion con colegas de su comunidad profesional. Otro
elemento importante de las actividades de un docente se enfoca en el diseno
y la puesta en prdctica de estrategias apropiadas para evaluar el aprendizaje
de los estudiantes. Una componente importante de la evaluacion debe
consistir en la interaccion directa e individual del profesor con el estudiante.
Con esta interaccion se tendrd la oportunidad de identificar plenamente
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las dificultades que el estudiante experimenta y de proponer acciones que
mejoren su aprendizaje. El tiempo estimado que se ha de destinar para llevar
a cabo acciones de evaluacion directa y personalizada podria ser de diez
horas semanales. Todo el tiempo que un profesional de la docencia dedica
a preparar y ejecutar acciones diddcticas, dentro y fuera del aula, tendrd
implicaciones de gran valia en el aprendizaje de los estudiantes. Por esta razén
deben ser fomentadas y remuneradas.
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Carituto I
Resolucion de problemas y marcos relacionados
como sustento de un programa de formacion docente

Todo programa de formacidén docente estd basado en un marco conceptual,
implicito o explicito, el cual guia y determina el tipo de actividades que se
levan a cabo asi como los supuestos que sustentan su implementacion,
desarrollo y evaluacion. Explicitar los fundamentos y supuestos de un programa
de formacion y actualizacion es Util, dado que permite comprender por qué se
toman ciertas aproximaciones o rutas, por qué se seleccionan determinadas
tareas o acercamientos diddcticos o por qué se promueve el desarrollo de
procesos mentales o formas de razonamiento particulares. En este contexto,
se lleva a cabo una reflexion y discusion alrededor de temas fundamentales
que incluyen una caracterizacion de las matemdaticas como la ciencia
de los patrones. Ademdads, se bosquejan los elementos centrales de diversos
marcos tedricos que consideramos de utilidad para sustentar una propuesta
de formacion docente, tales como el marco de resolucion de problemas,
el de modelos y modelado, el marco de las representaciones semidticas y
diversas aproximaciones a la teoria instrumental. En esta discusion se abordan
preguntas tales como: 3qué son las matematicas?, squé significa aprender
matemdticas?, squé significa entender las matemdticase, scudles son las
herramientas para desarrollar y entender matemdaticase, gcudles son las
condiciones que favorecen el aprendizaje de las matemdticas? y scoémo se
construye nuevo conocimiento matematico?

Ademds de discutir estas preguntas, se especifica la forma en que las
diversas aproximaciones tedricas se complementan para entender lo que
significa aprender matemdticas, conocer cudles son las implicaciones
diddcticas de estos marcos y su utilidad potencial en el diseno y puesta en
prdctica de programas de formacién y actualizaciéon docente. Nos enfocamos
en la discusion de tres perspectivas tedricas que se complementan y que
son frecuentemente utilizadas en la investigacion sobre la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas, sin que por ello se reste importancia a otras
perspectivas que pueden ser de utilidad para comprender como aprenden los
estudiantes. En el proceso de discusion se identifican los principales supuestos
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y los recursos usados para analizar y contrastar aspectos relevantes alrededor
de cada perspectiva. Asi, se inicia describiendo aspectos relevantes asociados
con cada una de las aproximaciones tedricas y posteriormente se identifica el
tipo de preguntas que se discuten en torno a cada una de ellas.

3.1. ;Qué son las matematicas y qué significa aprenderlas?

La respuesta a la pregunta que encabeza esta seccion ha cambiado a fravés
del fiempo. Frecuentemente las matematicas se definen como la ciencia de la
cantidad y el espacio, sin embargo las matemdticas, ademds de los nUmeros
y la forma, también estudian el cambio (cdlculo), el azar (probabilidad), los
procesos en movimiento (sistemas dindmicos) o el caos. Para Steen (1988), las
matemdaticas son la ciencia de los patrones, y, en consecuencia, el trabajo de
los matemdticos consiste en buscar y examinar patrones abstractos, mientras
que las teorias matematicas explican las relaciones entre patrones, los cuales
pueden ser numeéricos, de forma, de movimiento, de comportamiento, de
razonamiento o de repeticion (Devlin, 2000). Por otra parte, al usar o aplicar las
matematicas se recurre a esos patrones para explicar y predecir fendmenos
naturales que se ajustan a ellos.

Las matematicas son la ciencia rigurosa de Euclides, pero también son una
disciplina que tiene como objetivo la busqueday el entendimiento de patrones
en elmundo que nosrodea, a partir de evidencia empirica, porlo que el frabajo
matemdatico consiste en “olbservar y codificar regularidades en los mundos de
los simbolos y los objetos” (Schoenfeld, 1994: 56). Las matematicas son una
actividad inherentemente social, en la cual una comunidad de personas
leva a cabo intentos sistemdticos, basados en la observacion, estudio y
experimentacion, para determinar la naturaleza o principios de regularidades
que aparecen en sistemas definidos axiomdatica o tedricamente, o modelos de
sistemas abstraidos de objetos o fendmenos que ocurren en el “mundo real”
(idem.).

Asimismo, compartimos la vision de Halmos (1980) de que las matemdticas
consisten esencialmente de problemas y sus respuestas. En esta linea de ideas,
el aprendizaje de las matemadticas se lleva a cabo mediante la actividad
de resolver problemas, la cual favorece el desarrollo de procesos mentales
andlogos a los empleados por los matematicos profesionales al crear nuevos
conocimientos disciplinares, o al aplicar las matemdaticas para comprender el
mundo. Es decir, aprender matemadticas significa hacer o aplicar matematicas
en niveles adecuados al contexto particular de los estudiantes.

Aungue una parte del trabajo matematico de los estudiantes consiste en la
memorizacion y mecanizacion de reglas y procedimientos, es importante que
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desarrollen habilidades para resolver problemas y representar sus ideas en el
lenguaje de las matemdadticas. Es decir, el aprendizaje de la disciplina incluye
buscar soluciones y memorizar procedimientos, explorar e identificar patronesy
desarrollar habilidad para aplicar férmulas, establecer conjeturas y desarrollar
fluidez al aplicar procedimientos (NCR, 1989). Al estudiar matemadticas resulta
relevante que los estudiantes aprendan a formular preguntas y a buscar distintos
caminos para abordar y encontrar respuesta a esas preguntas, ademads de
desarrollar una forma de pensar consistente con el quehacer matemdatico, en
contraposicion con el hecho de solamente memorizarreglas o formulas (Santos-
Trigo, 2007). Los nuevos retos en el dmbito laboral requieren que los estudiantes
desarrollen flexibilidad para plantear y resolver problemas, habilidad para
desarrollar métodos de solucion vy sistemas conceptuales (modelos) que sean
adaptables a diversas situaciones problemdaticas, ya que la aparicion de nuevas
tecnologias ha hecho obsoletas habilidades algoritmicas convencionales que
anteriormente se consideraban importantes (Hiebert ef al., 1997). Otro aspecto
relevante es que los estudiantes deben entender que aprender matematicas
es un proceso continuo de dar sentido a las ideas o conceptos matematicos
(Santos-Trigo, 2010).

3.2. Aprendizaje con entendimiento

Uno de los objetivos fundamentales de la instruccidon matemdatica es el
entendimiento. El entendimiento es crucial porque las cosas que se aprenden
con entendimiento pueden ufilizarse de forma flexible, adaptarse a nuevas
sifuaciones, y utilizarse para aprender nuevas cosas (Hiebert et al., 1997: 1).
Cuando se aprenden reglas para operar simbolos no se estd aprendiendo
matematicas, asi como no se aprende historia al memorizar nombres de
héroes o fechas de acontecimientos considerados importantes. Aprender
matemdaticas implica imaginar, crear, proponer nuevas ideas, razonar y
argumentar. La actividad esencial de los matemdaticos no consiste en aplicar
reglas o algoritmos, sino inventar esas reglas, algoritmos y procedimientos que
nos permitan entender los patrones y regularidades que aparecen en nuestro
mundo.

sQué significa aprender matemdticas con entendimiento?, y squé significa
ensenar para promover el entendimiento de las matemdaticas? Una de las
dificultades para describir el entfendimiento radica en que es un fendmeno
complejo que se desarrolla a través de diferentes niveles y que constantemente
estd incrementdndose y cambiando. De acuerdo con Hieber et al. (1997),
conocemos algo cuando podemos ver como ese algo estd relacionado o
conectado de forma relevante con ofras cosas que conocemos. Entre mayor
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sea el nUmero de conexiones estructuradas que se pueden readlizar, serd mayor
nuestro nivel de entendimiento.

Por ejemplo, un estudiante entiende (a cierto nivel) el concepto de funcion
si puede, por ejemplo, manejar y relacionar diversas representaciones de
este concepto (grdfica, algebraica o numérica), si es capaz de relacionar
las diferentes interpretaciones de este concepto (regla de correspondencia,
relacion entre los elementos de dos conjuntos, subconjunto del producto
cartesiano), si puede construir casos particulares de funciones o construir
expresiones algebraicas y graficas que no representen funciones; si puede
utilizar a las funciones para modelar fendmenos, etcétera.

Laevidenciadelentendimientose puede obteneratravésdelasexplicaciones
que proporcionan las personas acerca de por qué las cosas funcionan
como lo hacen, ya que a partir de estas explicaciones es posible identificar
las conexiones entre la situacidon objetivo y otras cosas que se conocen. El
entfendimiento tiene que ver con la medida en que los estudiantes razonan
y pueden usar aquello que han aprendido. Por otra parte, el entendimiento,
ademds de ser una de las experiencias intelectuales mds satisfactorias del ser
humano, es una fuente de confianza que fortalece el autoestima.

sComo se lleva a cabo este proceso de elaboracion de conexiones
estructuradas o relevantes?2 En el proceso de construccion de conexiones
intervienen dos procesos fundamentales: la reflexion y la comunicacion. La
reflexion se lleva a cabo cuando uno piensa de forma consciente sobre sus
propias experiencias, analiza esas experiencias desde multiples perspectivas y
se cuestionalarazén de las acciones que lleva a cabo. Este proceso de reflexion
permite establecer nuevas conexiones y revisar las conexiones ya establecidas,
lo cual se tfraducird en un incremento en el nivel de entendimiento (Hiebert et
al., 1997). Por otra parte, la comunicacion involucra escuchar, hablar, escribir,
justificar y razonar. La comunicacion nos permite conocer las ideas de otros
y reflexionar sobre ellas, contfrastarlas y profundizar en las ideas propias para
mejorarlas o justificarlas, asi como construir nuevas ideas.

sCudleselpapeldelprofesorenellogrodeunaprendizaje conentendimiento?
El papel del profesor consiste en favorecer el entendimiento conceptual de
los estudiantes, lo cual se lleva a cabo mediante el diseno e implementacion
de tareas que representen verdaderas situaciones problemdticas, las cuales
permiten a los estudiantes desarrollar una forma matemdtica de pensar.
Ademds, el profesor debe favorecer la construccion de un ambiente que
ofrezca oportunidades para aprender, lo cual implica permitir el trabajo
individual y en pequenos grupos, la comunicacion de ideas, la reflexion y la
discusion de diferentes soluciones, puntos de vista o rutas para abordar un
problema. El profesor orienta el proceso de aprendizaje de los estudiantes
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mediante la formulacion de preguntasy la elaboracion de comentarios cuando
los estudiantes ya no pueden avanzar mds en el proceso de solucion o cuando
los estudiantes han pasado por alto un detalle o condicidn que es relevante
para disenar un plan de solucion o implementarlo. Ademas, el profesor escucha
a los estudiantes, identifica sus dificultades de comprension e ideas errdneas;
en resumen, tfrata de comprender como piensan sus estudiantes. Ademads, es
capaz de identificar las ideas novedosas que aparecen durante la discusion y
las utiliza como plataformas para apoyar el aprendizaje de otros estudiantes.

sCudl es el impacto de la interaccioén social que se lleva a cabo en el salén
de clases sobre el entendimiento? El saldn de clase es una comunidad formada
por un conjunto de personas que comparte una serie de objetivos comunes.
Esta comunidad deberia constituirse en un microcosmos matemadtico en el que
la interaccion y comunicacion entre sus miembros sea esencial para favorecer
el entendimiento. En un saldén de clases de este tipo existen condiciones para
que los estudiantes expresen sus ideas, ademds de que escuchen y reflexionen
sobre las ideas de los demdas, porque cada una de estas ideas puede confribuir
al aprendizaje de todos los miembros de la comunidad. Ademds, es importante
que los estudiantes reconozcan que existen diversos caminos o rutas para
abordar una tarea o para solucionar un problema. Una tercera caracteristica
que resulta relevante promover en el saldn de clases es el reconocimiento de
que los errores representan oportunidades para aprender,

3.3. Resolucion de problemas

El marco de resolucidon de problemas tiene su antecedente principal en el
tfrabajo desarrollado por Polya (1945), quien a partir de su experiencia como
matematico profesional identificd y caracterizd cuatro fases por las que
se transita al resolver un problema o tarea matemdatica: a) comprender el
problema, b) concebir un plan, c) ejecutar el plan y d) examinar la solucion
obtenida (vision retrospectiva). En cada una de estas fases se ejemplifican
algunas preguntas y estrategias que pueden ser de utilidad para avanzar en el
proceso de solucidon de un problema.

Para Polya (2005), las actividades en el saldon de clases orientadas a la
ejercitacion de operaciones rutinarias, en las que el objetivo del aprendizaje
es aprobar un examen, impiden el desarrollo intelectual de los estudiantes y
limitan su interés en las matematicas. Por el confrario, cuando las actividades
que los estudiantes llevan a cabo incluyen problemas que constituyen un reto,
problemas que los estudiantes pueden resolver utilizando los recursos de los que
disponen, y en algunos casos, mediante el apoyo de preguntas y sugerencias
elaboradas por el profesor —cuyo objetivo es centrar la atencidn en aspectos

61



o detalles que pudieran haberle pasado desapercibidos al estudiante—, se
puede despertar su curiosidad y el gusto por el pensamiento independiente.
A través de la resolucion de problemas relevantes, que requieren de cierto
grado de independencia, originalidad y creatividad, los estudiantes podrdn
dar sentido a las ideas matemdticas, entender cémo se descubren los hechos
o resultados matemdticos, cdmo ellos mismos pueden descubrir o inventar
esos resultados y comprender los mecanismos mediante los que esos hechos
se justifican, organizan y sistematizan. En lo que respecta al proceso de
ensenanza, Polya resalta que la actividad del profesor consiste en apoyar a los
estudiantes para avanzar en el proceso de solucion de problemas. La asistencia
brindada por el profesor debe ser tal que se deje a los estudiantes asumir una
parte razonable del trabajo (énfasis en el original); para ello debe fratar de
ver los problemas desde el punto de vista del estudiante y entender como
piensa, para asi ofrecer sugerencias o formular preguntas que promuevan
operaciones intelectuales Utiles para avanzar en la solucién de los problemas.
La formulacion de preguntas, ademds de ayudar al estudiante a avanzar en
el proceso de solucion, también tiene el objetivo de desarrollar su habilidad
para que pueda resolver otros problemas de forma independiente mediante
la utilizacion de esas preguntas como referente.

Una de las contribuciones mds importantes del trabajo de Polya al marco
de resolucion de problemas es el concepto de heuristica, una estrategia de
cardcter general que puede permitir avanzar en el proceso de solucion, pero
que no asegura la obtencidon de una respuesta al problema. Las heuristicas
tienen el objetivo de promover procesos mentales que tfipicamente resultan
Utiles al resolver problemas. Entre estas heuristicas se pueden mencionar:
encontrar un problema mds simple relacionado con el problema original,
relajar una o mas condiciones del problema, considerar el problema como
resuelto, frabajar hacia atrds, dibujar una figura, frazar elementos auxiliares,
analizar casos particulares, utilizar la analogia, entre otras.

Las aproximaciones de resolucion de problemas enfatizan la importancia
de que los estudiantes desarrollen recursos y estrategias para pensar
matemdticamente asi como un trabajo creativo en un nivel apropiado (Polya,
1981). AqQui los problemas son cruciales para que el estudiante construya
conocimiento matemdatico y aprenda a pensar matematicamente. Pensar
matemdticamente incluye ser flexible e ingenioso en la disciplina y usar el
conocimiento de forma eficiente (Schoenfeld, 1985).

sQué significa ser flexible e ingenioso en matematicas? 3Quée significa usar
el conocimiento matemdatico de forma eficiente?2 Abordar estas preguntas es
fundamental para reconocer que una componente central para estimular
el pensamiento matematico de los estudiantes es la adquisicion de hdbitos,
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recursos, estrategias y disposiciones que reflejen la practica matematica. Esto
es, desde la perspectiva de resolucidn de problemas se considera que hay una
relacion directa entre el proceso de desarrollar o aplicar las matemdticas y la
forma en que el estudiante aprende o construye conocimiento matematico.
Las matemdticas son una herramienta que los seres humanos utilizamos para
entender el mundo que nos rodeaq, por lo que hacer matematicas es mds
que llevar a cabo cdlculos y deducciones; hacer matemdticas involucra la
identificaciéon de patrones, la formulacion vy justificacion de conjeturas, la
estimacion de respuestas, la comunicacion de resultados, la modelacion y
la formulacion de nuevos problemas. En resumen, desde una perspectiva de
resolucidn de problemas, las matemdticas son consideradas como la ciencia
de los patrones y el orden (NCR, 1989).

Un avance en el marco de resolucion de problemas respecto del trabajo de
Polya lo llevd a cabo Schoenfeld (1985), quien tratd de entender el porqué de
la dificultad de implementar las heuristicas. Al fratar de categorizar o explicar
el desempeno de los estudiantes al resolver problemas, Schoenfeld se dio
cuenta de que las heuristicas se expresaban con bastante generalidad, por
lo que debian ejemplificarse en contextos particulares; ademdads, identifico la
existencia de dimensiones particulares o categorias que influyen directamente
sobre el desarrollo de una forma matemdtica de pensar entre los estudiantes:
a) recursos bdsicos o conocimiento base que involucra las definiciones
bdsicas, hechos, notaciones, formulas, algoritmos y conceptos fundamentales
asociados con un drea particular o tema, incluyendo formas de acceder a
ese conocimiento, b) estrategias de resolucion de problemas que incluyen
formas de representar y analizar los problemas para entender y resolverlos
(algunos ejemplos de esas estrategias son explorar sub-metas: encontrar un
problema mas sencillo o un problema andlogo, descomponer el problema,
visualizar el problema mediante el uso de un diagrama, trabajar hacia atrds,
etc.), c) estrategias metacognitivas que involucran el conocimiento sobre las
propias funciones cognitivas (qué necesito y cOmo uso ese conocimiento?)
y estrategias para monitorear y controlar los procesos cognitivos propios
(3qué estoy haciendo?, spor qué lo estoy haciendo?, shacia dénde voy?), d)
creenciasy componentes afectivos que incluyenlaformaen que los estudiantes
conceptualizan a las matemdticas y a la resolucion de problemas, asi como
la disposicion y actitudes de los estudiantes para involucrarse en actividades
matemdticas. Estos componentes estdn relacionados y se han usado
ampliamente para documentar y analizar los comportamientos de resolucion
de problemas de los estudiantes. Las dimensiones que caracterizan las formas
de pensamiento matematico de los estudiantes y los expertos emergieron de
observar y analizar en detalle el proceso de solucidon de una amplia variedad

63



de problemas. Un ejemplo del tipo de problemas empleados fue: inscribir un
cuadrado en un triangulo dado. Dos vértices del cuadrado deben estar sobre
la base del triangulo dado, los otros dos vértices del cuadrado sobre los ofros
dos lados del triangulo, uno en cada lado (Schoenfeld, 1985: 85).

Preguntas relevantes que se pueden formular y dar seguimiento durante la
solucion de este problema involucran: 3qué condiciones o propiedades debe
tener un triangulo para inscribir un cuadrado en €l2, sdonde se localiza uno
de los vértices superiores de ese cuadrado inscrito?2, scomo puedo inscribir un
cuadrado en un tridngulo isésceles o equildtero?, gpuedo dibujar un cuadrado
que tenga dos vértices sobre un lado del tridngulo dado?, etc.

Figura 3.1. Cémo inscribir un cuadrado en un tridingulo isdsceles (considerar casos particulares).

Figura 3.2. El uso de estrategias heuristicas (considerar el problema como resuelto y trabajar hacia atrds).

El andlisis del desempeno de los estudiantes basado en la consideracion
de las dimensiones identificadas por Schoenfeld también ha sido de utilidad
para detectar defectos o concepciones errdneas y se han desarrollado
marcos similares de andlisis para explicar el origen y las formas de examinar
los comportamientos matemdticos de los estudiantes. Especialmente Perkins
y Simmons (1988) se propusieron discutir el desempeno en resolucion de
problemas a fravés de lo que ellos llamaron marcos de conocimiento, que
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incluyen: el marco de contenido (definiciones, hechos y algoritmos junto con
las estrategias metacognitivas relacionadas con su uso), el marco de resolucion
de problemas (estrategias especificas y generales de resolucion de problemas,
creencias y procesos de autorregulacion), el marco epistémico (estrategias y
criterios para validar el conocimiento); y el marco de investigacion (estrategias
especificasy generales paragenerar, criticary extenderel conocimiento). Asi, las
competencias de resolucion de problemas y los defectos en las competencias
de los estudiantes se explican en términos del grado de robustez que han
desarrollado en sus experiencias de resolucidon de problemas. En particular, la
falta de desarrollo de esos marcos proporciona informacion Util para explicar
las dificultades de los estudiantes para tratar con problemas matemdaticos. Por
ejemplo, un estudiante. al responder que (a + b)? = a? + b? cona, b € R, no ha
desarrollado un medio o criterio para validar este tipo de afirmaciones (marco
epistémico).

La resolucion de problemas ha sido el centro de atencion de investigacion
en educacion matemdatica durante las Ultimas tres décadas, por lo que ha
influido notablemente en el diseno de diferentes propuestas curriculares que
sugieren no solamente una reorganizacion de los contenidos del curriculum
en términos de lineas de pensamiento matemdatico (nUmeros y operaciones,
dlgebra, patrones y funciones, geometria y relaciones espaciales, medida
y andlisis de datos y probabilidad), sino también el desarrollo de procesos
matematicos o acciones cognitivas asociadas con la practica de la disciplina
(resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comunicacién, conexiones
y representaciones) [NCTM, 2000].

3.4. Representaciones y visualizacion

Las representaciones y la visualizacidon no solamente juegan un papel crucial
en la comprension de las matemdaticas; el desarrollo de una forma matematica
de pensar de los estudiantes también puede explicarse en términos del uso
de varias representaciones. La evolucidon de conocimiento matemdatico vy el
aprendizaje pueden trazarse en términos del tipo de representaciones usadas
para pensar las matematicas, ya que una parte importante de la historia de
las matemdticas es acerca de la creaciéon y el refinamiento de sistemas de
representacion, y mucha de la ensenanza de las matemdticas se relaciona
con el manejo de las representaciones y la resolucion de problemas con
ellas (Lesh, Landau y Hamilton, 1993, citado en Goldin y Shteingold, 2000). Los
matemdaticos apoyan sus razonamientos en los sistemas simbodlicos, pues éstos
son herramientas que favorecen los procesos de pensamiento y razonamiento.
Entonces, una parte importante del trabajo de los matemdticos consiste en
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la creacion y el refinamiento de sistemas simbdlicos (reglas y convenciones
para utilizar simbolos) que capturen aspectos esenciales de su entendimiento
infuitivo y medios de operaciéon (Thompson y Saldanha, 2003).

Dado que el objeto de estudio de las matemdaticas son entes ideales, el
conocimiento acerca de ellos solamente se puede obtener mediante sus
representaciones, es decir, mediante signos, palabras, simbolos o dibujos, a
diferencia de otras ciencias en las que los objetos de estudio (plantas, rocas,
estrellas, células, calor, sonido, etcétera) se pueden percibir directamente con
los sentidos (la vista, el tacto, el gusto, el oido) o indirectamente mediante
el uso de instfrumentos como el microscopio o el telescopio. En matemdticas,
las representaciones son esenciales porque a través de las operaciones que
se realizan sobre ellas es posible obtener un conocimiento de los objetos
matematicos que representan.

La historia de las matemdticas muestra que los avances de la disciplina
se relacionan con la creacién y disponibilidad de diversos sistemas de
representacion; por ejemplo, el desarrollo del digebra se llevd a cabo hasta
que se contd con sistemas simbodlicos Utiles para plasmar y procesar relaciones
entre canfidades desconocidas. Pero, zqué es una representacione De
acuerdo con Duval (1995), una representacion es algo que representa’ ofra
cosa mds que a si mismo, es decir, algo que se utiliza para hacer referencia
a ofro algo diferente del primer objeto; ademads, el uso de varios registros de
representacion (lenguaje natural, expresiones simbadlicas, graficas, diagramas)
de objetos matemdaticos y la coordinacion de esos registros son importantes en
el desarrollo de la comprension de las matemdticas de los estudiantes (Duval,
1999). Entfonces es natural preguntar: squé significa la “coordinacion” de esos
reqistros2, 3qué preguntas es importante elaborar para pensar y representar
los objetos matemdaticos a través de diferentes representaciones?, 3coémo
puede evaluarse esa coordinacion entre los diferentes registros2 Esas preguntas
parecen ser el centro o base del marco de representaciones y visualizacion.

Cuando se habla de representaciones, resulta relevante considerar algunos
aspectos.

El sistemma mediante el cual se produce la representacion. El contenido de
la representacion cambiard en funciéon del sistema utilizado para producirla;
por ejemplo, imaginemos las representaciones de un triangulo producidas con
papel y Iapiz, con un software dindmico o como imagen mental; cada una de
ellas posee algunas caracteristicas especificas que se deben al sistema con que
se crearon y que son adicionales a las propiedades del objeto representado.

1 De acuerdo con el Diccionario de la Lengua Espanola (22° ed.), la palabra representar tiene entre sus
acepciones a las siguientes: a) sustituir a alguien o hacer sus veces, desempenar su funcién o la de una
entfidad, empresa, etc., b) serimagen o simbolo de algo, o imitarlo perfectamente.
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La relacion entre la representacion y el objeto representado. En el caso de
las matemdaticas esta relacion es esencialmente denotativa.

La posibilidad de acceso al objeto representado aparte de la representacion
semiotica. Hay que redlizar una diferencia entre las representaciones de
objetos que pertenecen al mundo material y que podemos percibir directa o
indirectamente mediante los sentidos, y las representaciones de objetos que
son Unicamente ideales.

Las razones por las cuales el uso de la representacion es necesario. Estas
pueden ser de comunicacion (expresarideas acerca del objeto representado)
o de procesamiento (operar la representacion para obtener informacion del
objeto representado) [Duval, 2000].

Muchas de las dificultades en el aprendizaje de las matematicas se deben
en gran medida al sistema en el que se produce la representacion, ya que
el estudiante muchas veces es incapaz de aprovechar las ventajas de los
diferentes registros de representacion, y la capacidad de articular esos
diferentesregistros paralograruna compresion conceptual de las matemdticas.
Un factor importante en matemdaticas en relacion con las representaciones se
refiere a la transformacion u operacidén de éstas. Existen esencialmente dos
tipos de fransformaciones que se pueden realizar con las representaciones, el
procesamiento y la conversidén (Duval, 2000; 2006).

El procesamiento se lleva a cabo cuando se transforma u opera una
representacion denfro de un mismo registro. Por ejemplo, considérese la
representacion en nuestro sistema decimal del nUmero siete mil ochocientos
sesenta y tres (7 863). Esta representacion se puede procesar dentro del
registro aritmético para obtener la representacion 7(10%) 4+ 8(102) + 6(10) + 3
, Y procesar nuevamente en el mismo registro aritmético para obtener
7(10% — 1) +8(10%2 — 1) + 6(10 — 1) + 24, representaciéon en la cual se puede
observar faciimente que el nUmero es divisible entre 3. También se puede
mencionar, como ejemplo, la operacion que se lleva a cabo en el registro
geomeétrico al reorganizar figuras para observar relaciones e invariantes.
Considérese una estrella formada por tridngulos equilateros; la figura se puede
procesar en el registro geométrico para concluir que el drea de la estrella es el
doble del drea de un hexdgono cuyo lado mide un tercio dellado del tridngulo
equilatero original (Figura 3.3).
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L Y-

Figura 3.3. Procesamiento de representaciones en el registro geométrico.

Se puede proporcionar un ejemplo mds de procesamiento, al considerar
un palindromo? general de cuatro cifras abba, el cual puede procesarse para
obtener las siguientes representaciones:

a(1000) + b(100) + b(10) + a =a(1001) + b(110) = 11(91a + 10b);

de la representacidn anterior se deduce fdciimente que un palindromo de
cuatro cifras es divisible entre 11.

Por otra parte, la conversion entre representaciones se lleva a cabo al
transformar la representacion en un registro dado por una representacion
equivalente en otro registro, por ejemplo, cuando, a partir de la representacion
algebraica de una funcion, se obfiene el bosquejo de la grafica. Cuando se
trabaja en un ambiente de papel y IGpiz esta conversidon puede requerir de una
conversion intermedia del registro algebraico en una representacidon numérica
organizada en una tabla.

En matemdticas, lasrepresentaciones se convierten en objetos de estudio por
simismas, ya que son fuente de nuevas abstracciones que sirven como modelos
Utiles de patrones no anticipados (Fey, 1990). Entender ideas matemdadticas
y resolver problemas matemdticos son procesos que involucran el uso de
distintos tipos de representaciones y el aprovechamiento de las fortalezas de
las diversas representaciones para ofrecer informacion diferenciada sobre los
objetos matemdticos (Lesh, Behry Post, 1987). Por ejemplo, cuando se resuelve
la ecuacion cuadrdtica 4x? +45x — 225 =0, usando la férmula general, el
discriminante puede expresarse como 452 + (16)(225). Este también puede
representarse como (52)(3*) + (2*)(3%)(5%); ademds, como (3*)(5%)(9 + 16)
o como (33)(5%) . Esta Ultima representacion conduce inmediatamente a
la solucidén, que es x=-15 Yy x=15/4. De forma similar, la funcion cuadrdtica
asociada con esa ecuacion cuadrdtica puede expresarse COMO y =ax? +bx +c¢

2 Unpalindromo es una palabra, frase o nUmero que se lee igual de derecha aizquierda que de izquierda
a derecha. Por ejemplo, la palabra “anilina”, la frase “ddbale arroz a la zorra el abad” (Diccionario de la
Lengua Espanola, 22° ed.) o el nUmero “1234321".
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(a = O), y esta expresion puede escribirse como:

2 2
Z=x2+b—x+E y—£=x2+b—x=>1—£+b—2=x2+b—x+—2=>
a a a a a a a a 4a a 4a
y b’ —4ac b\ y b\ b*-4ac
4+ =X+ —| ===|x+— — =
a 4q 2a a 2a 4a
2 5 2 2
b b” -4ac -b dac -b
y=a|lx+—| ———=y=alx-|—|| +—
2a 4a 2a 4a

e T . Ly -b dac-b’ -b (-b
y la Ultima forma indica directamente que el vértice (2(1 o )=(2a,f(2a))es

doénde la pardbola alcanza un valor extremo (mMdaximo o minimo). En resumen,
“escribir f(x)=x*-1 como f(x)=(x-1)x+1) indica qué enfradas producen 0
como resultado” (Cuoco, 2002: 269). Esto es, una representacion adecuada
de los objetos matemdticos arroja luces sobre las propiedades inmersas en
es0s objetos.

Las representaciones de objetos matemdticos no son enfidades aisladas,
por el contrario, forman parte de un sistema que incluye un conjunto de
propiedades y reglas (estructura) necesarias para operar con y enfre esas
representaciones. “Una formula especifica o ecuacion, un arreglo concreto
de blogues en base diez, o una grafica particular en coordenadas cartesianas
tiene sentido solamente como parte de un sistema amplio en el cual los
significados y convenciones han sido establecidos” (Goldin y Shteingold, 2001:
1). Asi, las formas que adoptan los estudiantes para representar y conectar
el conocimiento matematico funcionan como un vehiculo para entender y
estructurar ese conocimiento profundo y asi poderlo usar en situaciones de
resolucion de problemas.

El uso de las calculadoras y la tecnologia computacional en general
puede ampliar algunas representaciones tradicionales externas cambiando
sus caracteristicas, por ejemplo, de estdticas a dindmicas (Kaput, 1994).
En este contexto, hay una interaccion global entre las representaciones
externas e internas de los estudiantes durante el desarrollo de sus experiencias
matemdaticas. “Un cardcter externo se experimenta como significativo o no, en
funcidon de si se conecta con las representaciones internas de caracteres de
los individuos en un sistema que para él es operativo” (Goldin y Kaput, 1996:
404). Es decir, “es el nivel intferno el que en gran parte determina la utilidad de
tales sistemas de representaciones externas, de acuerdo a coémo el individuo
los enfiende e interactia con ellos” (Goldin, 2002: 211).
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De esta forma, los estudiantes deben centrar su actividad en la construccion
de poderosos sistemas de representacion, constituyéndose esto en un objetivo
importante enlainstrucciéon matematica. Algunas veces se consideralo externo
para representar lo interno —cuando un estudiante expresa una relacion que
él tiene en mente al dibujar una grdfica— mientras que en otras ocasiones,
o aun simultdneamente, se puede considerar lo interno para representar o
externo —cuando un estudiante visualiza lo que describe una grdfica o una
formula algebraica— (Goldin, 2002).

En este contexto, se identifican tres fases importantes que caracterizan el
desarrollo de sistemas de representacion de los estudiantes: a) una fase de
invencién/semidtica, enla cualnuevas configuracionesinternas son construidas
basadas en representaciones establecidas previamente, b) un periodo de
desarrollo estructural, y c) una fase autonoma, en la cual los nuevos sistemas de
representaciones funcionan flexible y poderosamente con significados nuevos
o0 mds generales en nuevos confextos (Goldin, 2002).

Hay una conexion directa entre los marcos de resolucion de problemas y
de representaciones y visualizaciéon, ya que las actividades de resolucion de
problemas incluyen una atencidon especial en que los estudiantes analizan
los fendmenos matemdticamente en términos de grdaficas de funciones,
representaciones algebraicas y numéricas entre variables, grdficas de flujo,
dibujos a escala y el uso de tablas. Ciertamente, el uso de las representaciones
abarcatodaslas actividades de resolucion de problemas. Las representaciones
deben tratarse como un elemento esencial para sustentar el entendimiento
conceptual de los estudiantes, para comunicar sus aproximaciones
matematicas, argumentos vy justificaciones, asi como para apoyar el
entendimiento de uno mismo y de los otros, para reconocer conexiones entre
conceptos matematicos relacionados, y para aplicar las matemdaticas a
situaciones problemdticas reales a travées del modelado (NCTM, 2000).

3.5. Modelos y modelado

El tférmino modelo es un ingrediente clave para explicar el aprendizaje de los
estudiantes. Un modelo es un sistema que consiste de elementos, relaciones
entfre elementos, operaciones que describen o explican cémo interactian
esos elementos y los patrones o reglas que son aplicables a las relaciones y
operaciones precedentes. Los modelos son sistemas que se utilizan para
describir, interpretar, explicar o realizar predicciones sobre el comportamiento
de algun fendmeno (Doerry Tripp, 1999). En sus intentos por entender o resolver
problemas, los estudiantes desarrollan o construyen modelos matematicos que
los ayudan a razonar sobre un sistema (poder explicativo) y también puede
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usarse para llegar a nuevas inferencias o aprender contenido nuevo (poder
de prediccién). En este contexto, los estudiantes desarrollan modelos para
construir, describir, o explicar sistemas significativos o fendbmenos con los que
se encuentran, en términos de recursos matemdaticos o matemadticamente.
También, y de mayor relevancia, los estudiantes desarrollan sistemas
conceptuales mediante la construccion de modelos y los usan para construir
nuevos conceptos.

Aprender matemdaticas involucra el desarrollo de modelos en los que el
énfasis estd en las caracteristicas estructurales subyacentes del sistema y en
la capacidad para razonar con el modelo acerca del sistema que se estudia.
El desarrollo de un nuevo modelo estd basado en razonamientos que se
extraen de modelos existentes, relacionados de alguna forma con la situacion
problemdatica, mediante la realizacion de analogias de un sistema familiar
o al menos parcialmente entendido a un nuevo sistema con una estructura
matemdatica no familiar (Doerr y Tripp, 1999).

Esta perspectiva reconoce la inferaccion e interdependencias de los
modelos mentales o internos (representaciones que se encuentran activas
mientras se trabaja en problemas particulares y guian el uso de inferencias
y operaciones mentales) y modelos externos (aquéllos que son expresados
por el uso de diferentes medios: lenguaje, simbolos, diagramas o metdforas).
Las incompatibilidades entre la interpretacion del sujeto que aprende vy
las interpretaciones de otros, asi como las incompatibilidades enfre una
interpretacion del sujeto y algunas interpretaciones institucionalizadas de
las representaciones externas, pueden crear la necesidad para nuevas
interpretaciones o representaciones. Esto puede conducir a modificaciones o
cambios en el pensamiento de uno o mds sujetos que aprenden, resultando en
un modelo refinado, potencialmente mdas poderoso (Doerr y Tripp, 1999).

En esta perspectiva se reconoce que las actividades de modelado son
importantes para que los estudiantes revelen varias formas de pensamiento y
favorecer el desarrollo de sus sistemas conceptuales como resultado de resolver
las actividades. El modelado es visto como la interaccion entre tres tipos de
sistemas: a) sistemas conceptuales internos, b) sistemas de representacion que
funcionan como una exteriorizacion de los sistemas conceptuales internos y
como una interiorizacion de sistemas externos, y c) sistemas externos que son
experimentados por naturaleza o son artefactos que fueron construidos por
otfros. Esos sistemas se encuentran traslapados, son interdependientes y se
encuentran en interaccion constante (Doerr yTripp, 1999).

Un objetivo importante en un ambiente de modelos y modelado es que los
estudiantes desarrollen sistemas conceptuales o modelos para dar sentido a
situaciones de resolucion de problemas ricas en matematicas. En este proceso,
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los estudiantes necesitan expresar, evaluar, revisar, rechazar o construir sus
ideas. Enlas actividades de modelacion, los estudiantes producen herramientas
conceptuales que incluyen explicitamente sistemas descriptivos o explicativos
que funcionan como modelos, los cuales revelan aspectos importantes acerca
de cémo los estudiantes interpretan las situaciones de resolucion de problemas
(Lesh y Doerr, 2003).

Asi, el conocimiento matematico que los estudiantes muestran durante las
interacciones con las tareas inicialmente depende del sentido que ellos dan a
éstas. Entonces, la mision de los estudiantes al resolver problemas es desarrollar
una herramienta que pueda ser Util o transferible en otras situaciones, porlo que
los estudiantes se enfocan también en examinar los patrones matematicos o la
estructura involucrada en sus aproximaciones de solucion. Los estudiantes van
de pensar con un modelo a pensar acerca de éste. Asi, la tarea se convierte
en un vehiculo para acceder y extender el conocimiento matemdatico de los
estudiantes. Para pensar matemdticamente necesariamente se hace uso de
los elementos del pensamiento matemdatico (identificar informacion, encontrar
relaciones entre datos e incognitas, explorar e identificar patrones, formular
conjeturas, justificar y comunicar resultados). En los procesos del pensar
matematicamente, un elemento fundamental lo constituye el empleo y
manejo de sistemas de representacion relevantes en una variedad de medios
escritos, hablados, consfruidos o seleccionados, asi como de fluidez en la
representacion de ideas y conceptos matemdticos (Lesh y Doerr, 2003).

Sedebenotarquehaybasescomunesenlasperspectivasderepresentaciones
y visualizacion y de modelos y modelado. En algunos enunciados, cambiar la
palabra representacion por modelo parece que hace poca diferencia en la
descripcidondelossistemasconceptuales. Endefensade su eleccidon de términos,
Lesh y Doerr (2003) argumentan: *hemos adoptado una terminologia simple
que la gente ordinaria considera como productiva y no pretenciosa —siempre
que esas intferpretaciones sean cercanas a lo que pretendemos, sin que lleven
mucho bagaje conceptual no intencionado—" (8). Sin embargo, un aspecto
clave enuna perspectiva de modelosy modelado es el reconocimiento de que
la solucion a los problemas, en general, involucra varios “ciclos de modelado”
en los cuales las descripciones, explicaciones y predicciones gradualmente se
refinan, revisan o rechazan —con base en la retroalimentacion de ensayos de
evaluacion—. Ademds, durante la interaccién de los estudiantes con la tareaq,
los estudiantes por si mismos deben ser capaces de monitorear sus procesos de
resolucion de problemas.

Lester (2005) identifica caracteristicas clave asociadas con la perspectiva
de modelos y modelado: a) Hace uso de una variedad de medios de
representacion para expresar los modelos que se han desarrollado, b) se dirige
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hacia la solucion de problemas (o la toma de decisiones) que tienen lugar
fuera de las teorias mismas (como un resultado, los criterios de éxito también se
encuentran fuera de las teorias), c) es situada (es decir, los modelos son creados
para propositos especificos en situaciones especificas), y d) los modelos se
desarrollan de tal forma que puedan modificarse y adaptarse.

El diseno de actividades de model-eliciting involucra pensar en una
situacion en la cual los estudiantes tienen la oportunidad de desarrollar y refinar
constructos matemdadticos para representar y examinar relaciones asociadas
con una tarea o problema. Un buen ejemplo es el problema de “pie grande”,
que se ha usado extensivamente con estudiantes de educacion secundaria.
Un tema matemdtico fundamental que guia esta actividad es el uso de
razonamiento proporcional. El enunciado de la tarea es:

Esta manana temprano, la policia descubrid que, en algln momento de la noche
pasada, algunas personas reconstruyeron la vieja fuente de ladrillo utilizada para beber
en el parque, donde les agrada jugar a una gran cantidad de ninos del vecindario. A
las familias en el vecindario les gustaria agradecer a la gente que hizo eso. Todo lo que
la policia pudo encontrar fueron montones de huellas de zapatos. Una de las huellas se
muestra en la figura. La persona que dejdé esta huella parece ser bastante alta. Pero,
para encontrar a esta persona y sus amigos, sayudaria si pudiéramos imaginar qué tan
alto es2—Tu trabajo es elaborar un conjunto de herramientas sobre “cémo hacerlo”,
de tal forma que la policia pueda usarlo para elaborar buenas suposiciones sobre qué
tan alta es la persona —con tan sélo mirar sus huellas—. El conjunto de herramientas
debe funcionar para huellas como la que se muestra en la figura. Pero también debe
funcionar para otras huellas (Lesh y Doerr, 2003: 4).

Figura 3.4. Huella del zapato.

73



Depende de los investigadores y practicantes juzgar la pertinencia de cada
marco conforme con lo que se ajusta mejor a sus objetivos educativos y a
sus intereses. Sin embargo, como Boaler, Ball y Even (2003) establecen: “Los
investigadores deben desarrollar una constelacion peculiar de actitudes que
incluyen ser escépticos, estar abiertos a la sorpresa, tratar de probar las ideas
errdneas de uno y considerar alternativas” (493).

Desde el principio, esconveniente identificarel alcance de cada perspectiva.
Esto es, es importante reconocer el foco y tipo de explicaciones favorecidas o
asumidas en cada perspectiva para explicarlos comportamientos matemdaticos
de los estudiantes. En particular, hay interés por discutir los procesos de
desarrollo o de construccion de conocimiento matemdtico de los estudiantes.
Se identificaron dos principales tendencias: perspectivas o aproximaciones que
explican el desarrollo de las competencias matematicas de los estudiantes en
términos de la discusidon de tendencias globales basadas en la identificacion
de recursos, estrategias y comportamientos metacognitivos, y aquéllas que
centfran la atencion en los comportamientos microscopicos de los estudiantes,
mostrados durante el proceso de entendimiento de ideas matemdticas
particulares. Asi, el alcance proporciona el contexto para discutir otros temas.

3.6 Alcance de cada perspectiva

Hay evidencia de que las perspectivas de resolucidon de problemas parecen
proporcionar un marco Util para analizar aspectos globales del desempeno
matematico de los estudiantes. Por ejemplo, los resultados de la investigacion
en resolucion de problemas frecuentemente reconocen la importancia de
que los estudiantes conceptualicen una visidon de las matemdticas consistente
con la practica de la disciplina, para monitorear sus procesos de resolucion de
problemasy para desarrollar el conocimiento base o recursos para comprender
y resolver problemas no rutinarios. Sin embargo, esta perspectiva se interesa
principalmente en explicar comportamientos generales de resolucion de
problemas de los estudiantes, pero proporciona poca informacién explicita
y detallada acerca de competencias matemdticas propias de resolucion de
problemas. Las dimensiones de la resolucion de problemas (recursos bdsicos,
estrategias cognitivas y metacognitivas, creencias y componentes afectivos)
son importantes para caracterizar el desempeno de los estudiantes en términos
generales (el grado en el cual los estudiantes exhiben elementos importantes
del pensar matemdticamente), pero son insuficientes para explicar las formas
en las cuales los estudiantes desarrollan esas dimensiones en concordancia
con la practica de la disciplina.
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Las perspectivas de representaciones y visualizacion se enfocan en explicar
micro-comportamientos alrededor de los procesos de aprendizaje de los
estudiantes que involucran descripciones de las formas en que los estudiantes
transitan desde el uso de una representacion a ofra. Aqui se reconoce que las
representaciones y la visualizaciéon juegan un papel fundamental para pensar
y aprender matemdticas. En este marco, el uso de sistemas semidticos y el
entendimiento de coémo funcionan durante el aprendizaje de los estudiantes
se ha vuelto un aspecto importante para explicar el proceso de aprendizaje y
entendimiento de conceptos matemdticos.

La perspectiva de modelos y modelado enfatiza la construccion de
sistemas conceptuales (modelos) por parte de los estudiantes pero ofrece
poca informacidén sobre cémo los mismos estudiantes desarrollan nuevos
conocimientos para construir modelos mds robustos. Ciertamente, no hay
informacidén explicita acerca del papel del maestro como orientador de los
estudiantes hacia la construccion de esos modelos.

Conrespecto al fipo de vision matematica apoyada por cada perspectiva,
es posible reconocer caracteristicas asociadas directamente con la prdactica o
desarrollo de las matematicas con la perspectiva de resolucion de problemas.
Esto es, las matemdticas son vistas como una ciencia de los patrones que se
desarrollaose aprende dentro de unambiente que favorecey estimula procesos
de busqueda o reflexion que conducen al entendimiento de fendmenos
a través del uso de recursos matematicos. La perspectiva de modelos y
modelado ve a la disciplina como un sistema de relaciones que pueden ser
expresadas a fravés de modelos. Asi, los sistemas conceptuales, los sistemas
cognitivos y los modelos son los ingredientes fundamentales para explicar los
procesos de entendimiento de las ideas matemdticas de los estudiantes. Las
perspectivas de representaciones identifican a las matemdaticas como sistemas
de representaciones semidticas que tratan con ideas matematicas y sus
transformaciones basadas en el uso de diferentes registros de representacion.

3.7. Caracteristicas de los problemas o tareas en cada perspectiva

sQué tipo de tareas o problema se usan, dentro del marco, para explorar,
promover, y documentar el aprendizaje de los estudiantes?e Esta pregunta
es importante para analizar los propodsitos y las formas de usar los problemas
durante la investigacion vy la instruccion. En este contexto, las perspectivas
de resolucidon de problemas reconocen a las tareas no rutinarias como un
vehiculo para que los estudiantes exhiban sus formas de pensamiento y sus
comportamientos de resolucion de problemas. Esos problemas estdn inmersos
en diferentes contextos y su entendimiento requiere el uso de recursos y

75



estrategias que pueden conducir a los estudiantes a resolverlos y, en algun
momento, a proponer nuevas preguntas o problemas. En particular, los
problemas no rutinarios proporcionan oportunidades alos estudiantes para que
exploren distintas formas de solucidon, para usar diferentes representaciones,
para formular conjeturas, para presentar argumentos y para comunicar
resultados (Schoenfeld, 2002). Un ejemplo de un problema no rutinario utilizado
para explorar las formas de razonamiento de los estudiantes es:

Da un ejemplo de una funcidon cuyo dominio sean los nUmeros reales, sea
continua y no negativa, con un valor méximo de 1000 en x =1 y tal que el
drea bajo su grdfica sea menor que 1/1000.

Aqui los estudiantes tiene la oportunidad de preguntar, por ejemplo,
squé significa que una funcidn sea continua y no negativa?2, suna funcion
puede tomar Unicamente el valor cero y llamarse no negativa?, etc., para
eventualmente examinar candidatos de funciones como la Figura 3.5:

(1, 1000)

>

(1,0)

Figura 3.5. Funcién que safisface las condiciones del problema.
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Los problemas o actividades usados en la perspectiva de modelos y
modelado involucran tareas sin fin determinado, presentadas en contextos
reales y significativos para los estudiantes. Las actividades se encuentran
estrechamente relacionadas con las formas en que los estudiantes analizan sus
propias formas de pensamiento, sin predeterminar cdémo debe lucir su solucion
final (Lesh y Yoon, 2004). Ciertamente, una caracteristica partficular de este
tipo de tareas es que no hay una solucion particular que todos los estudiantes
necesiten conseguir; mds bien, los modelos plausibles que solucionan el
problema dependen de un conjunto de condiciones que los estudiantes juzgan
que es importante considerar mientras abordan la tarea. Un ejemplo de una
reflexidon que revela la actividad es:

En el problema del aeroplano de papel se pide a los estudiantes que lean un
articulo sobre como hacer diferentes tipos de aviones de papel. Posteriormente,
los estudiantes elaboran sus propios aviones y evalian sus caracteristicas de
vuelo, mediante intentos de golpear un objetivo siguiendo diferentes tipos
de rutas de vuelo. En cada prueba, los estudiantes foman medidas de a) la
distancia total de vuelo, b) la distancia a la que se encuentra del objetivo,
y c) el tiempo de vuelo. La mision de los estudiantes es escribir una carta a
estudiantes de ofra clase describiendo como tales datos pueden usarse para
evaluar a los aviones para cuatro tipos de caracteristicas: a) mejor flotador
(va lentamente en el aire por un tiempo largo), b) mds acertado, c) mejor
boomerang, y d) mejor en general (Lesh y Doerr, 2003).

Ofro problema similar consiste en crear un indicador que permita medir el
desempeno de los diferentes paises que asisten a las Olimpiadas. Para llevar a
cabo esta tareq, se puede buscar en Internet informacion acerca del nUmero
de medallas que cada uno de los paises participantes obtuvo en los Ultimos
Juegos Olimpicos (Tabla 3.1).

Algunas sugerencias de los estudiantes para medir el desempeno de los
paises en las Olimpiadas podrian ser considerar el total de medallas o crear un
indice ponderado que otorgue diferentes valores para cada una de las preseas
obtenidas (por ejemplo, se podria crear un indice en el que las medallas de
oro fengan un valor de fres puntos, las de plata un valor de dos puntos y las de
bronce un valor de un punto; también se podria sugerir establecer una medida
basada en el indice anterior y en la poblacion de cada uno de los paises, ya
gue entre dos paises que obtuvieran un indice con el mismo valor, podria tener
mas meritos aquél cuya poblacion sea menor).
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Pais Oro Plata Bronce | Total
1 |Estados Unidos 46 29 29 104
2 |[China 38 27 22 87
3 | Gran bretafia 29 17 19 65
4 |Rusia 24 Z5 33 82
5 |Corea 13 8 7 28
6 |Alemania 11 19 14 44
7 |Francia 11 (5 | 12 34
8 |[Italia 8 9 11 28
9 |Hungria 8 4 5 17
10 |Australia 7 16 12 35
11 |Japon 7 14 17 38
12 |kazajistan f; 1 5 13
13 |Holanda 6 6 8 20
14 |Ucrania 6 5 9 20
15 |Cuba 5 3 6 14
16 |Nueva Zelanda 5 5 5 18
17 |Iran 4 5 3 12
18 |Jamaica 4 4 4 12
19 [Republica Checa B! 3 3 10
20 |Coreadel Norte 4 0 s 6
21 |Espana 3 10 - i+
22 |Brasil 3 5 9 17
23 |Bielorrusia 3 5 5 13
24 |Sudafrica 3 2 1 6
25 |Etiopia 3 1 3 )
26 |[Croacia 3 1 2 6
27 |Rumania 2 5 2 9
28 |Kenia 2 4 5 11
29 [Dinamarca 2 4 3 <
30 |Azerbaiyan 2 2 6 10
Fuente: http2/televisadeportes. esmas.com/tdn/479531/2012-medallero-olmpico-londres-2012/

Tabla 3.1. Medallas por pais obtenidas en los XXX Juegos Olimpicos de Londres 2012.
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Las perspectivas de representaciones confian en el uso de problemas en
los cuales los estudiantes pueden usar multiples representaciones para discutir
relaciones y propiedades matematicas. Asi, las representaciones numeéricas y
geomeétricas frecuentemente son relevantes para analizar y discutir fendbmenos
matemdticamente. Ademds, los problemas o fendmenos que pueden
analizarse en términos de representaciones algebraicas, numéricas o graficas
son importantes en esta perspectiva para entender conceptos matemdaticos
fundamentales asociados con la situacion en estudio. El problema “dados dos
numeros reales que suman P, encontfrar cudndo es méaximo el producto de
esos numeros” puede representarse en diversas formas, como se muestra a
continuacion:

4.00 cm 4.00 cm

0.26 2.04
0.49 3.68
0.65 4.80
0.82 5.86
0.98 6.88
1.14 7.84
1.31 8.74
1.47 9.60
1.63 1040
10 180  11.14
1 196 1184
12 212 1247
13 229  13.06
14 245  13.59

coooxlcnuu:-wl\)—s‘

15 2.61 14.07
16 278  14.50
17 294 1487
18 310 1519

: 19 327 1546
16.00 cm? 20 343 1567

Figura 3.6. Un problema con multiples representaciones.

Otros ejemplos de problemas que son Utiles para promover elementos
importantes considerados en las perspectivas analizadas son:

1. En algunas notas periodisticas se menciona que a algun concierfo o
evento politico llevado a cabo en el Z6calo de la ciudad de México asistieron
350 mil o 500 mil personas y uno se puede preguntar si fiene sentido o es real
esta informacion. A partir de este fipo de noficias, uno se puede preguntar
acerca de un método para estimar la cantidad de personas que pueden
caber de pie en el Z6calo del DF. El proceso de solucidon implica buscar
informacion, por ejemplo, las medidas de esta explanada y posteriormente
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disenar un procedimiento para estimar cudntas personas caben de pie en
un metro cuadrado, y a continuacion estimar el niUmero de personas que
pueden permanecer de pie en un rectdngulo que cuente con las dimensiones
aproximadas del Zécalo de la ciudad de México.

2. Uno de los problemas que se perciben como de mayor importancia por
la poblacién en general es el de la inseguridad. 3Como se podria crear una
medida para evaluar los niveles de inseguridad en los diferentes estados de
la republica mexicana? La elaboracion de una medida de este tfipo podria
elaborarse con base en el nUmero de delitos denunciados ante el Ministerio
PUblico (informacion que generalmente se encuentra enlas pdginas de Internet
de las procuradurias estatales de justicia), o con base en informacion de las
encuestas de victimizacion elaboradas por el INEGI.2 Esta actividad, ademds de
favorecer el desarrollo del pensamiento numérico, permitird a los estudiantes
relacionar a las matemdaticas con otras dreas del conocimiento, tales como el
derecho, la criminologia, la sociologia, la politica, etcétera. Ademds, permitird
conftrastar las ventajas y desventajas de cada una de las medidas propuestas,
asi como comparar los niveles de inseguridad entre los estados y entender que
se pueden obtener conclusiones diferentes en funciéon del tipo de medida que
se haya disenado para medir la inseguridad.

3. Ofro problema de preocupacion general es el de la basura. Al respecto,
se puede llevar a cabo una actividad en la que los estudiantes disenen un
procedimiento para estimar la cantidad de basura diaria que se produce en
su localidad o municipio. Para resolver el problema anterior, los estudiantes
podrian integrar equipos y cada uno de los integrantes podria estimar la
cantidad de basura diaria que genera cada uno de los habitantes de su
familia, y a partir de esa informacion estimar la cantidad (peso o volumen)
de basura que se genera diariamente en la localidad, utilizando informacién
sobre poblacion obtenida de los censos del INEGI.

Para identificar caracteristicas relevantes asociadas con cada perspectiva,
explicamos en detalle los temas que definen nuestro marco (bosquejado
previamente) para caracterizar aspectos relacionados con la disciplina (como
se caracteriza la disciplina), el tipo de tareas (qué tipo de tareas promueven
el aprendizaje de las matemdticas), el proceso de aprendizaje (como se lleva
a cabo el aprendizaje) y la evaluacion (como se evalian las competencias
matemdticas). La informacion presentada a confinuacion muestra las
diferencias principales en términos del uso del lenguaje (terminologia) y centra
la atencion alrededor de cada perspectiva. Asi, la tabla 3.2 proporciona

informacion Util para contrastar temas comunes en cada perspectiva tedrica.

3 Los resultados de la aplicacién de estas encuestas se pueden consultar en la siguiente direccion
electrénica:
http://www.inegi.org.mx/est/contenidos/proyectos/encuestas/hogares/regulares/envipe/default.aspx
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Un aspecto importante que no se aborda directamente en cada
perspectiva es el uso sistemdtico de herramientas computacionales en los
procesos de aprendizaje. Esto es, observamos que los principales resultados
de la investigacion asociados con cada una de las perspectivas se obtuvieron
tras examinar el trabajo de los estudiantes que involucra el uso de papel y
|Gpiz (Schoenfeld, 1992; Duval, 1999) y algunos pocos casos de estudiantes
que usaron Excel para trabajar en actividades “reveladoras del pensamiento”
(Lesh y Doerr, 2001). En este contexto, es importante reflexionar sobre el grado
en el cual el uso sistemdatico de herramientas computacionales en actividades
de aprendizaje invita a rexaminar los principios bdsicos asociados con un
marco particular para explicar el desarrollo del pensamiento matemdadtico de
los estudiantes. Reconocemos que diferentes herramientas computacionales
pueden ofrecer distintas posibilidades a los estudiantes para interactuar
con las tareas matemdaticas. Por ejemplo, el uso de software de geometria
dindmica puede ser una herramienta importante para identificar invariantes
o relaciones asociadas con problemas o fendmenos particulares al construir
una representacion dindmica del problema, mientras que el uso de la
hoja electronica de cdlculo puede resultar Util para detectar patrones o
regularidades, asi como representar informacion y relaciones relevantes de un
problema. En este contexto, es importante examinar el grado en el cual las
preguntas que los estudiantes elaboran, las representaciones que utilizan y los
argumentos que usan para sustentar sus resulfados con el uso de la tecnologia
son consistentes con aquéllos que aparecen en las aproximaciones con papel
y ldpiz. Independientemente de las herramientas particulares que se usen, éstas
moldean la forma en que pensamos. La actividad matemdtica requiere del
uso de las herramientas, y las herramientas que usamos influyen sobre la forma
en que pensamos acerca de una actividad o problema. El entendimiento
se genera al elaborar conexiones o relaciones mediante el uso de diversas
herramientas (Hiebert et al., 1997).

Nuestra posicidon es que es necesario generar y analizar mas datos para
caracterizar con detalle el tipo de pensamiento matematico que emerge
cuando los estudiantes utilizan sistemdticamente las tecnologias digitales en
sus procesos de entendimiento de ideas matemdaticas. Como consecuencia,
los marcos que explican el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes necesitan ajustarse constantemente de acuerdo con lo que los
estudiantes obtienen en sus aproximaciones de resolucidon de problemas que
incorporan eluso de distintas herramientas tecnolégicas. Ademds, esimportante
revisar diferentes posiciones tedricas para identificar bases comunes y formas
de reconciliar y unificar los principios fundamentales mds que rechazarlos
sin presentar argumentos solidos. Como establece Goldin (2003), el tema
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de unificar y reconciliar diversas perspectivas tedricas, y un obstaculo para
progresar, ha sido la dimision de constructos de otros sistemas de creencias
por los sistemas de creencias prevalecientes, sobre fundamentos a priori (pero
no cientificos). Esas dimisiones, cuando son tomadas seriamente, han tenido
consecuencias daninas para la practica educativa en matemdaticas.

Goldin (2003) proporciona varios ejemplos para ilustrar este punto. Respecto
a la posicion de algunos cientificos cognifivos, se establece que algunos
tedricos consideran que todo el pensamiento —y en particular el pensamiento
matemdatico— consiste exclusivamente en metdforas de varios tipos. Si se foma
a esta vision seriamente, probablemente veremos una devaluacion posterior
y un descrédito de los sistemas formales y las matemdaticas abstractas como
topicos del saldon de clases, nuevamente con consecuencias desafortunadas.
Ademas, las teorias cognitivas prevalecientes en educacion matemdtica
han dado poco énfasis al afecto. Asi, es importante para la comunidad de
educacion matemdatica comunicar y discutir ideas alrededor del tfrabajo
tedrico y prdctico para evaluar y valorar su potencial ya que “...la falta de
comunicacion conlleva la imposibilidad de acumular y el hdbito de ‘reinventar
la rueda’ (Sfard, 2005: 399).

2Qué caracteristicas son relevantes en el conocimiento matemdatico?
sComo aprenden los estudiantes nuevo conocimiento matemdtico2 3Como
pueden los estudiantes construir o desarrollar conceptos matemdticos mads
alléd de aquéllos que han aprendido? 3Qué procesos incluye la capacidad
de los estudiantes para articular sus competencias en el aprendizaje de las
matemdadticas? 3Qué tipo de tareas son relevantes para que los estudiantes
desarrollen un pensamiento matematico? 3Qué condiciones de instruccion
son importantes para que los estudiantes aprendan?¢ Preguntas de este tipo
fueron relevantes y parte de un marco de investigacion para examinar el
alcance y poder explicativo asociado a cada perspectiva. El grado en el
cual cada una dirige temas explicitos involucrados en ese tipo de preguntas
fue importante durante el andlisis de los recursos relacionados con cada
perspectiva. Ciertamente, los aspectos que emergieron durante el andlisis,
y fueron importantes para estructurar y ponderar la informacién que fue
analizada, involucraron:

Alcance del marco. Aqui fue evidente que las perspectivas de resolucion
de problemas y modelos y modelado se enfocan en explicar procesos
cognitivos generales o macro alrededor del aprendizaje de los estudiantes,
mientras que la perspectiva de representaciones parece centrarse en explicar
comportamientos de aprendizaje particulares y detallados de los estudiantes.

Recursos y medios de informar. Esto es, la naturaleza en si misma de cada
perspectiva difiere ya que la resolucion de problemas, por ejemplo, se ocupa
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directamente de aspectos relacionados con el conocimiento matemdatico
(3qué son las matemdticas?) y formas para crear un microcosmos matematico
en el saldbn de clases, mientras que la perspectiva de representaciones
solamente trata con esos componentes de forma implicita. La perspectiva de
modelos y modelado parece enfatizar la importancia de que los estudiantes
apliguen sus recursos matematicos para entender y resolver problemas que
inicialmente son significativos para ellos o su medio.

La necesidad de una herramienta de evaluacion. Una dificultad inicial
aparecidé cuando se tuvo que decidir lo que habia que observar en cada
perspectiva, esto es, la existencia de distintas perspectivas en el campo
requiere el desarrollo de formas para examinar y contrastar sus principios y
afirmaciones principales, en términos de evaluar las contribuciones que realizan
para entender problemas importantes de la disciplina. Las preguntas que
ayudaron a enmarcar la discusion representan un punto inicial para pensar en
esa herramienta de evaluacion.

Formulacion de preguntas. Una caracteristica comun asociada a las tres
perspectivas es que los estudiantes desarrollan, construyen y fransforman su
propio entendimiento como resultado de elaborar preguntas relevantes, darles
seguimiento mediante diferentes medios y llevar a cabo una revisidon constante
dentro de una comunidad de aprendizaje.

Tecnologiaylasperspectivas. Eluso de latecnologiahainfluido notablemente
en las formas en que los estudiantes representan y examinan el conocimiento
matemdtico y los marcos necesarios para reajustar sus principios de acuerdo
con los tipos de fransformaciones que se producen por el uso de artefactos
tecnoldgicos en el aprendizaje de los estudiantes.

La existencia de una variedad de perspectivas para enmarcar los
estudios sobre ensenanza y aprendizaje hace necesario y relevante para los
investigadores, maestros y estudiantes evaluar el potencial de usar esos marcos.
Asi, las preguntas que hemos propuesto y usado para explorar dentro de los
marcos necesitan examinarse y refinarse para avanzar en la determinacion
de lo que es importante que incluya un marco que sustente la formacién de
profesores.
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Carituo IV
Tareas de instruccidon en la construccion del
conocimiento matematico

2Cudl es la importancia del diseno de actividades o tareas de instruccion?
2Cudl es la relacion de las tareas con el proceso de aprendizaje? 3Cudl es la
relevancia del diseno de tareas de instruccion en la formacién y actualizaciéon
profesional de los profesores de matematicase En una perspectiva deresolucion
de problemas en el aprendizaje de las matemdaticas, el conocimiento se
construye a través de la accion que los estudiantes ejercen sobre los objetos del
conocimiento durante el proceso de resolver problemas. En este contexto, las
actividades de instruccion son el vehiculo para que los estudiantes aprendan
matemdticas. Por lo anterior, las actividades que se implementen en el saldn
de clase deben disenarse de forma que den lugar a procesos inquisitivos de
discusion, razonamiento, comunicacion y reflexion matemdtica que a su vez
apoyen la construccion de un aprendizaje con entendimiento (Hiebert et
al., 1997), de un aprendizaje en el que se dé sentido a las ideas o conceptos
matemdticos.

De acuerdo con Hiebert, "entendemos algo si podemos ver como este
algo se relaciona con ofras cosas que conocemos” (op. cit.: 4). Asi, el objetivo
de las tareas de aprendizaje es ayudar a que los estudiantes robustezcan su
estructura conceptual para quea tfravés de ellas puedan establecer conexiones
entre diversos conceptos de una o diversas areas de las matemdticas o entre
conceptos matemdaticos y de ofras dreas del conocimiento. Una estructura
conceptualrobustase manifiesta mediante la exhibicidon de diversas conexiones
entre contenidos al abordar una situacion problematica. Por ejemplo, discutir
las soluciones enteras de la ecuacién x* =2)* puede llevar a concluir que /2
es irracional; por otro lado, modificando ligeramente esta ecuacion se obtiene
x> -2y’ =1. Ahora tiene sentido preguntarse sila nueva ecuacion tiene solucion,
conocer la forma de calcular las soluciones y descubrir que éstas pueden
utilizarse para aproximar /2 lo que lleva a un entendimiento mds profundo
de la conexion entre diversos conceptos. A la vez, esta ecuacion se puede
generalizar para estudiar la irracionalidad de la raiz cuadrada de cualquier
numero primo, p. La discusion de las soluciones de la ecuaciéon x* - py* =1, con
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p un primo, fambién puede llevar a establecer una relacion con la teoria de
fracciones continuadas, herramienta fundamental en diversas dreas de las
matematicas, tanto puras como aplicadas (Barrera y Reyes, 2010).

Conbase enlo expresado con anterioridad, el diseno de tareas de instruccion
constituye un elemento clave en la formacion docente, ya que estas tareas
son el medio para favorecer el proceso de construccion de conocimiento
con entendimiento de los estudiantes. 3Qué es una tarea de aprendizaje
matemdatico? 3Cudles son las caracteristicas de estas tareas? sCoémo disenar
tareas de aprendizaje matemdatico en las que el uso de la tecnologia apoye
el aprendizaje de las matemadticas? 3Qué tipo de preguntas o dilemas
pueden formular los estudiantes como resultado de utilizar sistemdticamente
las herramientas tecnoldgicas en la ejecucion de las tareas? 3En qué medida
las fecnologias digitales funcionan como una herramienta Ufil para que los
estudiantes visualicen, exploren y construyan relaciones matemdticas durante
sus experiencias de aprendizaje? 3Qué tipo de conocimientos deben mostrar
los disenadores de tareas de aprendizaje matemdtico? zCudles principios
tedricos pueden sustentar el diseno de las tareas de aprendizaje?

Las tareas que promueven el aprendizaje con entendimiento tienen al
menos tres caracteristicas: a) las tareas deben ser problemdticas (con esto
se quiere decir que los estudiantes vean a la tarea como una actividad
interesante, como un reto), b) las tareas deben permitir al estudiante conectar
lo que conoce con el nuevo conocimiento, es decir, la tarea debe permitir
que los estudiantes utilicen sus conocimientos y habilidades para desarrollar
un método o procedimiento que les permita abordar la tarea y avanzar en el
proceso de solucion y c) la tarea debe permitir que los estudiantes piensen y
reflexionen acerca de ideas matemdticas importantes, ademds de que lleven
a cabo procesos de razonamiento y comunicacion de ideas.

Una tarea de aprendizaje matemdtico debe considerar el conocimiento
previo del estudiante y proveer a éste de elementos para el desarrollo de
nuevos conceptos que se articulen con los ya existentes en su red conceptual.
De forma mdas especifica, una tarea de aprendizaje matemdtico debe
considerar los siguientes elementos: a) un objetivo de aprendizaje, b) elementos
matemdaticos estructurados en torno al objetivo de aprendizaje, c) escenarios
para ejecutar la tarea y d) un proceso inquisitivo para desarrollarla (Barrera,
2009).

El objetivo de aprendizaje. Es un enunciado en el que se establecen los
elementos conceptuales a ser desarrollados y articulados durante la ejecucion
de la tarea.

Los elementos matematicos estructurados por el objetivo de aprendizaje. En
esta parte se identifican dos clases de elementos: los externos a la actividad,
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también llamados recursos matematicos, asi como aquellos especificamente
relacionados con el enunciado del problema.

Los escenarios para desarrollar la tarea. Por un escenario para desarrollar
la tarea entenderemos un lugar fisico provisto de los elementos apropiados
para realizarla, asi como una comunidad (companeros, profesor) que permita
al estudiante interactuar con sus miembros, con la finalidad de fomentar un
proceso inquisitivo y de esta forma desarrollar los elementos que le ayuden
a expresar o comunicar ideas matemdticas. Para que los estudiantes vean a
la matemdtica como una actividad con sentido, necesitan aprenderla en un
saldn de clase que sea un microcosmos de la cultura matemdtica, es decrr,
donde los valores de las matematicas como una disciplina se reflejen en la
prdctica cofidiana (Schoenfeld, 1988; citado en Santos-Trigo, 1997: 3).

El proceso inquisitivo. Una componente importante al ejecutar una tarea
de aprendizaje matemdtico consiste en formular preguntas o dilemas
tendientes a articular los elementos matemdticos iniciales con aquéllos que
conduzcan a la consecucion de lo planteado en el objetivo de aprendizaje
y posibles extensiones. Durante el proceso inquisitivo, el tipo de preguntas o
dilemas que se formulen dardn lugar al surgimiento de diferentes trayectorias
hipotéticas de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004). Es importante mencionar que
el proceso inquisitivo se ve ampliado significativamente con la incorporaciéon
de herramientas computacionales, como se ilustra en las fareas matemadticas
que se proponen en este documento.

El diseno y puesta en prdctica de las tareas de aprendizaje matemdatico
suponen la existencia de un profesor con dos componentes esenciales. Por un
lado, que posea conocimientos matematicos que le permitan satisfacer sus
necesidades instruccionales, es decir, que sus conocimientos sean apropiados
para dar sentido a los procesos matemdaticos involucrados en una tarea y
que sea capaz de identificar relaciones matematicas y apreciar conexiones
e interpretaciones asi como usar varios tfipos de argumentos para validar
y sustentar dichas relaciones (Davis y Simmt, 2006). Y, por ofro, conocer y
reflexionar acerca de los procesos que tienen lugar durante el aprendizaje de
las matemdaticas.

sDe qué manera puede un profesor de matematicas adquirir los
conocimientos necesarios que le permitan disenar tareas de aprendizaje
matemdtico? 3Quiénes deben participar en la formacion y actualizacion de
profesores de matemdaticase 3En qué tipo de programas educativos deben
participar los profesores de matematicas en servicio para revisar y extender
sus conocimientos matemdaticos e incorporar los resultados de investigacion
a su practica docente? 3Qué experiencias de aprendizaje deben incluir
esos programas educativos? Estas son algunas de las preguntas que deben
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ser consideradas al disenar programas de formacion y actualizacion de
profesores de matemdticas tendientes a que éstos adquieran conocimientos
que les permitan disenar y poner en prdctica tareas de instruccion. Sin lugar
a dudas, los educadores matemdticos y los matematicos deberian jugar un
papel central en la formacién y actualizacion de los docentes.

La actividad del profesor y su funcion durante la implementacion de las
tareas. El profesor es un elemento clave del proceso de instruccion porque los
estudiantes aprenden matemdticas a través de las actividades y experiencias
que los profesores les proporcionan (NCTM, 2000), de tal forma que los
conocimientos matematicos que construyan se encuentran moldeados por las
formas de ensenanza a las que son expuestos en la escuela. En este contexto,
profesores alfamente capacitados en los dmbitos disciplinar, epistemoldgico
y diddctico tendradn mejores oportunidades de disenar tareas y escenarios
de instruccidn que promuevan el desarrollo de conocimiento matemdatico
con entendimiento en los estudiantes. Contar con conocimientos profundos
sobre los contenidos matematicos es la base para una ensenanza en la que
se promueva el desarrollo de una forma matemdtica de pensar, porque
indudablemente no se puede ensenar aquello que no se sabe. Asimismo, el
conocimiento de teorias que analizan como aprenden los estudiantes, asi
como los medios paraimplementar estas ideas tedricas en el saldn de clase, son
elementos esenciales de la actividad docente. Durante la implementacion de
las actividades, la funcidon del profesor consiste en guiar y orientar al estudiante:
a) enla ejecucion de la tarea desde el punto de vista puramente matemdatico,
ayuddndole a formular preguntas que lo orienten en una ruta de aprendizaje,
y b) a conceptualizar las matematicas como un modo de pensar critico en
el proceso de resolver problemas. La formulacién de preguntas que orienten
las rutas de aprendizaje tiene el objetivo de aportar elementos que lleven al
desarrollo de un proceso inquisitivo, entendiéndose por esto la formulacion
sistemdatica de preguntas encaminadas a entendery proponer soluciones a una
tarea, asi como extender o generalizar el problema original para continuar con
un nuevo ciclo de resolucion de problemas (Santos-Trigo, 2007). Como senalan
Ball y Bass (2003), “ensenar matemdaticas involucra establecer conexiones a
través de diferentes dominios matemdaticos, ayudar a los estudiantes a construir
ligas y coherencia en su conocimiento” (12).

Uso de la tecnologia. La integracion de las tecnologias digitales en
el aprendizaje es importante porque las herramientas computacionales
constituyen medios que ayudan a trascender las limitaciones de la mente
(Pea, 1987) e influyen en las caracteristicas del aprendizaje que construyen
los estudiantes. Particularmente, el uso de herramientas computacionales
durante la resolucion de problemas puede promover que los estudiantes
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exploren y analicen problemas matemdaticos desde perspectivas en las que
se favorecen las aproximaciones visuales y empiricas. Las tecnologias digitales
permiten a los estudiantes experimentar, observar relaciones matematicas,
formular conjeturas, construir pruebas y comunicar resultados en formas que
complementan las aproximaciones con papel y [dpiz.

sDe qué forma el uso de las tecnologias digitales puede apoyar el desarrollo
de una forma matemdtica de pensar? Mediante el uso de las tecnologias
digitales es posible construir representaciones que son dindmicas, es decir,
representaciones que se pueden ligar de forma que el cambio en una de
ellas se refleja en un cambio en el resto. Ademads, son manipulables, o cuadl
significa que es posible interactuar, operar o modificar las representaciones y
sus relaciones de una forma mds directa de lo que es posible en ambientes de
papel y Idpiz, mediante la accidon de un mouse y el teclado. La conjuncion de
las caracteristicas anteriores se traduce en la posibilidad de crear familias de
configuraciones que al modificarse permiten a los estudiantes la observacion
derelaciones e invariantes que son el punto de partida para el desarrollo de una
actividad matemdatica significativa orientada a la exploracion, la formulaciéon
de conjeturar, el razonamiento matematico y la comunicacion de resultados.

Los problemas o tareas. Los problemas son la base para el entendimiento de
conceptosyeldesarrollo de formas de trabajo y de competencias matemdticas
porque los problemas no solamente dirigen la atencion de los estudiantes
hacia aspectos especificos de los conceptos o contenidos matematicos, sino
también hacia las formas en que procesan la informacién y conocimientos de
los que disponen (Cai, 2003). La literatura en educacion matematica aporta
evidencia de que los problemas utilizados en el proceso de instruccion definen
las caracteristicas del aprendizaje de los estudiantes (Kilpatrick, Swafford y
Findell, 2001; NCTM, 2000; Stein y Smith, 1998).

Utilizar problemas con alta demanda cognitiva (Stein'y Smith, 1998), es decir,
querequieren mds que recordary aplicar algoritmos o procedimientosrutinarios,
ofrece a los estudiantes oportunidades de desarrollar competencias diversas.
Por ejemplo, si los problemas se encuentran enmarcados en un contexto del
mundo real, el estudiante debe simplificar el problema mediante la formulacion
de supuestos que facilitardn el modelizar la situacién y, una vez formulado el
modelo, operar los elementos del mismo en un contexto matemdtico para
obtenerconclusiones que asu vezserdninterpretadas en términos delfendmeno
real. Si el problema se desarrolla en un contexto puramente matematico, el
estudiante podrd hacer uso de diferentes representaciones para avanzar
en la resoluciéon de un problema, manejar simbolos y formalismos, razonar
matemdticamente y elaborar justificaciones y demostraciones. Por su parte,
la utilizacion de problemas en contextos hipotéticos permitird a los estudiantes
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evaluar la pertinencia e implicaciones de utilizar suposiciones particulares en la
modelizacién de algun fendmeno.

El ambiente de instruccion. La resolucion de problemas es una actividad
que involucra “conceptualizar a la disciplina como un conjunto de dilemas
o problemas que necesitan explorarse y resolverse en términos de recursos y
estrategias matemdaticas” (Santos-Trigo, 2007: 523). En este contexto, en las
aproximaciones de resolucion de problemas se considera que los estudiantes
necesitan entender que el estudio de las matemdticas es una actividad en
la cual fienen que participar para identificar y comunicar ideas ligadas con
situaciones problemdticas, en las que constantemente fienen que formular
preguntas que les permitan reconocer informacién relevante para dar
significado a conceptos matemdaticos (Moreno-Armella y Sriraman, 2005).

A continuacion se presenta un conjunto de tareas que hemos utilizado
en diversos talleres o cursos de formacidén docente y que han mostrado ser
Utiles para que los profesores de matemdticas de bachillerato y licenciatura
desarrollen algunos elementos del pensamiento matemdtico y que reflexionen
sobre su propio proceso de aprendizaje y la forma en que aprenden sus
estudiantes.

Es importante resaltar que estas actividades necesitan adaptarse si es que
se desea implementarlas para trabajar con los estudiantes. Esto se debe a que
las condiciones de aprendizaje en el aula son diferentes de las dadas en un
programa de formacion docente.

Estas actividades fienen un doble objetivo: por un lado, que los profesores
identifiquen los elementos que constifuyen a una tarea de aprendizaje
matematico (y de este modo caractericen algunos principios que pueden
apoyarlos en el diseno de sus propias tareas de instruccion) y, por otro, que
al abordar las tareas desarrollen una forma matemdatica de pensar que les
permita “desempacar” ideas matematicas, procedimientos y principios de la
disciplina (Ball y Bass, 2003). Es decir, las tareas se enfocan en la “promocién o
construccion de formas particulares de pensamiento, mds que en la adquisicion
de conceptos o habilidades especificas” (Harel, 1997: 117). A través del
desarrollo de cada una de las actividades se resalta la importancia del uso de
las tecnologias digitales durante el proceso de formulacion de conjeturas y de
procedimientos para resolver problemas, asi como la importancia de elaborar
justificaciones deductivas de las conjeturas u observaciones.
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4.1. Divisidn de dreas de poligonos convexos

El objetivo de esta actividad consiste en fortalecer el pensamiento geométrico
de los profesores, entendiendo por éste ala capacidad para visualizar, describir
y analizar, a fravés de técnicas inductivas y deductivas, una diversidad de
formas y relaciones entre los atributos de configuraciones geométricas.

Dado un tridngulo ABC, encontrar un punto P en su interior, de tal forma que
el drea de cada uno de los friingulos ABP, BCP y CAP sea la misma (Figura 4.1).

Figura 4.1. Entendimiento del problema.

Una estrategia para abordar el problema general consiste en considerar
casos particulares que puedan ser mds fdciles de resolver y que a la vez
aporten elementos que permitan identificar estrategias generales. Por
ejemplo, considerar un tridngulo equildtero, un triangulo isdsceles o un tridingulo
rectdngulo.

Triangulo equildtero. Se puede conjeturar que el circuncentro del tridngulo
es el punto P que satisface los requerimientos del problema. Se puede obtener
evidencia de esta conjetura al utilizar la herramienta para medir dreas del
software vy verificar que los tres tridngulos (ABP, BCP y CAP) tienen la misma
drea (Figura 4.2).
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36.99 cm?

36.99 cm?

Figura 4.2. Explorando un tridngulo equildtero.

En este caso se observa que el punto buscado se encuentra sobre una de
las alturas del triangulo. gPuede ser de utilidad esta observacion para abordar
algun otro caso particulare Considérese ahora un triadngulo isdsceles ABC; se
traza la altura que pasa por el vértice A, al que concurren los lados iguales, y
sea D el pie de ésta.

Considérese ahora el tfriangulo CBP, con P un punto sobre el segmento AD.
sExiste algun punto P, sobre AD, tal que el drea del tridngulo CBP sea igual
a un tercio del drea del fridngulo ABC?2 Con el uso de un software dindmico
se puede obtener evidencia de que ese punto existe (Figura 4.3). Ademads,
se puede justificar la existencia de tal punto mediante un argumento de
contfinuidad, pues cuando P=D, el drea es cero, mientras que cuando P=A, las
dreas coinciden. Esto, junto con el hecho de que los tridngulos PCA y PBA son
congruentes, da la respuesta.

Ahora hay que determinar la posicidon exacta del punto P de tal forma que
satisfaga las condiciones que se requieren.
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Area ABC = 83.73 cm?

Area BCP = 28.0 cm?

Figura 4.3. Caso particular de un tridngulo isdsceles.

El drea del triangulo ABC (Figura 3) se puede calcular usando la férmula,
Area = BC P4 asimismo, el drea del triangulo BCP es ¢ . _ BC-DP Porlo tanto,
para que el area del fridngulo BCP sea un tercio del area del tridngulo ABC se
requiere que la altura DP sea un tercio de la altura CA. Con el uso del software
se puede obtener evidencia de que los tres tridngulos ABP, BCP y CAP tienen
la misma drea (Figura 4.4).

Area ABP = 17.43 cm?

Area CAP = 17.43 cm?

Area BCP = 17.43 cm? D

C

Figura 4.4. Evidencia numérica de la igualdad de dreas.
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2Es posible proporcionar una prueba formal de que el punto P satisface la
condicion requerida sobre los tridngulos ABP, BCP y CAP en cuanto a tener
la misma drea? Por construccion, el drea del tridngulo BCP es igual a un
tercio del drea del friangulo ABC. Ademdas, la recta AD es eje de simetria del
tridingulo ABC, entonces los tridngulos ABD y ACD son congruentes; asimismo,
los tridngulos BDP y CPD también lo son. También, cada uno de los tridngulos
BDP y CPD tiene darea igual a un sexto del area del triangulo ABC. Por lo tanto
los tridingulos ABP y CAP tienen la misma drea y esigual a 1 A(ABC)——A(ABC) la
cual es un tercio del drea del fringulo ABC.

sPuede generalizarse el procedimiento empleado con un tridngulo isdsceles
a cualquier tipo de tridngulo? Considérese un tridngulo rectdngulo, y trdcese
la altura que pasa por el vértice en donde el dngulo es recto (ya que en ofro
caso las alturas son los catetos y el punto P seria un punto en la frontera del
tridngulo y no en su interior). Localicese un punto P’ tal que la distancia DP’
sea igual a un tercio de la distancia DA. Este punto satisface que el drea del
tringulo BCP' es un tercio del darea del triangulo ABC. Con el uso del software
dindmico se puede obtener evidencia de que P’ no es solucidén del problema

(Figura 4.5).

Area BCP =10.08 cm?

Figura 4.5. Uso del software para refutar una conjetura.

3Es posible modificar el procedimiento anterior para encontrar un punto P
que resuelva el problema? En la Figura 4.5, por construccion, se tiene que el
drea del fridngulo BCP’ es igual a un tercio del drea del triangulo ABC. 3Es
posible variar la posicidén del punto P’ de tal forma que el drea del tridngulo
BCP’' no cambie? Esto es posible siempre que el punto P’ se mueva sobre una
recta paralela allado BC del triangulo (Figura 4.6), por lo que de existir un punto
que sea solucidn del problema, debe encontrarse sobre esta recta paralela a

BC.
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10.08 cm?

Figura 4.6. Trazo de tridingulos de igual drea.

El procedimiento empleado para construir el fridingulo BCP’ podria emplearse
de forma andloga con algin otro de los lados del tridngulo, es decir, trazar
una recta paralela al lado CA de forma que la distancia entre este lado y
la paralela sea igual a un tercio de la altura del tridngulo ABC que pasa por
el vértice B. El punto P, interseccion de las paralelas a los lados BC y CA es
solucion al problema, ya que si cada uno de los friangulos BCP y CAP, por
construccion, tiene drea igual a un tercio del drea del tridngulo ABC, entonces
necesariamente el fridngulo ABP tendrd también drea igual a un tercio del
drea del triangulo ABC (Figura 4.7). El lector puede comprobar que el mismo
procedimiento funciona para cualquier tipo de tridngulo.

10.08 cm?
10.08 cm?

10.08 cm?

Figura 4.7. Justificando que el baricentro es solucién del problema.
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Otra forma de abordar el problema puede consistir en verificar si alguno
de los puntos notables del tridngulo (circuncentro, baricentro, ortocentro,
incentro) satisface las condiciones de la solucion del problema. Con el uso
del sofftware dindmico es posible trazar un fringulo cualquiera, encontrar
los puntos notables y con el uso de las herramientas de medida del software
obtener evidencia o refutar la conjetura en la que se establece que alguno de
esos puntos es una solucion del problema.

En el caso del ortocentro, al arrastrar los vértices del triingulo se puede notar
que para algunos tridngulos este punto queda fuera de éste, por lo que no es
una opcion vdlida para ser solucion del problema general; lo mismo ocurre
con el circuncentro. Veamos ahora que sucede con el incentro y el baricentro
del triangulo.

(b)

Figura 4.8. Area de los tridngulos ABP, BCP y CAP, tales que P es: (a) el incentro del tridngulo ABC vy (b) el
baricentro del tridngulo ABC.

Por definicion, el incentro es la interseccion de las bisectrices de los dngulos
del tridngulo; las perpendiculares trazadas desde el incentro a cada uno de los
lados son las alturas de los triangulos APC, APB y BPC; son todas iguales al radio
de la circunferencia inscrita en el triangulo ABC, de ahi que tengan la misma
drea si y solo si los lados son iguales, es decir, el Unico caso en que el punto P,
igual al incentro, es solucién, es cuando el tridngulo es equildtero.
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B F

Figura 4.9. El incentro resuelve en el caso de tridngulos equildteros.

Con base en el uso de las herramientas de medida del software dindmico se
puede conjeturar que el baricentro del tfricngulo ABC es solucion del problema.
Sin embargo, es necesario presentar una demostracion de la conjetura.

Una prueba geométrica se puede construir al considerar que la distancia
del baricentro a un vértice del tridngulo es el doble de la distancia al punto
medio del lado opuesto correspondiente. Se fraza una paralela, por ejemplo,
al lado BC por P. Con base en el Teorema de Tales, se justifica que la altura
del triangulo BCP que pasa por el vértice P es igual a un tercio de la altura
del fridngulo ABC que pasa por el vértice A y de ahi se concluye que el drea
del tfriangulo BCP es igual a un tercio del area del triangulo ABC (Figura 4.10).
Apligue un procedimiento andlogo a los fridngulos ABP y CAP para concluir
que los tridngulos ABP, BCP y CAP tienen la misma drea.

LT N T

B H E

Figura 4.10. Aplicacion del Teorema de Tales a los segmentos AH y AF.
Para elaborar una prueba algebraica del mismo resultado se puede utilizar

el hecho de que una mediana del tridngulo ABC divide a éste en dos tridngulos
de igual drea. En la Figura 4.11, P es el baricentro del triangulo ABC y M1, M2y
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M3 son puntos medios de los lados AB, BC y CA, respectivamente, de ahi que el
drea del fridngulo BCM1 sea igual a la del tridngulo CAM1. Con esta notacion,
el tfriangulo ABC queda dividido en seis regiones cuyas areas las denotamos por:
a,,a,,a,,a,,a,,a,. Con base en lo observado antes, se tiene a, +a, +a, =a, +a, +a,.
Al considerar las otras dos medianas, se pueden obtener ecuaciones andlogas.
Ademdads, hay que notar que ¢, =a, ya que los friangulos a los que corresponden
dichas dreas tienen bases y alturas de la misma longitud, por lo tanto sus areas
son iguales; lo mismo se deduce para a, y a, asi como para a, y a,. Al operar las
ecuaciones anteriores, se puede concluir que g, =a, =---=a,.

Figura 4.11. Las dreas a,, a,, a,, d,, ds, A, son iguales.

Un aspectoimportante en el desarrollo del pensamiento matematico consiste
en extender o generalizar un problema. En este caso, las siguientes preguntas
tienen por finalidad estudiar el caso de un cuadrildtero. Dado un cuadrildtero
ABCD, gexiste un punto P en su interior tal que a partir de éste se formen los
tridingulos ABP, BCP, CDP y DAP, con la misma drea? 3Qué es el baricentro de
un cuadrildtero ABCD?2 35Cdmo se construye el baricentro de un cuadrildtero
ABCD? 3El baricentro del cuadriladtero ABCD es el punto que soluciona el
problema, como en el caso del triingulo? Si el baricentro resuelve el problema
del cuadrilatero zcudl es la razén? Si no lo resuelve, cabe preguntarse si el
problema puede resolverse en general o sélo es posible encontrar una solucion
para cuadrilateros particulares.
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Figura 4.12. Buscando un punto P que divida al cuadrilatero en cuatro tridngulos de igual drea.

4.2. Criterios de divisibilidad

El objetivo fundamental de esta actividad consiste en aportar elementos que
ayuden a los profesores a fortalecer sus conocimientos del sentido numérico,
entendido éste como la habilidad para identificar propiedades de divisibilidad
enfre nUmeros enteros, usar propiedades de los nUmeros primos para resolver
preguntas aritméticas, usar relaciones entre las operaciones en los enteros
para resolver problemas, entender y usar la representacion en base 10 de los
enteros para contestar preguntas de tipo aritmético, estimar, dar sentido a
los nUmeros y reconocer sus magnitudes relativas y absolutas —esto Ultimo de
acuerdo con Sowder (1992; citado en NCTM, 2000: 31)—.

Enelespiritu delestdndar, nUmerosy operaciones (NCTM, 2000), los estudiantes
de nivel medio superior deben desarrollar un entendimiento profundo de
los nUmeros y sus operaciones, asi como contrastar las propiedades de los
nUumeros y los sistemas numeéricos. En esta misma linea de ideas, Silverman (2006)
argumenta: “Los anos 1990 vieron una oleada con la reforma del cdlculo, cuyo
proposito es ensenar a los estudiantes a pensar por ellos mismos y a resolver
problemas sustanciales, en lugar de solamente memorizar férmulas y aplicar
manipulaciones algebraicas... nuestro tema elegido, Teoria de NUmeros, €s
particularmente apropiado para lograr esos propdsitos” (ibid.: v).

Tomando como punto de partida los elementos mencionados, hemos
elegido hacer una discusion de algunos criterios de divisibilidad con la finalidad
de aportar elementos que ayuden a los profesores a construir una estructura
conceptualrobusta que les permita disenar actividades de aprendizaje a través
de las cuales los estudiantes puedan desarrollar un entendimiento profundo de
los nUmeros y sus operaciones. Para iniciar la discusion, recordaremos algunos
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elementos aritméticos relacionados con tfeérminos y resultados que usaremos en
lo que sigue.

Definicidon: un entero positivo p mayor que 1 se dice primo si sus Unicos
divisores son 1y el mismo p.

Otro concepto de gran importancia en aritmética es el de mdéximo comuin
divisor.

Definicion: dados dos enteros a y b, se define un mdaximo comun divisor de a
y b como un entero d que satisface las siguientes dos condiciones:

1.d divide aa y d divide a b,

2. si otro entero m divide a a y a b, entonces m divide a d.

Teorema 1: si a y b son dos enteros con al menos uno de ellos no cero,
entonces existe el maximo comun divisor de a y b, y éste es expresable en la
forma d = an+bm, para algunos enterosm y n.

Definicion: dos enteros se dicen primos relativos si su mdaximo comun divisor
es 1.

Teorema 2: sean a, b y ¢ enteros tales que a y b son primos relativos.
Supongamos que a divide a bc, entonces a divide a c.

Para analizar problemas de conteo, uno de los principios de gran utilidad
es el conocido principio de las casillas o de las pichoneras. Este principio se
establece en la forma:

Principio de las pichoneras o de las casillas: si hay n objetos que se han de
colocar en m casillas y n>m, entonces al menos dos objetos serdn colocados
en la misma casilla.

Una de las preguntas mds importantes y a la vez de dificil respuesta en teoria
de nUmeros es: dado un nUmero entero n=2, 3se puede decidir si n es primo
o compuesto? Por ejemplo, ses primo el nUmero n = 101010101010101010101%2
Claramente n no es divisible entfre dos, pues el digito de las unidades es impar.
sComo saber si n es divisible enfre tres o en general entre algun ofro primo
menor que ne

Posiblemente se conoce el criterio de divisibilidad entre tres, el cual establece:
un numero es divisible entre tres, si 'y solo si la suma de sus digitos es divisible
enfre tres. Usando este criterio se concluye de manera directa que n no es
divisible entre 3.

Un elemento fundamental del pensamiento matemdatico consiste en
proporcionarargumentos enla discusion de un problema; en estalinea de ideas
surge la pregunta: “scudl es la justificacion de este criterio de divisibilidad?” Si
el nUmero fiene solamente tfres digitos, digamos n=abc, se debe justificar la
razdn por la cual, si fres divide a a+b+c, entonces 3 divide a n. En base 10,
la representacion del nUmero n=abc significa que n=abc=a-10*+b-10+c¢ . Esta
representacion se puede escribir en la forma:
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n=abc=a"10* +b-10+c=a+99a+b+9 +c=(a+b+c)+99a +9

Se tiene que 99a+9h=9(11a+b) y claramente este numero es divisible entre
3; ahora, si a+ b+ c es divisible entre 3, enfonces (a+b+c¢)+99a+9b también es
divisible entre 3, probando con esto que si 3 divide a la suma de los digitos de n,
entonces 3 divide a n. Reciprocamente, si 3 divide a n =abc, entonces 3 divide
an-99a-9=a+b+c, conlo cual queda justificado el criterio de divisibilidad
por tres, para nuUmeros de tres digitos. Si el nUmero n tiene k digitos, digamos:

n=a_a,,L a =a_10" +a,_,107 +L +a10+a,’

entonces n se puede representar en la forma:

n=(a,, +a,,+L a +a,)+a, (0" -1)a_, (07 -1 L +4,10-1)

Notemos que el factor de a, es 10'-1 y que este factor es divisible enfre
3 para todo i=0. Por ejemplo, para i=1,2, los correspondientes factores
son 92 y 99, respectivamente, los cuales son divisibles entre 3 (de hecho,
enfre 9). La explicaciéon de esto se fiene al factorizar a 10°-1 en la forma

10 -1=(10-1){0" +10™ +L +1). pado que 9 divide a cada factor 10° -1, entonces
9 divide a q,., (0" =1)+q, 107> =1 L +4,(10-1). Otra forma de justificar lo anterior

es notar que los digitos de 10' -1 son todos iguales a 9, y esto claramente
garantiza que es divisible entre 3. Reciprocamente, si 3 divide al niumero
(a,, +a,_,+L +a,+a,), entonces 3 divide a la suma de éste con otro que sea
divisible enfre 3; como 3 divide a cada sumando de la forma a,.(10" —1], entonces
divide a

n=(a, +a,_,+L +a +a)+a, (07 -1 }a,_, (07 -1 L +a,(0-1)
Reciprocamente, si 3 divide a
n=(a,_+a,_,+L q +ao)+ak_1(10k'1 —1)+ ak_z(lok'2 —1)+L +a,(10-1Y)

entonces divide a n-a, (0" -1)-q,,(0 1)L -4,10-1)=q, , +L +a,.

El criterio de divisibilidad entre 9 es similar al criterio de divisibilidad entre 3: un
numero es divisible entre nueve, siy solo sila suma de sus digitos es divisible entre
nueve. La prueba del resultado es andloga a la desarrollada para divisibilidad
entre 3.

Ejercicio. Demuestre el criterio de divisibilidad entre 9.

La representacion de un entero en base 10 ha sido de utilidad para justificar
el criterio de divisibilidad entre 3; esta misma idea puede ayudar a contestar
si Nn=101010101010101010101 es primo o compuesto. Haciendo uso de la
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representacion en base 10, se fiene: . Por ofro lado, el numerador de esta
Ultima fraccidon se puede factorizar en la forma 10* -1 = (1011 +1)(1011 —1),‘ de esto
concluimos que el cociente 11%2:__11 tiene al menos dos factores mayores que 1,
por lo que 101010101010101010101 no es primo.

Usando la representacion de un numero en base 10 se puede intentar
obtener ofros criterios de divisibilidad. Una pequena modificacion en la
discusion anterior proporciona un criterio para divisibilidad entre 11. Para esto

notemos que si un entero se representa en la forma

n=a_a,_L a =a_107 +a,_,107 +L +q10+aq,
entonces se puede escribir como

n=a, 10" +a,,10 +L +a10+a,

—a,-a+a,+L +(-1)"a,_ +11a, +99a, +L

3 3
#1: a +b
2 2
#2: {(a+b)(a - ab+b)
5 5
#3: a +b
4 3 2 2 3 4
#4: (a+b)(a —-ab+a:b -ab +b)
7 7
#5: a +b
6 5 4 2 3 3 2 4 5 6
#6: (a+b)e(a -ab+ab -ab +a:b -ab +b)
S 9
#7: a +b
7 2 6 3 3 6
#8: {(a+b):(a —-ab+bl){a —-a:b +b)
& 7 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 7 &
#9: (a+b):(a -ab+ab -ab +a:b -a:b +a:b -ab +b)
11 11
#10: a + b
10 9 & 2 7 3 6 4 5 § 4 6 3 7 2 8 9 10
#11: (a+b)e(a -ab+ab -ab +ab -ab +ab -a:b +a:b -ab +b )

Figura 4.13. Uso de un CAS en la busqueda de patrones.

Notemos que en la representacion anterior, el segundo bloque de sumandos
consiste de aquéllos de la forma q. (10" »_fl),' de manera mas precisa, el signo +
aparece exactamente cuando i es impar y parece que cada uno de ellos es
divisible entre 11. sComo justificar esta observacion? Notemos que el factor
(10” il) puede ser considerado como suma o diferencia de k-ésimas potencias.
Dado que nos interesa saber si 11 divide a (10“ 11), es de importancia saber
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como se factoriza (ak ibk) y aplicar este conocimiento a la situaciéon particular
que nos ocupa. Procederemos al andlisis dividiendo en casos: si k es impar y si
k es par.

sCudl es el resultado de factorizar la expresion ¢ +»* para k un entero
positivo impare Con el uso de un CAS (Computer Algebra System) se pueden
considerar varios casos parficulares y tratar de identificar algun patron.

Con base en la informacion de la Figura 4.13, es posible conjeturar que para
k impar, la expresion &' +b* se puede factorizar como:

(@ +6 )= (a+bXa" —=ab+a""b +L +(=1)"d"b +L +b)’

Esta igualdad se puede verificar desarrollando el producto de la derecha.
De esto se fiene, haciendo y b = 1, que 10" +1=10° +1* se puede factorizar
como:

(10" +1)= 10+ A0 =10"2 4+ (=1) 10 +-+-+1)

que claramente es divisible entre 11 para k impar.

Si k es par, podemos factorizarlo en la forma k=2‘m, para algun entero
e=1ym entero positivo impar. Mostraremos que a+b divide a &' -b*, usando la
representacion de k

ak _bk - aZ‘)m _bZ"m - (aZL)’]m +b2‘)’1m)(a2271m _bZ‘)’lm)

Sie =1, el factor de la izquierda se reduce a ¢” +5b™; COMO M s impar, por
lo demostrado antes, a+b es uno de sus factores y de esto se tiene que a+b es
factorde o -b*.Si e > 1, el proceso se repite en el factor @2'” -»*"" hasta que
el exponente de 2 sea uno y nuevamente se invoca el caso m impar. Haciendo
a=10y b =1 se concluye que 11 divide a 10" -1 para k par.

De esta discusion hemos demostrado que 11 divide al segundo bloque de
sumandos en

n=a,_10"" +a,,107 +L +a,10+a,
=a,-a,+a,+L + (—1){_lak_1 +11a,+99a, +L

Por lo que 11 divide ansiy sélosi 11 divide a q,-q, +a, +L +(-1)"q, .

Ejemplo. Decidirsi 11 divide an =1 358 016. Aplicando el criterio, calculamos
6-1+0-8+5-3+1 que es cero, concluyendo que 11 divide a 1 358 016.

El resultado que hemos probado proporciona mads informacioén; en caso de
que 11 no divida a n, el residuo que deja la division es igual al residuo que se
obtiene al dividir 4, —a, +a, +L +(-1)"a,_, entre 11.
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Los criterios de divisibilidad entfre 2 y 5 son de los mds fdciles de aplicar, lo
cual se debe a que, al representar un entero n en base 10, digamos

i1 k-2 ’
n=a,_a,_,La=a 107 +a,,107 +L +a10+aq,

todos los sumandos, excepto el de las unidades, tienen de factor al 2 y al
5, por lo cual, n es divisible entre 2 o 5 si y sélo si el digito de las unidades es
divisible entre 2 0 5.

Tomando esta observacion en cuenta, las hipdtesis que siguen sobre un
entero m, son naturales.

Teorema 3: sea m>1 un entero que no tiene de factores al 2y al 5, entonces
existe un entero positivo k minimo, tal que m divide a 10* -1.

Demostracion: como m y 10 son primos relativos, entonces para todo n
entero positivo, al dividir 10" entre m deja residuo diferente de cero. Los posibles
residuos de la divisidn porm son 1,2, K, (m-1). Por el Principio de las Pichoneras
existen n y | enteros positivos diferentes tales que al dividir 10" y 10" por m dejan
el mismo residuo, es decir, 10" =gm+ryl0 =gm+r, para algunos enteros gygq,
. De estas ecuaciones se obtiene 10" -gm=10' —gm. Como n y | son diferentes,
enfonces uno es mayor que el otro; supongamos por ejemplo que n>l, entonces
de la ecuaciéon anterior se llega a

10’(10”" —1)=m(q—q] ). Como my 10 son primos relativos, entonces el teorema 2
garantiza que m divide a 10" -1. Tome el menor exponente de 10 que cumple
la condicion establecida.

Teorema4:seanmykcomoenelteorema3.Pongamos r» =10" yrepresentemos
a un enfero N en base r, es decir, sea ,, _ ZGiri, 0<a, <r para todo i desde 1
hasta I. =

Entonces m divide a N siy sélo sim divide a (q, +a,, +L +a,+a,).

La demostracion del Teorema 4 sigue las mismas lineas que la demostracion
del criterio de divisibilidad entre 9 y usa el hecho de que m divide a 10¢ -1 y éste
divide al nUmero r' 1.

En lo que sigue presentamos ofro criterio de divisibilidad que sigue lineas
diferentes. Este criterio se justificé cuando un profesor menciond conocer un
procedimiento para establecer la divisibilidad entre 7, pero no sabia por qué
funcionaba.

Por ejemplo, deseamos determinar si 8 642 046 es divisible entre 7; para
responder usamos el proceso siguiente: la cifra de las unidades del niUmero (en
este caso el 6), se multiplica por dos y el resultado se resta del nUmero que se
obtiene del original “suprimiendo” las unidades (el resultado que se obtiene al
suprimir 6 es 864 204). Traducido a simbolos se tiene 864 204 - 2(6)=864 192. Ahora
el mismo procedimiento se aplica al nuevo niumero (864 192). Este proceso se
repite hasta obftener un niUmero en el que sea “facil” saber si es divisible o no
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entre 7 (ver Figura 4.14) y de esto se concluye la divisibilidad por 7 del nUmero
inicial. El Ultimo resultado que se ha obtenido es cero, el cual es divisible entre 7,
porlo que 8 642 046 es divisible entre 7. Notemos que el proceso pudo haberse
detenido cuando se obtuvo el 84, que es divisible entre 7.

8 6 4 2 0 4|6
-(1 2)
8 6 4 1 9|2
(-4)
8 6 4 1|5
(-1 0)‘

8 6 3|1
(-2)
8 6] 1
(-2
8 ‘ 4
(-8)
0

Figura 4.14. Aplicacién del criterio para divisibilidad entre 7.

La fundamentacion de este criterio se aplica a cualquier primo diferente de
2y 5. En la justificacion serd necesario el siguiente resultado.

Lema: sea p un primo diferente de 2 y 5, entonces existen enteros positivos |
y k tales que 10/ +1=kp.

Demostracion: aplicando el algoritmo de ladivisionapy 10se tiene que existen
entferos q y r tales que p=10g+r, con 0<sr<10. Como p es primo, los posibles
valoresderson 1, 3,7y 9.Sir=1, tomamos I=q y k=1; sir=3, enfonces p=10g+3
. Multiplicando esta ecuacion por 7 y agrupando se tiene 7p=10(7g+2)+1;
tomamos [ =7¢g+2 y k=7. Si r=7, entonces p=10q+7., multiplicando por 3 esta
ecuacién y agrupando se tiene 3p =10(3g +2)+1. Tomamos [ =3¢ +2 y k=3. Sir=9,
entonces p=10qg+9; mulfiplicando por 9 y agrupando se fiene 9p =1009g +8)+1.
Tomamos 1=9g+8 y k=9. Con esto se ha terminado la prueba del lema.

Dado que el valor de | es muy importante en la aplicacion del criterio de
divisibilidad, y depende de p, lo escribimos en la siguiente forma.

*
Pl =1 mod 10 ")
Tp-1
| =] 10
3p-1
10
9p-1
10

sip=3mod 10

sip=7mod 10

sip=9mod 10
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Teorema 5: sea n un entero positivo representado en la forma n=10r, +u,, con
0=<u, <10 y p un primo diferente de 2y 5. Entonces existe un | tal que: a) el primo
p divide al0/+1; b) p divide an siy solo si p divide a r», —lu, .

Demostracion: el inciso a) es justamente el lema anterior; para probar la
parte b), declaramos m=r, -lu,, entonces despejando 7, y sustituyendo en la
ecuacién que expresa a n, obtenemos n=10(m+u, )+u, =10m+(10/+1)u,. Por el
inciso a) sabemos que p divide a 10/ +1, entonces p divide a n si y sélo si p
divide a 10m, como p y 10 son primos relativos, p divide a n siy solo si p divide
AQm=r,-lu,.

Ejemplo: en la aplicacion del criterio se debe determinar el valor de | de
acuerdo con la ecuacion (*). Por ejemplo, si p=13, el valor de [, es:
I - 73)-1_90 _,.Sip=13, entonces L - 7(23)-1 _lel-1_ ..

10 10 10 10

Decidir si 23 divide a 287 476 123: en primer término se calcula /,,, el cual es
igual a 16 por lo mencionado en el pdrrafo previo. La cifra de las unidades del
numero, en este caso el 3, se multiplica por 16 y el resultado se resta del nUmero
que se obtiene del original “suprimiendo” las unidades (el resultado que se
obtiene al suprimir 3 es 28 747 612). Traducido a simbolos se tiene 28 747 612-
16(3)=28 747 564. Ahora el mismo procedimiento se aplica al nuevo nimero (28
747 564). Este proceso se repite hasta obtener un niUmero en el que sea “facil”
decidir si es divisible o no entre 23 (ver Figura 4.15). El Ulfimo resultado que se ha
obtenido es 172, el cual no es divisible entre 23. Por lo tanto, el nUmero original
tampoco es divisible entre 23.

28747612|3

-4 8)
2874756|4
-6 4)
2 8 7 4 6 9|2
-3 2)
2 8 7 4 3| 7
-1 1 2
2 8 6 3|1
-(16)
84|7
-1 1 2
1 7 2

Figura 4.15. Aplicacion del criterio para divisibilidad entre 23.

Decidir si 602 468 38 037 es divisible entre 11: en primer lugar calculamos

; U=1_10_, la cifra de las unidades del nUmero, en este caso el 7, se
11
10 10
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multiplica por uno y el resultado se resta del nUmero que se obtiene del original
“suprimiendo” las unidades (el resultado que se obtiene al suprimir 7 es 6 024
683 803). Traducido a simbolos se tiene 6 024 683 803 - 1(7)= é 024 683 796.
Ahora el mismo procedimiento se aplica al nuevo nimero (6 024 683 796). Este
proceso se repite hasta obtener un nimero en el que sea “facil” saber si es
divisible o no por 11 (ver Figura 4.16). El Ultimo resultado que se ha obtenido es
1, el cual no es divisible entre 11. Notemos que el proceso pudo haberse
detenido cuando se obtuvo el nUmero 54, que no es divisible entre 11.

6024683803’7

6 0 2 4 6 8 3 7

4
-

Figura 4.16. Aplicacion del criterio de divisibilidad entre 11.

Los criterios para divisibilidad entre 2 y 11 son muy faciles de recordar y de
aplicar: ademdas, tienen algunas propiedades interesantes. Por ejemplo, al
aplicar el criterio de divisibilidad entre 9 a un nUmero n, y posteriormente a la
suma de sus digitos hasta obtener una cifra, esta Ultima es igual al residuo que
resulta de dividir n entre 9. Por ejemplo, aplicando el criterio de divisibilidad
entre 9 alnUmero 47 893 425, la suma de sus digitos es 42, alsumar 4+2 obtenemos

el nUmero 6 que es el residuo de la division 47893425 |
9

Otro ejemplo, la suma de los digitos del nUmero 5 673 412 856 es 47, al sumar
4+7 obtenemoselnumero 11,y nuevamente alsumar 1+1 obtenemos el nUmero

2, que es el residuo que resulta del cociente 5673412856 .
9
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Algo similar ocurre al aplicar el criterio de divisibilidad entre 11. Por ejemplo,
considérese el nimero 3 475 468 923. Al sumar los digitos, iniciando por las
unidades con  signos  alternados se  tiene  como  resultado

3-2+9-8+46-4+5-7+4-3=3, el cual es el residuo de la division 3475468923 |
11

4.3. Cuadratura de la pardabola

La actividad se inicia con la construccion de una configuracion dindmica
simple (empleando el software Cabri-Geometry) formada por segmentos,
rectas y puntos. Se estudian entonces las propiedades de los objetos que se
obtienen al mover o trazar algunos elementos en la configuracion. Por ejemplo,
se traza unarectaly un punto F fuera de ella. Sobre la recta | se elige un punto
My se traza una perpendicular a | por este punto, llamando [, a esta recta; se
traza la mediatriz del segmento MF que intersecta a la recta |, en el punfo Q
(Figura 4.17).

Figura 4.17. Construccién de una configuracién simple.

sCudl es el lugar geométrico que describe el punto Q al mover el punto M
sobre la recta I2 En la busqueda de respuesta a esta pregunta, un estudiante
se puede cuestionar acerca de lo que significa trazar la mediatriz de un
segmento. Es decir, 3qué propiedades generala construccion de una mediatriz
en términos de responder, por ejemplo, como son las distancias de Q aly de
Q a F2 Y seguir o imaginarse la huella que deja Q cuando se mueve el punto
M sobre la rectal.
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Cuando se formulan problemas o preguntas en el contexto puramente
matemdatico, uno de los aspectos fundamentales al responder las preguntas
es la presentacion de un argumento, basado o sustentado en los principios
de la disciplina, con la finalidad de obtener resultados consistentes y una
comprension mds amplia del problema. Por ejemplo, en el planteamiento
anterior, el lugar geométrico que describe el punto Q en la configuracion es
una pardbola (Figura 4.18). Una posible forma de justificar este resultado es
observar que el punto Q se encuentra en la mediatriz del segmento MF y ésta
tiene la propiedad de que cualquiera de sus puntos equidista de los extremos
del segmento; también se tiene que QM es la distancia del punto Q a la recta
I, entonces la distancia de Q aly de Q a F son iguales; por lo tanto, el lugar
geomeétrico que describe Q al mover M sobre | es una pardbola.

Figura 4.18. Lugar geométrico que describe Q cuando M se mueve sobre |.

Dado un objeto matemdtico o un conjunto de entidades matemdaticas,
en el proceso de formular preguntas relacionadas con el comportamiento
de esas entidades, puede requerirse de nuevos objetos, con la finalidad de
identificar propiedades y relaciones matemdaticas. Por ejemplo, a partir de la
construccion de una pardbola se pueden formular preguntas con la intencién
de explorar algunas relaciones o propiedades. En la pardbola (Figura 4.19) se
pueden considerar dos puntos R y S sobre ella y formular algunas preguntas
iniciales:

1. sDonde situar un tercer punto P sobre el arco parabdlico, determinado
por la cuerda RS, de tal forma que el tridngulo RPS tenga drea mdaxima?

2. 3Qué relacion hay entre el drea de este fridngulo y la del sector parabdlico
determinado por la cuerda RS2
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3.SiP es el punto que maximiza el drea del tfriangulo RPS, scudl esla ecuacion
de la recta tangente al segmento parabdlico en P2

p

Figura 4.19. Busqueda de relaciones al mover el punto P sobre el arco parabdlico.

Conviene que los estudiantes expliquen en forma verbal y escrita, usando
lenguaje comun, la informacién que aparece en el enunciado del problema.
En esta fase, unas preguntas que pueden ayudar son: 3cudles son los datos y
cudles son las incognitas del problema?, zqué significa que un triangulo tenga
sus fres vértices sobre una pardbola?, scémo varia el drea del tridngulo almover
el punto P sobre el arco parabdlico?, gqué significa que un tridngulo alcance
drea maxima?e, 3qué es el drea de un sector parabdlico?, 3qué propiedades
posee una recta tangente a una curva en un punto dado@¢

Para contestar las preguntas, se considera la pardbola que se muestra en
la Figura 4.19, se ubican los dos puntos dados R, S y se situa un tercer punto P
sobre el arco parabdlico, de forma que se tenga el tridngulo RPS. Con esta
construccion se inicia el proceso de buUsqueda de respuestas. Al mover el
punto P se observa que todos los elementos del fridngulo, excepto el lado fijo,
varian (medida de lados, medida de cada dangulo interior, drea, perimetro).
AqQui surgen otras preguntas que conviene explorar: gqué pasa con el drea
del tridngulo RPS cuando P “se acerca” a R o a S2 En qué posicion del punto
P: a) sel triangulo RPS es isdsceles?, b) sel tridngulo RPS es rectdngulo?, c) sel
tridngulo RPS tiene perimetro maximo?

Existen diferentes maneras de organizar y analizar los datos o informacion
relevante que se incluyen en un problema; por ejemplo, se puede hacer uso de
tablas, graficas y expresiones algebraicas. El uso de una tabla puede ayudar
a identificar una posible respuesta a la primera pregunta mediante un andlisis
cuantitativo, ya que al ordenar los datos se puede determinar si existe una
posicion del punto P en la que el area del tridngulo RPS sea mdaxima. Con el uso
del software se puede calcular el area del fridngulo RPS y observar la forma en
que ésta varia al “mover” el punto P sobre el arco parabdlico. Para analizar el
comportamiento numérico del drea del tridngulo RPS se construye una tabla
que relaciona el drea con la longitud del lado RP del tridngulo (Figura 4.20).
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RP = Area RPS=
1 0,52 216
2 0,99 408
3 133 547
4 175 7.09
5 221 8.83
6 249 9385
7 282 10.96
8 319 12 11
g 362 13.24
10 4 01 14 03 =
11 424 14 34 RP=8.36 cm
12 467 14 51 A - 2
is 486 1446 Area RPS=1.72 cm
14 509 14 11
15 534 13.60
16 567 12.72
17 598 11.65
18 6.15 11.04
19 631 10.42
20 6.51 959
21 6.80 840
22 7.02 7.49
23 7.30 6.29
24 768 466
25 8236 172

Figura 4.20. Representacién numérica de la variacién del drea del tridngulo RPS.

Los valores registrados en la tabla muestran que hay una posicion de P para
la cual el area del tridingulo RPS es mayor que todas las restantes; en este caso,
cuando elladoRP mide 4.67 el valordel dreaes 14.51. Se observa que aunque en
la tabla solamente se incluye una cantidad finita de puntos, €stos proporcionan
informacidn que permite observar el crecimiento o decrecimiento del dreay, a
partir de esto, conjeturar que existe una posicion de P sobre el arco parabdlico
en la cual el area del tridngulo RPS alcanza un valor maximo.

La representacion de la informacion puede ayudar a obtener una idea
global del problema. Con la ayuda del software también se puede representar
la variacion del drea en un sistema coordenado. 3Cudles posibles variables
se pueden elegir para determinar la funcidén drea2 zCoémo se identifica
graficamente la solucion del problema y cudl es su relacion con los datos de
la tabla?

Para representar el drea en un sistema coordenado un primer paso es elegir
una variable. En este caso se traza una perpendicular a RS por P, y se llama Q al
punto de interseccion de esa perpendicular y el sesgmento RS. Asi, en el sistema
coordenado se situan la medida RQ en el eje horizontal y el valor del drea en el
eje vertical. Para obtener la grafica se utilizard el comando “lugar geométrico”
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del punto de interseccion V de la recta perpendicular al eje horizontal por el
punto que representa a la longitud RQ, y la perpendicular al eje vertical por
el punto que representa la medida del drea. En la representacion grafica se
observa aproximadamente la posicion de P sobre la pardbola que maximiza el
drea del fridngulo (Figura 4.21).

2

Area RPS=12.449 cm
RQ=2.988 cm

Area RPS

RQ

Figura 4.21. Grdfica del drea del triingulo RPS como funcién de la distancia RQ.

Sin embargo, la eleccién de la variable no es Unica; por ejemplo, se pudo
elegirla distancia QP, o la distancia RP. En este caso, las graficas del drea como
funcion de cada una de esas distancias se muestran en la figura 4.22. En este
proceso, el estudiante tiene la oportunidad de identificar diversas relaciones
entre cantidades variables que le permitirdn estructurar una red conceptual
en torno al concepto de funcion.

2 Arda RPS

Area RPS=12.441cm

(a)

QP=2.83 cm

QP
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(b)

Area RPS
2

Area RPS=12.443 cm

RP=4.18 cm

Figura 4.22. Grdficas del drea del tridingulo RPS como funcién de: (a) la distancia QP y (b) la distancia RP.

sEs posible justificar que al elegir como variable a la distancia QP, la grdfica
de la funcion drea es un segmento de recta? 3Por qué al elegir otras variables,
como la distancia RP o la distancia RQ, la grdfica del drea no es una recta?
5Como se relaciona la variacion de las variables en cada uno de los casos y
su representacion grafica?

Para contestar a la primera pregunta hay que notar que el segmento QP
es la altura del fridngulo RPS. Como el drea de un triangulo es un medio de la
base por la altura y como la base RS es un segmento fijo, entonces el drea es
una funcion lineal de la altura.

En el caso en que se eligid como variable a la distancia RQ se observa que
los valores de ésta van desde cero hasta la longitud del segmento RS; ademds,
el valor del area varia iniciando y terminando en cero (en los tres casos, el valor
mMAximo es aproximadamente el mismo).

Con los resultados del andlisis de la etapa anterior se puede conjeturar que
el problema tiene solucion; sin embargo, es necesario dar una argumentacion
formal de la existencia del triangulo con drea mdaxima.

La consideracion de casos particulares es un elemento importante del
pensamiento matematico, pues a partir de éstos se pueden formular conjeturas
y obtener resultados generales. Por ejemplo, squé ocurre cuando el segmento
RS es perpendicular al eje focal (Figura 4.23)¢ Dado que R y S son fijos, el
tridngulo de mdxima drea es aquél que tiene altura mdxima, ocurriendo esto
cuando el punto P coincide con el vértice de la pardbola. También se tiene
que la tangente en P a la pardbola es paralela a la cuerda RS. La segunda
pregunta, 3qué relacion hay entre el drea de este fringulo y la del sector
parabdlico determinado por la cuerda RS2, no se puede contestar de manera
directa, aun en este caso particular.
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Figura 4.23. Solucién de un caso particular.

Un elemento importante en el proceso de resolucidon de problemas es la
justificacion y generalizacion de los resultados que se pueden obtener mediante
alguna representacion o al resolver casos particulares. En este sentido, una
representacion algebraica del problema o situacion es de gran ayuda para
describir y entender las relaciones entre las variables del problema. sCémo
representar algebraicamente los resultados obtenidos? El uso de un sistema
cartesiano resulta importante en la construccidn de una representacion
simbdlica del problema. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que la
pardbola tiene vértice en el origen y su eje de simetria es el eje vertical (Figura
4.24).

sComo determinar el punto sobre el arco parabdlico que se encuentra
a mayor distancia de la base RS2 Se puede suponer que la ecuacion de la

pardbola es del fipo y=kx* (k>0) y que los puntos R y S tienen coordenadas
R(r,kr*) Y S(s,ks*). Al fomar un tercer punto T en la pardbola, podemos suponer
que sus coordenadas son T (k) Y que las primeras coordenadas de los puntos
R, Sy T satisfacen r <t <s (Figura 4.24). Con el empleo del soffware se puede
medir la distancia d de la recta RS al punto Ty graficarla como funcion de t e
incluso obtener la ecuacion de la grafica (Figura 4.25).
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Figura 4.24. Representacion de una pardbola en un sistema coordenado.

y=-0,17x2+0,51x+4,80

Figura 4.25. Representacién grdfica de la distancia d.
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Se observa que la grdfica de la funcion d corresponde a una pardbola
que infersecta al eje horizontal en los puntos de coordenadas (r,0) Yy (s.0). Esto
significa que, en este caso, el punto T coincide con R y S respectivamente, por
lo que la distancia de T al segmento RS es cero. También, con apoyo de la
grdfica de d, se puede conjeturar, de forma visual, que la primera coordenada
del punto sobre reJIr arco parabdlico que se encuentra a mayor distancia del
segmento RS es - sEs posible justificar que d es una funcion cuadrdtica de
la variable ty que la primera coordenada del punto en donde se maximiza el
drea es %9

La distancia d de una recta con ecuacion 4x+ By +C =0 aun punto E(x,,y,)
puede calcularse mediante la férmula: |+ By + . Porotfraparte, laecuacion

JA*+ B

de la recta que pasa por Ry S estd dada por: y=k(r+s)x-krs, que en la forma
general equivale a k(r+s)x -y -krs=0. Entfonces, aplicando la formula anterior
a este caso, la distancia del punto T a la recta RS puede expresarse mediante
la ecuacion: , ‘k(,u,s),_ktz —krs‘ . Factorizando k y usando la propiedad

JE(r+s) +1

multiplicativa del valor absoluto y que k >0 se fiene: d =

k‘(r +5) -t - rs‘

. Notese
\/kz(r +5)° +1

que la expresion dentro del valor absoluto es (s+r)-£ -rs=(s-t)¢-r) vy la
condicion del orden de las coordenadas s, t y r garantiza que cada factor de
la derecha en esta Ultima ecuaciéon es no negativo, por lo que su producto
también es no negativo, de lo cual se concluye que su valor absoluto satisface:
(4= =rs|=(s+r)- =rs=(s-t)t-r)=-(t-s)e-r). y de esto se tiene que d se
representa en la forma:

dem e (msXe-r)

JE(r+5) +1

Como k, ry s son fijos, de esta ecuaciéon se concluye que d es una funcion
cuadrdtica de t, cuya grdfica intersecta al eje horizontal en los puntos (-,0) y
(s,0). También se observa que el coeficiente de (r-s ) -r), en la ecuacion que
define a d es negativo, debido a que hemos supuesto que k es positivo. De
esto se concluye que d alcanza un mdximo, pues su grafica es una pardbola
vertical que abre hacia abagjo. Esto, junto con un argumento de simetria de la
pardbolay el hecho que lainterseccion de la grdfica de d con el eje horizontal
son los puntos (+,0)y (s,0) muestra que el méximo de la funcién d se alcanza en
t=
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De los cdlculos anteriores se concluye que el punto P sobre la pardbola que
se encuenfra a la mayor distancia del segmento RS tiene coordenadas

r+sjk(r+s)2
2 4

Una variante para maximizar la distancia. Otro acercamiento que puede
utilizarse para encontrar el punto P consiste en obtener la ecuacion de larecta
RS, la ecuacién de la perpendicular a RS que pasa por T, encontrar el punto de
interseccion U de la perpendicular y RS. Posteriormente, calcular la distancia
de T a U usando la férmula para calcular la distancia enfre U y T y maximizar
esta distancia.

Para obtener el area del fridngulo TSR como funcidn de t, se usard la formula
que proporciona el drea de un tridngulo con vértices en los puntos (x,,y,).
(x,,7,). (x;,5). mediante las coordenadas de éstos, es decir, el drea es el valor
absoluto de:

x ooy 1

X, ¥, 1

Xy oy; 1

Entonces el drea del fridngulo TSR es el valor absoluto de:
rokr?

1
2

1 .
l ks 1= —k(s=r)(t-r)(s—1)
2 5 2

t kt 1

Por las hipdtesis 0<kyr<t<s, al tomar el valor absoluto del determinante se

tiene que el drea del trigngulo TSR es: ,_ k(s =)t =r)s-1) =_k(S—")(t_,,Xt_S).
2 2

Notese la similitud que hay entre la funcidn A vy la funcidn d en la discusion
anterior. Argumentando como en ese caso, se fiene que A alcanza un maximo
en t=%. Entonces el punto en el que se maximiza la altura del tridngulo
también es aquél en el que se maximiza su drea, como era de esperarse.

sQué relacion hay entre el drea de este friangulo y la del sector parabdlico
determinado por la cuerda RS2 Se calcula el drea del sector parabdlico
haciendo uso de resultados de cdlculo integral y se compara con la del
tringulo de drea maxima.

De la discusion anterior se tiene que el drea del tridngulo RPS es mdaxima
cuando =%, Sustituyendo este valor de t en la expresion Ao k(s=r)(t-r)(s—1)
, se obtiene que el area del tringulo RPS es: - 2

LA A

2 8
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El drea del segmento parabdlico se puede calcular como la diferencia entre
el drea bajo el segmento RS y el drea bajo la pardbola (Figura 4.26). El drea
bajo el segmento RS se puede calcular tomando en cuenta que esta region es
un frapecio, por lo que su drea se calcula multiplicando el promedio de las
alturas por la base, es decir, el drea es: (ks* + kr’)(s-r). Otra forma de calcular

2

esta drea es considerando que dicha regidn estd formada por el rectdngulo
RR’'S'V y el triangulo RVS (Figura 4.27). Con esta representacion de la regién, su

drea es (s—r)(kr2)+(S_r)(ksz_krz)—k(s_r)(s2+r2)' la cual coincide con la
2 2

expresion anterior, como era de esperarse.

¢

R'(r,0) S'(s,0)

Figura 4.26. Area del sector parabdlico.
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R'(,0) S'(s,0)

Figura 4.27. Area del trapecio RR'S’S.
, . , . 2, k(s =1)
Porotra parte, el drea bajo la pardbola en el intervalo [r,s] es: ka dx=——"=
. También se tiene que el drea del segmento parabdlico es la diferencia del
drea del trapecio y el drea de la regidon bajo la pardbola, es decir, esta drea
estd dada por: k(s-r)s*+r*) k(s°-r") k(s-r)’. Resumiendo, el drea del sector
2 3 6

parabdlico es: M y el drea del fridngulo de mdaxima altura es k(s;ry . De
6

estas expresiones se nota una clara relacién, es decir, se tiene k(s;r)’ =‘3”‘(S§;ry
. En palabras: El area del sector parabdlico es igual a cuatro tercios del drea
del friangulo de darea maxima inscrito en dicho sector (Arquimedes, citado en
Edwards, 1979: 37).

Otra forma de calcular el drea del segmento parabdlico consiste en
considerar el tridngulo RPS de mdxima drea, cuyos lados RP y PS definen dos
nuevos segmentos parabdlicos (Figura 4.28).
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Figura 4.28. Sectores parabdlicos definidos por los segmentos RP y PS.

Figura 4.29. Tridngulos de drea mdaxima inscritos en los segmentos parabdlicos RP y PS.
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Usando un sistema coordenado se demostrd que si las coordenadas de los
extremos de un segmento parabdlico son (r,krz) y (9ks2] entonces el drea

3

mdxima de los tridngulos inscritos es 4 = k(s;r)‘ =k(S;r) y se alcanza cuando

r+s,k(r+s)2

las coordenadas del tercer vértice son ( ) Aplicando este resultado

al segmento parabdlico RP (Figura 4.28), tenemos que el drea del tridngulo

RBPes (s+r \ (s-rY . También el drea del fridngulo PR,S se
o2 T e | Ck(sery
2 2 8l 2
3 3
S+ s=r
. . ) 2 k{s-r
calcula de la misma forma y se obtiene &k 5 =k S I R Se

observa que las dreas de los fridngulos RPP y PPS son iguales e iguales a un
octavo del drea del tridngulo RPS, por lo que su suma es igual a una cuarta
parte del drea de éste.

Con la construccion anterior se ha obtenido el poligono RPPPS cuya drea
se encuentra entre el drea del sector parabdlico y el drea del tridngulo RPS (ver
Figura 4.30). Mds precisamente, el drea de este poligono es 4 J&AI, en donde

A, es el drea del tridngulo RPS.

Figura 4.30. Poligono que aproxima el drea del segmento parabdlico RS.
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Confinuando este proceso con los segmentos parabdlicos determinados

por los lados del poligono, construimos otro poligono cuya dreaes 4 + lAl + LZAI
47774

. Este proceso se puede continuar al infinito, obteniendo poligonos que en
cada paso aproximan mejor al drea del sector parabdlico; de manera mds
precisa, el drea del poligono en el paso n es igual al area del poligono en el

paso n-1 mas | 4-En el limite, el drea de los poligonos que se construyen es
47[

igual al area del sector parabdlico. Esto se representa mediante la ecuacion:

Area del sector parabélico = 4, + lAI + %Al oot LA1 o
4 4 4"

=A1 1+l+i2+-..+ 1 +---
474

Con los cdlculos anteriores se puede evitar usar las técnicas del cdlculo
integral para mostrar que el drea del segmento parabdlico es 4 del drea del
tridngulo de mdaxima drea. 3

Conexiones. Una caracteristica fundamental de las matemdticas es la
interrelacion que existe entre los conceptos de sus diferentes dominios, y con los
conceptos de ofras disciplinas que los emplean para lograr un entendimiento
profundo de los problemas que abordan. En este sentido, las actividades
de aprendizaje, disenadas para discusion dentro y fuera del aula, deberian
considerar de manera preponderante situaciones o problemas que ilustren la
forma en que pueden interactuar diferentes ideas matematicas al abordar un
problema. Cuando los estudiantes pueden conectar ideas matematicas, su
entendimiento es profundoy duradero, alentenderlas conexiones matematicas
es posible apreciar la riqueza que interconecta diferentes femas matemdaticos
con ofros temas de su propio interés y experiencia. A fravés de la instruccion
que enfatiza la interrelacion de las ideas matemdticas, los estudiantes no
solamente aprenden matemdadticas, sino que aprenden la utilidad de las
matemdaticas (NCTM, 2000).

El problema que se discutio tiene como eje algunas propiedades importantes
de una pardbola, entre las cuales se tiene que, dados dos puntosRy Senella, se
determina una regidon convexa; de hecho, esta propiedad la comparten todos
los miembros de una clase importante de curvas, en particular las cénicas. Las
preguntas que guiaron la discusion fueron: a) sddnde situar un tercer punto
P sobre el arco parabdlico, determinado por la cuerda RS, de tal forma que
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el fridngulo RPS tenga drea maxima?, b) zquée relacion hay entre el area de
este tridngulo vy la del sector parabdlico determinado por la cuerda RS2, y c)
Si P es el punto que maximiza el drea del tridngulo RPS, scudl es la ecuacion
de la recta tangente al segmento parabdlico en P2 Estas preguntas pueden
ser punto de referencia para explorar problemas relacionados en secciones
conicas.

Area de un segmento hiperbdlico. Considérese una hipérbola con ecuacion

2 2

yo_X _q.en donde a y b son nUmeros reales positivos, y dos puntos fijosRy S

PO
b° a

de coordenadas (r,b a2+r2) y (s,bw/a2+sz), respectivamente. Se toma un
a a

tercer punto T de coordenadas (t,b«/az +1 ) tal que r=t=<s. 3En qué posicion
a

de T, el fridngulo RST tiene drea mdaxima?e
Una posible forma de abordar el problema puede ser recordando que el
drea del friangulo RST es igual al valor absoluto de:

r éw/a2 w1
a

6= éw/a2 +s7 1
a

t éw/a2 +7 1
a
Se puede justificar que ¢ =2b[(t—sNa2 12 4 (s—rha® +1 +(r=tha* +5° ]

a
Definiendo f(r)=(t-sha*+r* +(s-rha® +2* +(r-t}a* +s* . se puede probar que

f(r)=r(s)=0y que f()=<0, paratodotentrerysy de esto concluir que el drea

del triangulo RTS es —2bf(z), por lo que hay un punto T donde es mdaxima.
a

Para demostrar que f(r) es negativa, se puede iniciar probando que f'(r) es
creciente, lo cual se obtiene observando el signo de ()= a(s-r).

(t2+a2)%

Para el caso de una circunferencia de radio r, centro O, y dos puntos
adicionales R y S en ella; se puede considerar el sector ROS tal que el dngulo
ROS es menor o igual que JT radianes y demostrar que el drea de dicho sector
esigual a ;2 2r*-RS*\ RS —.

arccos() - T

S 4r* = RS

2r
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4.4. Una aparente pardbola

Desde la perspectiva de resoluciéon de problemas, al explorar algunos que
involucran objetos geométricos es importante clasificar a éstos en términos
de sus propiedades. 3Qué condiciones determinan un cuadrado? 3Es posible
construir un tridngulo conociendo la base, el dngulo que se le opone y la altura
determinada porla base? Este tipo de preguntas permiten hacer una discusion
en donde es relevante determinar las caracteristicas de los objetos usando un
proceso inquisitivo.

La configuracion a partir de la cual se desarrollard la tarea consiste en una
recta L, un punto P sobre la recta, un punto Q fuera de la recta y una recta
L, perpendicular a L por P. A partir de esta configuracion se identificara qué
problemas se pueden formular, con la finalidad de explorar algunas de las
propiedades subyacentes en ésta.

La construccidn del escenario de instruccidn incluye la consideracion de al
menos fres componentes esenciales: a) el lugar, en el que se debe disponer
de los elementos tecnoldgicos (computadoras, software, pizarrdn) y de
infraestructura necesarios para la realizacion de la tarea, b) la organizaciéon
de los individuos para ejecutar la tareq, y c) el tiempo disponible para la
ejecucion de la tarea. Esta en especifico estd proyectada para desarrollarse
en un laboratorio de coémputo, que cuente con un software dindmico (Cabri
Geometry); el nUmero de estudiantes se estima entre 20 y 30. En la primera fase
se puede organizar el frabajo en grupos de dos a cuatro estudiantes; en ella
se identificardn posibles preguntas en torno a la configuracion propuesta. En
la segunda fase se llevardn a cabo discusiones plenarias con la finalidad de
comparar y analizar las preguntas formuladas por cada uno de los equipos.

La formulacién de preguntas que orienten las rutas de aprendizaje tiene
el objetivo de aportar elementos que lleven al desarrollo de un proceso
inquisitivo, entendiéndose por esto el desarrollo de la formulacion sistemdtica
de preguntas encaminadas a entender y proponer soluciones a la tarea.
Especificamente, squé problemas podemos formular con la configuracion?
sQué objetos geomeétricos se pueden agregar para formular preguntase Estas
preguntas dan origen a tres posibles tfrayectorias hipotéticas de aprendizaje; se
ilustra el desarrollo de una de ellas.

Una posible forma de iniciar el proceso inquisitivo consiste en preguntar
qué objetos geométricos se pueden agregar a la configuracion para formular
problemas. Una posible respuesta consiste en trazar el segmento PQ y una
perpendiculorLl por Q al segmento PQ y preguntar cudl es el lugar geométrico
gue describe el punto de interseccion.

Dada una recta L, PEL y O&L, se trazan el segmento PQ, la recta L,
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perpendicular a PQ en Q y la recta L, perpendicular a L en P. Sea REL NL,.
sQué lugar geométrico describe R al moverse P en L2 (figura 4.31).

L

Figura 4.31. Lugar geométrico descrito por el punto R.

Una forma de aproximarse a la respuesta es efectuar la construccion con
Cabriy hacer uso de la herramienta Lugar, con la cual se muestra que el lugar
geomeétrico parece una pardbola con vértice el punto Q. A partir de esto se

puede intentar probar que, en efecto, se frata de una pardbola.
Iniciaomos considerando un sistema coordenado vy, sin perder generalidad,
se puede suponer que la recta L coincide con el eje x. Adicionalmente,

supongamos que el punto P fiene coordenadas p =(t,0) y el punto O =(a,b).
Para determinar las coordenadas del punto R encontraremos las ecuaciones
delasrectas L,y L,y resolveremos estas ecuaciones simultdneamente.
Como L] es perpendicular al segmento PQ y pasa por Q, para determinar su
ecuacion basta conocer la pendiente de tal segmento, la cual estd dada por
, si a=t. Bajo esta condicion se fiene que la ecuacion de L, es

m =
a-—t

t -
b

y-b=""%x-q) ylade L, es. Resolviendo simultdneamente estas ecuaciones

2
se tiene que las coordenadas de R satisfacen y-b=(x_ba), pues x = t. Dado

que a y b son fijos, en la ecuacién anterior se identifica la ecuacién de una
pardbola con vértice en (a, b) y longitud del lado recto igual a b . Como la
distancia del foco al vértice es una cuarta parte de la longitud del lado recto,
se fiene que el foco se localiza en (a,Sb) y la directriz estd dada por y =%, ver
figura 4.32. 4 4

125



Directriz

L

Figura 4.32. Lugar geométrico descrito por el punto R.

Un aspecto interesante del problema anterior es que permite preguntarse
por la forma en que Cabri efectia ciertas transformaciones geométricas en
el proceso dindmico. Para tal efecto, generalizamos el problema original de
la siguiente forma: sean L, P y Q como antes, tomamos un punto Q' en la
linea que une a Py Q, efectuamos una construccion similar a la del problema
anterior, salvo que ahora la linea perpendicular al segmento PQ pasa por Q’;
ahora, al mover P sobre L, el punto Q' también se mueve. Experimentando
con Cabri se muestra que el lugar geométrico descrito por R parece ser una
pardbola; haciendo uso de las herramientas Coord o Ecuacion se verifica que
la segunda coordenada del punto Q' ho cambia al moverse P. Esto lleva a
conjeturar que bajo esta hipdtesis sobre Q’, el lugar geométrico descrito por R
es una pardbola. De manera precisa:

Teorema 1: consideremos un sistema cartesiano y L una recta que coincide
con el eje x (ver Figura 4.33). Sean P=(t,0)EL, Q=(a,b)¢L Y L, larecta que pasa
por Q y P. Tomemos un punto Q'=(c,d)EL,. Supongamos que al mover P, la
segunda coordenada de Q' no cambia. Sea L, la recta que pasa por Q' y es
perpendicular a L. Designemos por R al punto de interseccion de L,y la recta
de ecuacion x=t. Entonces el lugar geométrico descrito por R, al moverse P en
L, es una pardbola.
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wv

Figura 4.33. 3Qué lugar geométrico describe R cuando se mueve P2

Demostracion: como se hizo antes, encontraremos las coordenadas del
punto Ry su relaciéon. Las rectas L, y L, tienen por ecuaciones:

b alit(x‘“)m(])

y—d=t_Ta(x—c)...(2),

respectivamente. La segunda coordenada de R se obtiene sustituyendo x=t
en la ecuacion (2), obteniéndose:

t—a
—-d=—(t-
y 5 (t-0)

t—a
= “(t-a-c+
5 ( a-c a)
2
=(t—a) La-c
b b

(t-0)K (3)

Como Q'€L,, entonces se fiene
b .. (4)
(c-a)

a-t

d-b=
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Despejando a-c de (4) y sustituyendo en (3) se tiene:
_d = (t—a)Z + a;c(t_a)

(t—a)2 d

=(t—a)2(11)+d_b)

ay’

b2

=;’2(t—a)2K<5)

Esta ecuacidén se puede escribir en forma equivalente:

C-d=a-ay ()

2
que esla ecuacion de una pardbola con vértice en (a,d +jd) y fiene directriz
de ecuacion —d-i

4d

Una parte interesante del uso de Cabri para formular las conjeturas anteriores
es que al haber probado el teorema se obtiene informacidén mds precisa de la
pardbola. Por ejemplo, se conocen el foco y la directriz. Con ayuda de esto, el
teorema se puede formular en términos de geometria sintética.

Teorema 2: sean L una recta, Q un punto fuera de L, PEL, LI la recta que
pasa por Qy P. Tome un punto Q'€L, y trace la recta perpendicular a LI que
pasa por Q’, llamdandole L. Por P, Q' y Q trace una perpendicular a L llamando
a estasrectas LS, L4yL5 respectivamente.SeanT, Sy R los puntos de interseccion
delasrectasLy L,;LyL,; L,y L, respectivamente. PorQ’ trace una perpendicular

alL,queintersecte a L,y L, enEy Vrespectivamente. Sean Fy W sobre L tales

que WV = VF = 0s” Seo L Io perpendicular a L que pasa por W e m’rersec’ro a
40'T

L, en U. Entonces L,y F son la directriz y foco de una pardbola con vértice en
V (Ver figura 4.34).
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Ls S\W\ V Q

N

Vg U E A w

Figura 4.34. Se debe probar que UR = FR.

Demostracion: la afirmacién equivale a demostrar gue UR=FR. Tenemos que:
FR* =VE* +(UR-2VF) ... (7)

De los tridngulos semejante PQ'T y PQS se tiene:

05 _VE .(8)

or 0OF

de lo cual se obtiene,
v = 50 grg-(9)
70
Sustituyendo el valor de VFy VE enla ecuacion (7) y desarrollando el binomio
se llega a:
2 2 2 4
o Qf +UR —URSS &5 -
or o'T 40'T

2 " 172
=UR2+SQ (QE —UR+FV).

oT\ 0T

Del trigngulo rectdngulo RQ'P se fiene QE’>=(PE)ER) y como PE=Q'T,
entonces de la ecuaciéon anterior se tiene

FR2 = UR2 +S7Q2(ER —UR _FV)(]O)
or

Por otro lado, ER-UR=-EU=-VW=-V. De esto se concluye lo afirmado por el
teorema.
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En el teorema anterior se tiene de hipdtesis que la segunda coordenada del
punto Q' no cambia; con esto en mente, surge una pregunta natural: squé
ocurre si esta hipdtesis se cambia por “la distancia de Q a Q' no cambia”?
Con el uso de Cabri Geometry uno tiene la oportfunidad de experimentar
y observar el comportamiento del lugar geométrico generado por R. Una
primera aproximacion muestra resultados como se ilustra en la figura 4.35,
y al parecer se frata de una pardbola; incluso la herramienta Ecuacion de
Cabri Geometry propone como resultado que se trata de una pardbola. Sin
embargo, examinado mds de cerca el comportamiento del lugar geométrico
generado por R, aparece una grafica, como se muestra en la figura 4.36, en
la cual se tiene un objeto que no parece una pardbola. Con estas evidencias
es natural preguntar: 3es una pardbola el lugar geométrico que describe R
cuando se mueve P en L2 Para precisar la respuesta, cambiando un poco la
notacién, procedemos como sigue.

Dados una recta L, un punto PEL, una circunferencia C de centro O&L vy
radio r, se construyen las rectas L que pasa porPy O,y L que pasa por Py
es perpendicular a L. Sean O€EL, OCQ L la recta Tongen’re a C que pasa por
Q, R el punto de interseccién de L, y L,. 3Es una pardbola el lugar geométrico
que describe R cuando se mueve P en L2 (Ver figura 4.35).

N

L
\ .

O |7

L,

Y

Figura 4.35. Lugar geométrico generado por R.

v
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Para determinar las coordenadas de R procedemos a encontrar las
ecuaciones de L,y C, las cuales son:

ko . (17)
y—k—h_t(x h)

(x-h)’+(y-k)Y’=r>..012),

respectivamente. Para determinarla ecuacion de L, encontramos los puntos
de interseccion de Cy L, alresolver el sistema formado por las ecuaciones (11)
y (12).

Sustituyendo y-k de la ecuacion (11) en la ecuacion (12) y resolviendo para
X obtenemos:

iehs rth=t) ...(13)
=1} + 1
Sustituyendo este valor de x en (11) y simplificando se tiene:

; ..(14)
y=k[li«/(h—t)z +k2]

Tomando los signos positivos en las ecuaciones anteriores, se tiene que las
coordenadas de Q son

T AP Ut 4
=) [ +\/(h—t)2+k2 +\/(h—t)2+k2

1

R

Figura 4.36. 3Es una pardbola el lugar geométrico generado por R?2
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Como L, es perpendicular a L, entonces la ecuacion de L, es:

Y=W =t;€h(x_xo)'"(]5)

de esto se tiene que la coordenada segunda de R se obtiene haciendo x=t
en la ecuacioéon (15), es decir, se tiene:

t-h
A (x =) + ¥,

y=
At P Cel) N TN O
k (h-t) +k° (h-t) +k°

(i)

=(]1€)((t—h)z+k2+r (h—t)2+k2)

Tomando los signos negativos en las expresiones para x y para y que se
obtuvieron al resolver el sistema de ecuaciones (11) y (12) se tiene:

y=(11€)((t—h)2+k2—r (h—t)2+k2)

De lo anterior se concluye que las coordenadas del punto R son
R=(t,}€((t_h)z+k2ﬂ (z—h)2+k2))

y es claro que no satfisfacen la ecuacion de una pardbola; sin embargo,
Cabri Geometry (version Il Plus) reporta que se trata de una pardbola.

Un aspecto que es de crucial importancia al usar herramientas
computacionales para resolver problemas matemdticos es lo concerniente a
los resultados que se obtienen, pues si bien un sistema computacional es una
herramienta poderosa, los resultados que se obtengan deben ser sometidos a
un examen riguroso y profundo para aceptarlos o rechazarlos. Por ejemplo, el
andlisis de esta tarea muestra que los resultados de Cabri Geometry Il Plus no
concuerdan con el andlisis algebraico realizado. Esto puede dar origen a una
exploracion a fondo del problema y preguntarse por la forma en que opera €l
software.

Cada una de las rutas que se trazaron en este ejemplo se desarrolld
alrededor de un eje conceptual. Al ejecutar la tarea usando tecnologia, estos
ejes se arficularon en un sistema robusto que permite interconectar diversos
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conceptos, lo que dio como resultado una comprension mas profunda de
éstos. En la primera fase de la trayectoria, el eje conceptual fue la formulaciéon
de problemas a partir de una configuracion dindmica; posteriormente, el eje de
cadaunadelasrutas que se derivaron de la tarea inicial fue el lugar geométrico
en dos de ellasy la optimizacion enla tercera. En una fase subsiguiente, cuando
se formuld la pregunta de coémo Calbri realiza transformaciones geométricas,
el eje conceptual fue la relacion entre los sistemas axiomdaticos del software
y de la geometria euclidiana. Al respecto, es importante mencionar que el
uso de una herramienta computacional para resolver problemas matematicos
lleva implicito el nivel de confiabilidad de dicha herramienta. Dick (2007:
1175) ha introducido el término “fidelidad matemdtica” y ha identificado
tres dreas en las cuales la falta de fidelidad matemdatica puede surgir: a) la
sinfaxis matematica, b) sub-especificacion en las estructuras matematicas v,
c) limitaciones al representar fendmenos continuos con estructuras discretas
y precision numérica computacional en procesos finitos. En esta linea de
ideas, Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez (2008) argumentan: "'sin embargo, estas
dreas pudieran no considerar aspectos relacionados con la confiabilidad...
pensamos que los resultados del sistema computacional que no concuerdan
con los resultados esperados se relacionan con los procesos internos de la
herramienta, en relacién con esto, se sugiere realizar un examen mads profundo
de la estructura matemdatica de la herramienta”.

4.5. Mecanismos articulados: una tarea a desarrollar

La tarea frata sobre un criterio que permite determinar si, en un mecanismo de
cuatro barras articuladas, una de ellas puede efectuarrevoluciones completas
conrespecto aalguna de lasrestantes. Este criterio se denomina Ley de Grashof
y se relaciona con propiedades de los cuadrildteros. Los mecanismos que
satisfacen la Ley de Grashof tienen importantes aplicaciones porque permiten
convertir el movimiento circular en un movimiento oscilatorio o viceversa. Este
tipo de conversidon de movimiento es Util para el funcionamiento de mdquinas
como, por ejemplo, la vagoneta manual (Figura 4.37).

Ley de Grashof: Considere un mecanismo plano de cuatro barras articuladas
en sus extremos. Sean s la longitud de la barra mds corta, | la longitud de la
barra mdas largay p y g las longitudes de las dos barras restantes. Al menos una
de las barras del mecanismo puede dar una revolucion completa si y solo si
l+s<p+q (Chang, Luy Wu, 2005).
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(b)

Figura 4.37. Vagoneta manual.

En esta actividad no se andliza el transito de la situacion real al modelo
matemdtico, sino que se cenfra la atencidén en las oportunidades para el
desarrollo de aspectos del pensamiento matemdatico que ofrece el fendmeno
ya simplificado y modelado matemdticamente.

La tarea. La tarea se divide en dos fases; la primera de ellas estd orientada a
que los estudiantes se familiaricen con el uso de algunos de los comandos de
Cabri, mediante la construccidn de casos particulares de cuadrildteros a partir
de cuatro segmentos de longitud dada. En esta fase se formulan preguntas
que ayuden a los estudiantes a reconocer que no siempre es posible construir
un cuadrildtero dados cuatro segmentos.

En la segunda fase se les da a conocer a los estudiantes que un mecanismo
de 4 barras no deformables y articuladas en sus extremos (un cuadrildtero
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de lados de longitud fija) se llama mecanismo de Grashof si al menos una de
las barras pueda dar una revolucion completa con relacidén a alguna otra
barra. A contfinuacion se les pedird construir ejemplos de cuadrildteros que
funcionen como mecanismos de Grashof y que formulen un criterio que les
permita determinar si un cuadrildtero dado funcionard como mecanismo de
Grashof, a partir de conocer alguna relacion entre las longitudes de los lados
del cuadrilatero.

Algunos casos particulares que se pueden proponer son: a) los cuatro
lados del cuadrildtero son iguales, b) el cuadrildtero tiene dos pares de lados
que son iguales, o ¢) un par de lados del cuadrilatero son iguales. Durante la
implementacion de la tarea es importante que se formulen conjeturas y que
proporcionen argumentos para justificarlas. Asimismo, se puede utilizar una
animacion tridimensional de un mecanismo como apoyo visual para que los
estudiantes comprendan el funcionamiento de un mecanismo arficulado de
cuatro barras tipo Grashof' (Figura 4.38). Esta animacion también puede ser
util para que los estudiantes identifiguen los nombres de los componentes del
mecanismo: la barra que puede dar revoluciones completas se denomina
manivela, la barra que presenta un movimiento oscilatorio se denomina
balancin, la barra que une dos manivelas o una manivela con un balancin se
denomina acoplador y la barra fija se denomina bastidor.

) o

@ \ y o ‘ ¥
\ s \ 1

/

\ a7 i
bt mt et ‘—.uu_.“\'_gﬁjj

Figura 4.38. Simulacion tridimensional de un mecanismo de Grashof.

Esta tarea posee un alta demanda cognitiva porque los estudiantes no
disponen de un procedimiento o algoritmo que puedan aplicar de forma
inmediata para obtener el criterio solicitado. Ademds, no hay una ruta
explicita o bien determinada para obtener una solucién. La tarea requiere
que los estudiantes exploren y entiendan conceptos, procesos y relaciones
matemadticas, que accedan a sus recursos y que los utilicen para avanzar en el
proceso de solucion; en resumen, la tarea requiere que los estudiantes *hagan
matematicas” (Smith y Stein, 1998).

1 Unaanimacidondeestetiposepuedeverenelenlacehttp://www.youtube.com/watch2v=aW0zZy72BLyA
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Primer episodio: entendimiento y exploracion de la tarea. En esta fase, los
estudiantes iniciardn el proceso de exploracion de la situacion tfratando de
construir un cuadrilatero a partir de cuatro segmentos (Figura 4.39). Un aspecto
que se debe considerar es la importancia de que los estudiantes se den cuenta
de que no siempre es posible construir un cuadrildtero dados cuatro segmentos.
Se puede proponer, por ejemplo, que traten de construir un cuadrilatero de
lados de 2, 3, 4y 11 centimetros. Lo anterior los puede llevar a conjeturar un
resultado andlogo a la desigualdad del tridngulo. El profesor deberd estar
atento a las dificultades que muestren los estudiantes y a las contrucciones
errdneas que elaboren, ya que es comun que construyan el cuadrilatero
de forma que uno de los lados no permanece constante. Como ya se ha
mencionado con anterioridad es importante promover que los estudiantes
justifiquen sus afirmaciones u observaciones y que las discutan con el profesor
y CON SsUs cCompaneros.

737 Coba Ghomitre §Phus - ligwra 1 ] = 8 |
T Archwe  Edctn OpOones Ventans  Sesdn  Ayuds o

[&] O] o] -x] 2= (A=)

Figura 4.39. Construccién dindmica de un cuadrildtero a partir de cuatro segmentos dados.

Posteriormente, los estudiantes ftienen que construir un cuadrildtero que
funcione como mecanismo tipo Grashof; en el caso de que se demoren para
encontrar un ejemplo de tal cuadrildtero se les puede sugerir que intenten con
un cuadrildtero de lados 2, 4, 5y 6, el cual es un mecanismo de Grashof con
un comportamiento del fipo manivela-balancin,? como el ejemplificado en la

animacion tridimensional mostrada a los estudiantes.

2 En un mecanismo de este fipo, una de las barras funciona como manivela y ofra funciona como
balancin que efectUa un movimiento oscilatorio en una trayectoria circular pero sin dar vueltas completas.
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Segundo episodio: elaboracion vy justificacion de conjetfuras. Una conjetura
general que podrian sugerir los estudiantes es que el hecho de que la manivela
gire revoluciones completas tiene que ver con la suma de longitudes de dos
de las barras y su comparacion con la suma de las longitudes de las otras dos.
El uso del comando Animacién vy la posibilidad de construir facilmente diversos
casos particulares permitird a los estudiantes formular diversas conjeturas, las
cuales es importante compartir y discutir en sesiones plenarias.

Algunos estudiantes pueden sugerir explorar el comportamiento de los
dngulos para encontrar relaciones entre las longitudes de los lados, los dngulos
y el hecho de que el cuadrilatero funcione como mecanismo de Grashof.
Los estudiantes también podrian agregar trazos auxiliares, tales como las
diagonales del cuadrildtero, y formular conjeturas a partir de las longitudes de
esas diagonales. Algunas conjeturas formuladas por estudiantes con los que se
ha llevado a cabo la actividad se muestran en la tabla 4.1.

Entre todas las barras, la barra mévil debe ser mas pequeiia que las otras

La suma de 2 lados debe ser igual a la suma de los otros dos

La medida del lado fijo y el que gira debe ser mayor que la del lado acoplador

La suma de las barras consecutivas debe ser igual a las otras dos, o que el de la manivela y
la de soporte sea igual que las otras dos

El lado mas grande es la base, la suma del lado base y la manivela tiene que ser menor que
la suma de los otros 2 lados

Que la suma de los lados A+B = C + D (Figura 4.39)

Tabla 4.1. Algunas conjeturas formuladas por estudiantes de primer semestre de una licenciatura en fisica.

Es importante notar que muchas de las conjeturas pueden no ser correctas,
pero esimportante que los estudiantes las formulen y que las pongan a prueba
durante la discusion plenaria. Asi, los estudiantes podrdn desarrollar habilidad
para buscar contraejemplos.

El dinamismo de las representaciones que es posible construir con el soff-
ware de geometria dindmica puede permitir a los estudiantes construir familias
de configuraciones a partir de las cuales formulen diversas conjeturas, medi-
ante aproximaciones empiricas y visuales. Trabajar en parejas o en grupos de
tres o cuatro personas favorecerd la discusion y el desarrollo de competencias
matemdaticas especificamente relacionadas con la formulacion de justifica-
ciones.
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4.6. Triadas pitagoéricas

Es bien conocido que el Teorema de Pitdgoras es uno de los resultados
mas discutidos y utilizados en diferentes dmbitos, sobre todo en la instruccion
matemdtica en los niveles bdsicos. Este resultado caracteriza a los tridngulos
rectangulos y por este hecho su uso y aplicacion concierne de manera natural
a la geometria. El enunciado del feorema en términos geométricos es: en un
friangulo de lados a, b y ¢ con dngulos opuestos A, B y C respectivamante,

el dngulo en C esrecto < a* +b> =¢’.
No obstantes las caracteristicas geométricas del resultado, las conexiones

conaspectosaritméticossonsobresalientesypuedenserunpuntoimportante
para establecer vinculos con problemas aritméticos profundos. Un punto de
partida para iniciar la discusion aritmética de la ecuacion 2 4 p? = 2 consiste
en suponer que los valores que toman las variables a, b y ¢ son enteros
positivos. Con esto tfenemos la definicion.

Definicion: una friada de enteros positivos (a, b,c)se llama friada pitagodrica
(TP) si o’ +b’ =c’. Si una fiada pitagdrica satisface que el maximo comun
divisorde a,bycesuno, sele llama primitivayla denotaremosTPP. Posiblemente
elejemplo mds conocido de TP eslatriada (3, 4, 5). Esta triada fiene propiedades
importantes. Una de ellas es que sus componentes son enteros consecutivos.
Con esto en mente, surge la pregunta: “scudntas TP hay cuyos componentes
sean enferos consecutivose” En términos algebraicos, la pregunta se traduce
a: cudntos enteros positivos a existen tales que o’ + (a+1) = (a +2)¢ Desarrollando
los binomios y simplificando se llega ala ecuacion a® -2a-3=0, cuyas soluciones
son -1y 3; esto se fraduce diciendo que las Unicas TP de enteros consecutivos
son (-1,0, 1) y (3, 4, 5). Otra pregunta de importancia es: 3coémo se obtienen
todas las triadas pitagoéricase Para abordar esta pregunta le cambiaremos de
nombre a las variables y transformaremos la ecuacion
X’ +Y*=Z"enx’ + y* =1,aldividir entre Z, suponiendoque Z = 0. En la nueva ecuacioén se

tiene x=£yy=£ La ventgja de la nueva ecuacion es que la podemos
z z

considerar como la ecuacion de una circunferencia de radio 1 centrada en el
origen de coordenadas. Entonces, encontrar soluciones enteras de la ecuacion
X*+Y’ =27 es equivalente a encontrar soluciones racionales de la ecuacion
x’+y*=1. Elmétodo que proponemos para encontrar las soluciones racionales
de la ecuacién x’+y* =1 nos permitird encontrar conexiones con geometria,
aritmética y trigonometria.
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Figura 4.40. Circulo unitario.

Consideremos la recta que pasa por el punto (-1,0) y tiene pendiente f.
Esta recta intersecta a la circunferencia de ecuacion x* + y* =1 en dos puntos;
uno de ellos es (-1,0) y el ofro puede ser encontrado resolviendo el sistema
x> +y* =1, y=t(x+1). Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera se obtiene
x* +2%(x+1) =1; esta Ultima ecuacién se fransforma en:

x2 =1+ (x+1) =(x+1)(x—1+t2(x+1))
= (x+1)(x(1+12)+t2 —1)'
-0,

1-1¢
1+1¢
2t

2

2
porlo que las solucionesson x=-1vy x = —. Sustituyendo el Ultimo valor de

Dado que buscamos valores

x en y=tx+1) y simplificando se tiene v=s

racionales de x y y, de las expresiones para x e y en términos de t, se tiene que

esto ocurre < t es racional. Supongamos que ;=" es un racional, conmy n
n

rimos relativos, entonces 1 m—z 2
P ' -2 2 o -m? 2t n 2nm
x_l 2 2 2 2 y= ) = =7, 2
+t m n- +m 1+¢ m no+m
1+72 1+*
n n
. X Y . X n-m
Recordando que x e y estan dados por x=-, y = , %€ tiene que = = ”2 mz
n +m

Y 2nm | Estas ecuaciones equivalen a:

Z n’+m’

)(2(112 +mz)=Z(n2 —mz) *y Y(n2 +m2)=2ng (**)
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Dado que mynson primosrelativos, el maximo comun divisorde m’ +n* yn® - m’
es 1 o 2. Para determinar los valores de X, Y, Z, analizaremos los dos casos
posibles.Iniciamosconelcasoenque elmdaximo comundivisorde m* +n* yn® —m’
es 2, entonces n’-m’=2Dyn’+m’=2D, con DyD, primos relativos. De la
ecuacion (*) se fiene 2XD, =2DZ= XD, =DZ. Como X, Z'y DyD, son primos
relativos, entonces x = Dy Z = D,. De esto se obfiene n*> —-m?> =2X y n* +m’> =2Z7.

Usando (**) y #»’+m*>=2Z se fiene Y(n2+m2)=2ng=mn(n2+m2)=>Y=mn.

También se tiene que »’ -m* =2X implica que 2 divide a n-m o 2 divide a n+m.
Si por ejemplo, 2 divide a n-m, entonces n-m=2q y de esto n+m=2(g+m),

n—m n+m

probando que n-m y n+m son pares. Definiendo n, = y m, = se tiene

4nm, =n* —m’. Esto Ultimo junto con »’-m’=2X lleva a X =2mn,. De las
definiciones de n, y m, se llega @ n=n, +m, y m=m, -n,, de lo que se obtiene
n>+m’ =2(n1 +m, ) Esto Ultimo, combinado con »’ +m* =27, llevaa Z =n’ +m’. De
n=n+m Y m=m —n S€liene que Y =mn=m -n;.

Resumiendo, enelcaso que elmaximo comundivisorde m’ +n’ yn® —m’ s€a2,se
tiene que existen enterosn, y m, talesque X =2mn,Y =m -n’ yZ=m -n} (***).
Si el méximo comun divisor de m* +n’ yn’ —m* €s 1, enfonces de manera directa
se obtiene que X=n’-m’, Y=2mn 'y Z=p"+m’ (****). Es importante notar la
analogia entre las ecuaciones (***) y (****). De esto se concluye que las triadas

pitagdricas son de la forma (2mn,m2 -n’,m’ +n2) o) (m2 —-n’,2mn,m’ +n2).

Una consecuencia del método que hemos utilizado para encontrar las
triadas pitagodricas usando una parametrizacion del circulo unitario por medio
de funciones racionales, tiene aplicaciones en el cdlculo de primitvas de
funciones racionales del seno y coseno de un dngulo. De manera mds precisa,
calcular una integral de la forma fR(sen(a), cos(6)l6, en donde R(sen(), cos(6)) €3
una funcidén racional, se puede reducir a calcular una integral de una funciéon
racional en una variable.

Si en la figura 4.40, consideramos el segmento definido por el origen vy el
punto de coordenadas (x, y), considerando el dngulo definido por tal segmento
y el eje horizonta,l se tiene: y =sen(d) € x = cos(d) y tan(g) - +. Dela Ultima igualdad

2dt

;"

2t
1+t

6 =2tan"' (). Derivando a @ respecto de f se tiene d6 = Usando y =

Y
1+1 ’

y las ecuaciones anteriores se llega a
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1+¢7 1+¢°

[Rlsen(6).cos(0)ki0 - [R ( 2 mz) 21

Note que el infegrando es una funcion racional en t y calcularla se reduce
a descomponerla en fracciones parciales e integrar con las técnicas de
fracciones parciales.
1+sen(9)
Ejemplo: calcular la integral 1= fid
1+c0s(6?)

descomponer como Io sumo de dos integrales:

6. Notemos que | se puede

HLH(Q) sen(¢ La primera integral se calcula
fl+COS f1+COS f1+cos
directamente y la segunda la calculamos usando las ecuaciones dé = lzdtz y
+1

—-t* . En detalle:

t2

cos(ﬁ) =

2dt

Y )
f1+cos(t9)_f1+1—t _f1+t +1- fdt_t'

1+¢°

inizs)?:) = —In(1 + cos(9)).

1+ sen(ﬁ )

De las igualdades anteriores se tiene que fl (g)de = —ln(1+cos(6’))+tan(§).
+ COS

4.7. Irracionalidad de /2

En teoria de numeros, las extensiones cuadrdticas de los nUmeros racionales
han jugado un papel central desde la época de Gauss, particularmente,
conocer las unidades del anillo de enteros de una extensidon cuadrdtica es un
problema central. Para los campos reales, este problema se resuelve mediante
las soluciones de la Ecuacion de Pell: x* —-dy* =+1. En esta actividad se hace una
discusidon de la irracionalidad de /2, y su conexidon con las soluciones de la
ecuacion de Pell, desde un punto de vista diddctico. De manera mads precisa,
se resalta la importancia de la estructura conceptual del profesor® y del uso
sistematico de herramientas computacionales en el desarrollo del pensamiento
matemadtico de los estudiantes.

Uno de los principales temas en el estudio del cdlculo de una variable
real es la discusion de los diferentes sistemas numéricos y sus propiedades.

3 Porla estructura conceptual del profesor se entenderd la forma en que los conceptos disciplinares,
la concepcion del aprendizaje, de una comunidad de aprendizaje y de los estudiantes como individuos
que consfruyen conocimiento se organizan en la mente del profesor.
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En esa discusion, uno de los aspectos que resulta dificil de comprender para
los estudiantes es el hecho de que existen nUmeros que no son racionales; es
decir, que no pueden expresarse como un cociente de dos nUmeros enteros.
Uno de los mds importantes de estos ejemplos es /2, cuyo descubrimiento, de
acuerdo con los historiadores, causé desconcierto entre los miembros de la
Escuela Pitagdrica, pues uno de sus principios establece que “Todo es nUmero”’;
esto, por supuesto, fiene su origen en las concepciones filosoficas que sostenia
dicha escuela.

En diversos textos en los que se analiza la irracionalidad de /2, su justificacion
se lleva a cabo mediante un argumento por confradiccion (Spivak, 1996;
Courant y Robbins, 2006), que, de acuerdo con algunos historiadores, fue
empleado por los griegos. Sin embargo, consideramos que esta aproximacion
no ilustra algunos aspectos aritméticos importantes relacionados con la
iracionalidad de /2, entendiéndose por esto que el hecho de que /2 sea
iracional es equivalente a que la ecuacion x*=2y* no tenga soluciones
enteras no friviales (es decir x=0, y=0). Es interesante notar que también este
problema es equivalente a la inexistencia de tridngulos rectangulos isdsceles
con lados enteros.

Con las ideas anteriores en mente y desde una perspectiva didactica, se
puede preguntar: ses posible desarrollar rutas de instruccidén que estructuren
las ideas anteriores para demostrar la irracionalidad de /2 y que conecten
diversos conceptos matemdticos?, sen qué medida esas posibles conexiones
permiten al estudiante construir una red conceptual acorde con los principios
de la disciplina2, zen qué forma la discusion en el aula puede ayudar al
estudiante a construir conocimiento matematico?

La tarea: se propone a los estudiantes construir una tabla de tres columnas,
en una de las cuales se colocan los cuadrados y en la otra el doble de los
cuadrados de los nUmeros naturales (Figura 4.41). Mediante la observacion de
la tabla, se buscd que los estudiantes identificaran que la segunda vy tercera
columnas no tienen elementos comunes, es decir, que la ecuacion x* =2y* no
tiene soluciones enteras. Se puede sugerir que los estudiantes construyan la
tabla en Excel y observen que no hay nUmeros en comun en las columnas B y
C, es decir, no hay nUmeros enteros x y y tales que x* -2y* =0.

A continuacion se puede observar que, a pesar de que no hay niumeros
comunes en ambas columnas, “hay nUmeros que son casi iguales”, es decir,
nUumeros cuya diferencia es 1; por ejemplo, 1y 2, 9y 8, 49 y 50, 289 y 288,
efcétera. Lo anterior significa que existen nimeros enteros x y y que satisfacen
las ecuaciones x*-2y* =10 x* -2y’ =-1.
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A | B | ¢ |

1 n % 2y
2 1 1 2
3 2 4 8
4 3 9 18
5 4 16 32
B 5 25 50
7 6 36 72
8 7 49 98
9 8 64 128
10 9 81 162
11 10 100 200
12 1 121 242
13 12 144 288
14 13 169 338
15 14 196 392
16 15 225 450
17 16 256 512
18 17 289 578
19 18 324 648
20 19 361 722
21 20 400 800
22 21 4M 882
23 22 484 968
24 23 529 1058
25 24 576 1152
26 25 625 1250
27 26 676 1352
28 27 729 1458

Figura 4.41: Tabla de cuadrados y dobles de cuadrados.

sQué elementos, en el sentido del pensamiento matemdatico, emergen all
discutir la tarea con el uso de ésta herramienta? Aunado a que Excel facilita
los cdlculos, puede fomentar el que los estudiantes centren la atenciéon en la
bUsqueda de patrones aritméticos (Borwein y Bailey, 2003). Mediante la
observacion de la tabla se puede conjeturar que la ecuacién x* -2y* =0 no
tiene soluciones enteras, lo cual equivale a decir que no existen numeros
enterosxyytalesque x* _ oque -/2 noesunnUmeroracional. Adicionalmente,

2

y

la herramienta puede ayudar a explorar las soluciones enteras de la ecuacion
x’ -2y* =1 (ecuacion de Pell), la cual puede ser una plataforma que puede
conducir a una discusion de fracciones contfinuadas, tfema de gran interés
desde el punto de vista prdcticoy tedrico en diversas ramas de las matemdticas.

=2
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Con base en la tabla 1 se puede determinar que x=3 y y=2; asi como
x=17y y=12, son soluciones de la ecuacion x* -2y* =1. Con esto como punto
de partida se puede preguntar: sexisten ofras solucionese, 3c6mo se pueden
calcular?, 3qué tipo de estructura tienen las soluciones?

Conexiones: para responder a las preguntas anteriores y establecer
conexiones se puede sugerir a los estudiantes desarrollar la expresion (3 + 2@)2,
obteniéndose como resultado 17+1242 y a partir de esto observar que
(17+12:2)17-12.2)=1, es decir, 172-2(12} =1. Este resultado a su vez puede
conducir a plantearse preguntas del tipo: ses cierto que toda potencia entera
positiva de 3+242 se puede expresar COmo x, +yn\/§, con x, y y, entferos

positivose, scudl es el menor nuUmero positivo de la forma x + y\/f talquexyy
sean enteros positivos y que x* -2y° =12, zcudl es el comportamiento de los
cocientes a, =*» cuando n crece?
Y
Ejercicio. Usando el binomio de Newton, explique por qué (3 + 2&7 se puede
escribir en la forma x, +yn\/§, con x, y y, enteros positivos. Justifique que la

pareja (x ,y, ) es soluciéon de la ecuacién x? -2y* =1.

Para conocer el comportamiento de los cocientes ¢ = cuando n crece
Y

se puede hacer uso de un CAS y una hoja electréonica de cdlculo.

(a) A B [ c [ D [
n Xn ¥n &n= Xp/¥n
1 1 1 1
2 3 2 1.5
3 7 5 1.4
4 17 12 1.416666666666670
5 41 29 1.413793103448280
6 99 70 1.414285714285710
7 239 169 1.414201183431950
8 577 408 1.414215686274510
9 1,393 985 1.414213197969540
10 3,363 2,378 1.414213624894870
11 8119 5,741 1.414213551646050
12 19,601 13,860 1.414213564213560
13 47,321 33,461 1.414213562057320
14 114,243 80,782 1.414213562427270
15 275,807 195,025 1.414213562363800
16 665,857 470,832 1.414213562374690
17 1,607,521 1,136,689 1.414213562372820
18 3,880,899 2,744,210 1.414213562373140
19 9,369,319 6,625,109 1.414213562373090
20 22,619,537 15,994 428 1.414213562373100
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Area RPS

(b)

2

Area RPS=12.443 cm

RP=4.18 cm

Figura 4.42. Integracién del uso de dos herramientas digitales para determinar el comportamiento de los
cocientes a, = I

Y
Con base enlafigura 4.42, los estudiantes pueden observar que los cocientes
Y se aproximan a +/2 cuando n crece. Estas evidencias pueden emplearse
Y
como motivacion para exhibir argumentos formales que justifiguen el
comportamiento numérico observado en la figura 2.

Presentacion de argumentos formales. Existen diferentes pruebas de la
iracionalidad de /2 ; una de ellas se basa en el principio del descenso infinito
propuesta por Fermat (Edwards, 1977: 8). Sin embargo, existe una prueba cuyos
argumentos pueden ser reconstruidos con relativa facilidad por los estudiantes
y que hace uso del teorema fundamental de la aritmética. El desarrollo del
procecso de argumentacion puede iniciar con la pregunta “spor qué la
ecuacion x? =2y’ no tiene soluciones enteras diferentes de cero2”

El teorema fundamental de la aritmética establece que todo nUmero entero
x se puede factorizar de forma Unica (salvo el orden) como producto de primos.
Posteriormente se puede orientar a los estudiantes para que justifiquen que el
cuadrado de todo nUmero entero x distinto de cero y =1 tiene un niUmero par
de factores primos. Si x tiene k factores primos, entonces x? tiene 2k factores
primos y dado que 2 es primo, entonces 2x* tiene 2k+1 factores primos; en
otfras palabras, el cuadrado de un entero distinto de 0y de x1 siempre tiene un
numero par de factores primos, mientras que el doble de un cuadrado tiene
un nUmero impar de factores primos, de lo que se concluye que la ecuacion
x> =2y* no tiene soluciones enteras distintas de cero. Con estas ideas en
mente, el resultado se puede generalizar, esto es, se puede probar que la raiz
cuadrada de un entero mayor que uno, libre de cuadrado, es irracional; mds
aun, se puede demostrar que la raiz n-ésima de un entero mayor que uno libre
de potencia n-ésima es irracional.

a, =
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Vision retrospectiva, generalizacion y extension de resultados. Regresando all
problema original, 3qué quiere decir que hay niumeros en las dos columnas
que “casi son iguales”? Esto se puede interpretar diciendo que el cociente de
la posicién de esos nimeros en la tabla es casi /2, como se observa en la
figura 4.42. La justificacion del resultado es la siguiente: x, y y, satisfacen la

2
., , X 1 ,
ecuacion x,* -2y, =1, de donde se tiene (—) -2=— ademds, como X, y »,
Yn Yn
1 X
crecen conforme n crece, —; converge a cero, por lo que == converge a ~/2

Y Yn

En este momento de la discusidon puede aparecer la sugerencia de cambiar
el primo 2, por el primo 3y encontrar soluciones enteras ala ecuacion x> - 3y* =1
; en general se puede considerar discutir la ecuacion x* - py* =1 (Ecuacion de
Pell). Dada la generalidad del problema vy las caracteristicas aritméticas de la
ecuacion se puede considerar el uso de un software como SAGE (Software for
Algebra and Geometry Experimentation) para llevar a cabo el andlisis de la
ecuacion de forma mdas eficiente (Stein, 2006), debido a sus facilidades para
abordar problemas aritméticos.

En este software es posible elaborar un programa que tenga por entrada un
nUmero primo p y un entero positivo n, y por salida: a) la menor solucion (x,, y,)
delaecuacién x* - py* =1, en el sentido de quessi (x, y) es ofra solucion, entonces

X, +yo/p <x+y/p. b) las parejas (x,,y,) que se obtienen de (xo +y0@)r =x,+y,/p

x}’l

, C) el cociente a, =~ y d) una aproximaciéon de \/;

n

Con el uso del programa en SAGE, los estudiantes pueden conjeturar que la
ecuacion de Pell tiene solucion para cada primo, ademds de que las soluciones
se obtienen tomado potencias de la menor soluciéon (x,,y,) Y que el cociente
a, = Y converge a \/; Estas observaciones pueden motivar una segunda

n

etapa de justificacion de resultados, la cual es el punto de partida para discutir
conceptos tales como fracciones confinuadas, unidades en un campo
cuadrdtico real y soluciones de la ecuacion de Pell.

4.8. Teselaciones

Entre las expresiones artisticas de diversos pueblos de la antigiedad ha
destacado la utilizacion de patrones geométricos en la decoracion de
pisos, paredes, alfombras, ceradmica, etcétera. Una de estas expresiones son
los mosaicos, que, de acuerdo con el diccionario de Maria Moliner, son un
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“trabajo artistico hecho acoplando sobre una superficie trozos de piedra,
vidrio, cerdmica, etc., de distintos colores, de modo que forman figuras”.

Figura 4.43. Algunos ejemplos de mosaicos.

Un mosaico o teselacion, en términos geométricos, es un recubrimiento
de una regién plana con un conjunto de piezas, tfambién planas, llamadas
teselas (del latin tessella) las cuales no se sobreponen, ademds de que
no existen espacios vacios entre ellas. Analizar desde un punto de vista
matemdatico a las teselaciones puede dar lugar a la formulacion y resolucion
de problemas relacionados con poligonos y transformaciones del plano tales
como rotaciones, fraslaciones y reflexiones, ya que la simetria en un diseno
geométrico generalmente se traduce en armonia visual.

sPor qué es relevante el estudio de teselaciones en términos del desarrollo
de competencias geométricas? De acuerdo con el NCTM (2000), en el nivel
bachillerato los estudiantes deben tener oportunidades para explorar y
descubrir relaciones entre figuras geométricas. Particularmente, al analizar
las propiedades de diversos poligonos adquirirdn la habilidad para comparar
y clasificar formas. Ademds, se propone que los estudiantes lleven a cabo
exploraciones cada vez mds independientes en actividades que les permitan
desarrollar un entendimiento profundo de ideas tales como fransformaciones
y simeftria. Por otra parte, se considera que para que el profesor pueda ofrecer
estas oportunidades de aprendizaje a sus estudiantes, €l mismo debe haberse
enfrentado en algin momento a experiencias similares (Ball y Bass, 2003), las
cuales le permitan reflexionar sobre su propio proceso de aprendizaje y asi
poder entender cdmo aprenden sus estudiantes.

Teselaciones del plano con poligonos regulares. De acuerdo con
algunos historiadores, la primera investigacion matematica, histéricamente
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documentada, sobre teselaciones se debe a Johannes Kepler en su libro
Harmonices Mundi (1619, Libro Il, proposicion XVIIl), en el que muestra que
los Unicos poligonos regulares con los que se puede teselar el plano son el
tridingulo, el cuadrado y el hexdgono (Figura 4.44).

(a) (b)

Figura 4.44. Teselaciones regulares con poligonos regulares.

Ejercicio: explique por qué no es posible teselar el plano con pentdgonos
regulares.

Dado un perimetro fijo, scudl de los tres poligonos regulares que teselan el
plano y tiene ese perimetro abarca la mayor drea? A partir de algunos cdlculos
algebraicos se puede concluir que el hexdgono es el poligono regular que
abarca la mayor drea (realice los cdlculos). 3El resultado anterior tiene alguna
relacion con la forma de los panales que construyen las abejas? (Figura 4.45).
Se considera que esto es asi: las abejas construyen celdas hexagonales porque,
dado un perimetro fijo, el hexdgono es la figura que deja un mayor espacio
para la colocacion de la miel. Papus de Alejandria fue un matemdatico que se
interesd por este problema y demostré que entre los poligonos regulares que
poseen el mismo perimetro se logra encerrar mdas drea en aquéllos con mayor
numero de lados. Entonces, al construir las celdas de forma hexagonal, con
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la misma cantfidad de cera, logran una mayor superficie que si construyeran
celdas cuadradas o triangulares (Academia de Ciencias de Morelos, 2008).

Figura 4.45. Celdas hexagonales de un panal.

Las teselaciones con poligonos regulares no son las Unicas teselaciones
posibles a partir de una sola tesela. Si se elimina la restriccion de que las teselas
sean poligonos regulares, sin mucho esfuerzo, uno puede darse cuenta de que
es posible teselar el plano utilizando rectdngulos o paralelogramos. gPor qué es
posible teselar el plano con cualquier paralelogramo?

sQué poligonos teselan el plano? Se ha demostrado que ningun poligono
convexo* de mds de seis lados tesela el plano (Gardner, 1988; Schattschneider,
2007), por lo que soélo resta investigar la pregunta para los poligonos de 3, 4, 5
y 6 lados. Se puede demostrar que cualquier tridngulo y cuadrildtero, incluso
cuadrilateros concavos, teselan el plano (Sugimoto y Ogawa, 2006). El caso
del hexdgono lo resolvio en 1981 K. Reinhardt en su tesis doctoral elaborada en
la universidad de Frankfurt (Gardner, 1988: 165).

Ejercicio: explique por qué es posible teselar el plano con cualquier tridngulo

Ejercicio: explique por qué es posible teselar el plano con cualquier
cuadrilatero convexo.

La teselacidn dual de una teselacidon dada es aquélla que se forma
conectando los centros de los poligonos que rodean a cada vértice. 3Cudles
son los duales de las teselaciones con poligonos regularese Si ahora se permite
usar mdas de un poligono regular para teselar el plano, gcudntas posibles
teselaciones diferentes se pueden formare Explore esta pregunta utilizando
el manipulativo virtual que puede encontrar en la direccion electronica
http://nlvm.usu.edu/es/nav/frames_asid_163_g_1_t_3.html2open=activities,
yfrom=topic_t_3.html

4 Un poligono convexo es un poligono que no tiene dngulos mayores de 180°.
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Figura 4.46. Posibles formas de colocar poligonos regulares alrededor de un vértice (parte 1).
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Figura 4.47. Posibles formas de colocar poligonos regulares alrededor de un vértice (parte 2).

150



Se dice que una teselacion es semirregular si estd formada por distintos fipos
de poligonos, pero en cada vértice inciden los mismos poligonos, en el mismo
numero y en la misma disposicion. Se puede verificar que existen 21 formas de
colocar poligonos regulares alrededor de un vértice (Ling, 2004: 19-20), tres
de las cuales corresponden a las teselaciones regulares (Figuras 4.46 y 4.47).
Sin embargo, sélo es posible extender 8 de estas configuraciones (ademds de
las teselaciones regulares) de forma que cubran el plano. Las 8 teselaciones
semirregulares corresponden a las disposiciones: a) 4.8%, b) 32.4.3.4, c) 3.6.3.6,
d) 3'.6,€e) 4.6.12.6,f) 3.4.6.4,g) 3.12.12y h) 3°.4%.

Como en el caso regular, puede obtenerse de cada teselacion su dual.
Por ejemplo, si se obtiene el dual de la configuracion 3%4.3.4 se obtiene una
teselacion con pentdgonos; sin embargo, los pentdgonos no son regulares ni
la teselacion es regular, ya que en algunos vértices inciden tres pentdgonos y
en ofros vértices inciden cuatro (Figura 4.48).

Figura 4.48: Teselacion 32.4.3.4 y su dual.

El problema de caracterizar a todos los pentdgonos convexos que teselan
el plano es un problema aun no resuelto (Schattschneider, 2007; Sugimoto y
Ogawa, 2000).
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Carituo V
Evaluacion del aprendizaje

La evaluacion constituye un elemento fundamentalen el proceso educativo, ya
que esun medio para favorecer el aprendizaje de los estudiantes (NCTM, 2000).
Lastareas, actividades o problemas utilizados enla evaluacion pueden tfransmitir
un mensaje a los estudiantes acerca de los conocimientos y habilidades que el
profesor considera relevantes y, en consecuencia, afectar el nivel de esfuerzo,
el tiempo y las acciones que dediguen al estudio de un tema o materia. Es
importante que en el proceso de evaluacion se utilicen actividades similares a
las empleadas durante el proceso de instruccion, mediante las cuales se pueda
determinar el nivel en que los estudiantes desarrollaron procesos relevantes del
pensamiento matemdatico. Para llevar a cabo la evaluacion resulta importante
el uso de técnicas tales como observacion, entrevistas o conversaciones con
los estudiantes mediante las cuales se favorezca la interaccion personal entre
los estudiantes y el profesor, para que éste tenga oportunidad de conocer
la forma en que los estudiantes llevan a cabo procesos fundamentales del
pensamiento matemdtico, entre los que se encuentra el razonamiento, la
organizacion de informacién, la implementacion de procedimientos rutinarios
o algoritmicos, la resolucidon de problemas o la formulacion de problemas
nuevos, entre ofros.

Para determinar qué es lo que ha comprendido un estudiante es preciso
entender profundamente el material que se va a ensenar (matemdadticas) y
los procesos de aprendizaje (epistemologia). Esta comprension deberd estar
directamente relacionada con los conceptos especificos que se ensenan
(Shulman, 1987). Asi, es importante hacer una distincion entre calificacion y
evaluacion. Cadlificar consiste en asignar un nuUmero, cantfidad o letra que
se considera una medida de cudnto ha aprendido un estudiante, mientras
que evaluar implica analizar el desempeno y los avances de un estudiante,
reflexionar sobre este desempeno e interpretarlo en funcidén de los factores
o variables que pudieron haber incidido en el desarrollo intelectual del
estudiante. La evaluacion es fundamentalmente un acto de reflexion que
permite al profesor ofrecer recomendaciones y sugerencias a los estudiantes.
Por otra parte, la evaluacion también puede apoyar el andlisis de la propia
practica docente del profesor.
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La evaluacion, mdas que las tareas o métodos utilizados para recolectar
informacién acerca de los estudiantes, consiste en elaborar inferencias sobre
su nivel de aprendizaje, fomar decisiones e implementar acciones didacticas
con base en esa informacion. El foco de la evaluacion puede ser obtener una
instantdnea del desempeno de los estudiantes en un momento determinado
(evaluacion sumativa), pero también puede ser utilizar la informacion obtenida
y el proceso de reflexion con el objetivo de modificar las aproximaciones
de ensenanza (evaluacion formativa) [Callingham, 2010]. Algunas de las
herramientas que pueden ser de utilidad durante el proceso de recoleccion
de informacion para llevar a cabo la evaluacion son las guias de desempeno,
rubricas, bitdcoras, portafolios de evidencia o la grabacién (en audio o video)
de las discusiones realizadas por los estudiantes durante las clases o sesiones
de trabagjo.

Para asegurar que el aprendizaje de los estudiantes favorezca el desarrollo
del pensamiento matemadtico, la instruccion y la evaluacion deben integrarse
de tal forma que esta Ultima sea un componente integral de las actividades de
la clase. Cuando se dispone de informaciéon Util acerca de los avances en el
aprendizaje de los estudiantes, se tienen mejores condiciones para establecer
objetivos o metas de instruccion fundamentadas. Ademdas, las decisiones
diddcticasquelleve acaboelprofesor (cudndo abordardeterminado concepto
0 qué tipo de tareas resultan apropiadas para promover el aprendizaje de los
estudiantes) estaran basadas en lo que conocen los estudiantes y en aquello
que necesitan aprender (NCTM, 2000).

5.1. Actividades realizadas por el profesor durante la evaluacién

El proceso de evaluacion puede requerir que el profesor lleve a cabo diversos
fipos de actividades, las cuales van desde la toma de notas a partir de
observaciones realizadas durante el transcurso de la clase hasta entrevistas
en las que los estudiantes proporcionen una opinion libre sobre algun tema
o resuelven problemas. Como un elemento central de estas actividades, el
profesor debe proporcionar retroalimentacion, consejos y recomendaciones
para la mejora del desempeno de los estudiantes. Algunos autores clasifican
a las actividades que se llevan a cabo con fines de evaluacion en formales e
informales (Clarke, 1992); ofrosdenominanalasactividadesformales actividades
organizadas (Ginsburg, 2009). Entre las actividades formales (u organizadas) se
incluyen aguéllas en las que se detiene o interrumpe el proceso de instruccidn
para todo el grupo mientras se lleva a cabo la actividad de evaluacion. Las
actividades informales son aquéllas que se llevan a cabo de forma paralela
al proceso de instruccién, por ejemplo, cuando el profesor pregunta de forma
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espontdnea al estudiante acerca de las razones de utilizar un procedimiento o
dar una respuesta.

Funcion de las actividades informales de evaluacion. De acuerdo con
Clarke, Clarke y Lovitt (1990), las actividades informales de evaluacion,
principalmente |las observaciones que el profesor realiza directamente durante
la clase, ofrecen informacion valiosa que puede emplearse para sustentar
las actividades formales de evaluacion tales como las pruebas escritas o las
entrevistas con los estudiantes. Una caracteristica de las actividades informales
es que no se llevan a cabo de forma estructurada y la informacion que se
obtiene a partir de ellas no se registra de forma sistemdtica. Algunas de las
actividades, formales e informales, que el profesor puede utilizar con motivos
de evaluacion son (Grimison, 1992):

Observacion del trabajo de los estudiantes durante la clase. Se lleva a cabo
durante las tareas de resolucidon de problemas. Este tipo de actividad puede
proporcionar informacioén valiosa relativa a las habilidades de los estudiantes,
acerca de sus formas de razonamiento, actitudes y creencias. Se puede
complementar la informacion de esta actividad mediante la realizacidon de
preguntas por parte del profesor que permitan clarificar las formas en como
los estudiantes piensan o razonan. El registro de estas observaciones se puede
llevar a cabo mediante la escritura de notas de campo al final de cada una
de las clases.

Registro de eventos relevantes. Consiste en que el profesor tome notas
en las que identifique situaciones significativas ocurridas durante la clase. Se
puede tener una lista de habilidades, comportamientos o actitudes que se
desea promover en los estudiantes y registrar aquellas ocasiones en que las
actividades de instrucciéon favorecieron el desarrollo de esas habilidades o
actitudes. Las rubricas o listas de cotejo son herramientas que pueden ser Utiles
para llevar a cabo el registro de estos eventos relevantes.

Preguntas de exploracion. Las preguntas formuladas durante la clase
representan una de las mejores oportunidades para conocer si el estudiante
estd desarrollando un aprendizaje con enfendimiento. Las preguntas ademads
apoyardn a que el estudiante problematice su aprendizaje, al formularse a si
mismo preguntassimilares alas planteadas por el profesor. Lo anterior favorecerd
una actitud inquisitiva que a su vez promueva el aprendizaje independiente.

Entrevistas. Permiten analizar el grado de entendimiento del estudiante
acercadeunconceptooideamatemdtica. Lasentrevistas permiten determinar
si el estudiante Unicamente ha memorizado algoritmos o procedimientos o siha
desarrollado un entendimiento conceptual. Durante la entrevista, el profesor
formula hipdtesis e interpretaciones relativas al desempeno del estudiante o
nivel de comprension que ha alcanzado, a partir de analizar su actividad de
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resolucion de problemas; ademdas, tiene la oporfunidad de realizar preguntas
para obtener informacidn que le permita sustentar o refutar esas hipdtesis. Las
entrevistas pueden llevarse a cabo de forma individual o en pequenos grupos.
Esta Ultima forma de trabagjo fiene la ventaja de que los estudiantes pueden
socializar diversos puntos de vista para abordar un problema o las estrategias
para resolverlo.

Portafolios del frabajo de los estudiantes. Consiste en una coleccion
representativa del trabagjo llevado a cabo por cada uno de los estudiantes. Es
importante que el tipo de materiales que se colecten en el portafolio incluyan
los sugeridos por el profesor y por los estudiantes.

Bitdcora. Es un registro escrito, que se lleva periddicamente, de las ideas o
impresiones de los estudiantes respecto de una actividad o de sus avances en
el aprendizaje de un tema o concepto; se realiza una vez finalizada la actividad
y permite deasollar una actividad reflexiva.

Revistas. Material elaborado a partir de articulos escritos por los estudiantes
de forma individual o en pequenos grupos. En cada uno de los articulos se
busca capturar las reflexiones de los estudiantes después de haber llevado a
cabo un proceso de investigacion.

Actividades de descubrimiento e investigacion matematica. Se propone
un problema o actividad a los estudiantes en la que se les proporcionan
oportunidades para poner en prdctica sus habilidades de resolucidon de
problemas. Los estudiantes tienen que identificar patrones, formular conjeturas,
proporcionar justificaciones, proponer modelos, etcétera. Este tipo de
actividades puede llevarse a cabo de forma individual o en pequenos grupos;
su durancion puede ser de una o varias sesiones de clase.

Pruebas de desempeno. Se propone una tarea no rutinaria al estudiante,
la cual puede completarse en una o dos horas. Se puede videograbar la
actividad que desarrolla el estudiante con la finalidad de identificar aspectos
relevantes de su labor matematica.

Autoevaluacion. Consiste en una entrevista en la que el estudiante explica
al profesor cudles considera que son sus fortalezas y debilidades en cuando a
conocimientos y habilidades que se consideran relevantes en el saldn de clase.

5.2. Tipos de evaluacion

En la literatura se hace una distincion enfre diferentes tfipos de evaluacion.
Comunmente se habla de evaluaciéon para el aprendizaje, evaluacion como
aprendizaje y evaluacion del aprendizaje (Callingham, 2010).

Evaluacion para el aprendizaje. Como parte de las actividades que lleva a
cabo el profesor durante el proceso de instruccidn se encuentran la seleccion
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o diseno de tareas, la determinacion de posibles rutas de aprendizaje y de
niveles de entendimiento basados en las posibles actividades, justificaciones
y argumentaciones que los estudiantes desarrollen al resolver los problemas o
tareas. Otfra actividad de suma importancia consiste en el diseno de estrategias
diddcticas orientadas a incrementar niveles particulares de entendimiento
alcanzados por los estudiantes. La evaluacion para el aprendizaje se refiere a
la reflexion que el profesor lleva a cabo para responder a la pregunta “3qué
debo hacer para incrementar el nivel de entendimiento de los estudiantese”

Por ejemplo, durante el proceso de resolucion de problemas, los estudiantes
podrian cometer alguno de los errores que se observan en la siguiente tabla,
cadauno de los cuales esreflejo de niveles bajos de entendimiento conceptual.
s Queé tipo de intervencion deberia llevar a cabo el profesor para superar cada
una de las dificultades mostradas por los estudiantes?

123
X 645
615
492
738
1845

@ ®) ©

2+8 10 1—7r%2 1—-7r-r
= — = = =71

+ 3+5 8 1—-r 1-—-7r

Wl N
ul| @

Evaluacion como aprendizaje. Este tipo de evaluacion generalmente
involucra momentos en que el profesor se da cuenta de la existencia de
oportunidades de ensenanza e implementalas acciones diddcticas pertinentes.
Por ejemplo, si un profesor se percata de que un estudiante, durante la
resolucion de un problema, comete el error que se muestra en el recuadro (b)
de la tabla anterior, puede sugerir que el estudiante estime el resultado de la
operacion y que compare éste con el resultado obtenido de aplicar el proceso
algoritmico. El primer sumando (2/3) es mayor que un medio, mientras que
el segundo sumando (8/5) es mayor que uno; en consecuencia, el resultado
deberd ser mayor que un entero y un medio, pero el resultado obtenido (10/8)
es equivalente a un entero y un cuarto, por lo que debe haber algo erréneo
en el procedimiento. Ademds, el profesor puede aprovechar la oportunidad
para que los estudiantes determinen en qué casos, al efectuar una suma de
fracciones con el procedimiento “incorrecto”, es posible obtener un resultado
correcto. En la situacion anterior, el profesor realiza una evaluaciéon del
desempeno del estudiante y proporciona refroalimentacion de forma que el
estudiante modifique sus acciones y pueda establecer relaciones significativas
que se tfraduzcan en un incremento del nivel de entendimiento.
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Evaluacion del aprendizaje. Es la evaluacion que tiene como objetivo
determinar el nivel de entendimiento de los estudiantes, es decir, de lo que
han aprendido. Este fipo de evaluacion se basa en evidencias del frabajo
desarrollado por los estudiantes, las cuales pueden ser materiales escritos,
grabaciones en audio o video del tfrabajo de los estudiantes. Las evidencias
utilizadas en este tipo de evaluacion pueden tener dos funciones: a) sumativa,
si se colectan al final de las actividades con el objetivo de obtener una
instantdnea del aprendizaje de los estudiantes en un momento dado, o b)
formativa, si se obtiene durante el transcurso de la clase para fundamentar
decisiones didacticas del profesor.

La evaluacién del aprendizaje, desde una perspectiva de resolucion de
problemas, debe enfocarse en la identificacidon de procesos de razonamiento,
comunicacion y reflexion, por lo que el fipo de actividades utilizadas con fines
de evaluacién debe promover que los estudianteslleven a cabo un aprendizaje
con entendimiento, es decir, que las actividades permitan al estudiante
establecer conexiones, crear, imaginar, conjeturar, buscar ejemplos o construir
contraejemplos, justificar conjeturas, utilizar sus conocimientos previos, razonar
y comunicar ideas. Para lograr lo anterior, el profesor deberd contar con un
conocimiento matematico profundo para poder interpretar las acciones
de los estudiantes en términos de operaciones o procesos importantes del
pensamiento matemdtico. Contar con este conocimiento permitird a un
profesor entender las ideas fundamentales sobre el valor posicional de los
numeros vy las propiedades del sistema decimal que un estudiante utiliza, por
ejemplo, al sumar mentalmente los nUmeros 23 y 46 sumando primero 20 +
40, en segundo lugar 3+6 y finalmente adicionando las sumas parciales para
obtener como resultado 69 (Ginsburg, 2009).

De lo expuesto, se concluye que una mejora sustancial en el aprendizaje de
los estudiantes requiere la incorporacion de diversos elementos de evaluacion
con la finalidad de mejorar el entendimiento matematico. Para que esto se dé
en el aula, es necesario que los profesores de matemdticas se conviertan en
verdaderos profesionales de la ensenanza, lo cual implica que dispongan de
mejores condiciones para desarrollar sus actividades docentes.
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Epilogo

Conbase enlainformacion de las pruebas estandarizadas mostrada en el primer
capitulo se identificaron diversas deficiencias en la formacion matemadtica que
reciben los estudiantes de nuestro pais. Esta problemdtica no tiene un origen
unico, sino que representa un problema multifactorial en el que se incluyen
aspectos tales como la formacion inicial de los profesores, las condiciones
socioecondmicas en las que laboran los docentes o los programas de estudio
que privilegian la memorizaciéon de contenidos mds que el desarrollo de
actividades y procesos centrales del pensamiento matematico, entre las que
se encuentra la capacidad o habilidad para razonar, justificar y comunicar
ideas.

La cultura escolar predominante en México fiene como objetivo aprender
para aprobar los exdmenes y ensenar para que los estudiantes obtengan
buenos resultados en pruebas estandarizadas como PISA o ENLACE. Sin
embargo, habria que reflexionar si este objetivo de la educaciéon en general,
y de la educacion matemdtica en particular, en nuestro pais, es apropiado
para lograr que los estudiantes adquieran una formacidén que les permita
enfrentar los retos de la vida social, laboral y escolar, y desenvolverse como
ciudadanos criticos y reflexivos en una sociedad del conocimiento. Nuestra
posicion es que los resultados de pruebas escritas no son suficientes, e incluso
Ni siquiera necesarios, para determinar si los estudiantes son capaces de llevar
a cabo procesos de pensamiento relevantes, y tampoco son apropiados
como indicadores del desempeno de los profesores. En el dmbito laboral
es importante contar con habilidades para investigar, reflexionar, razonar y
justificar, asi como fluidez para comunicarse de forma oral y escrita, mds que
poseer trozos de informacion disciplinar.

Consideramos que una mejora en la educacion matemdtica de los
estudiantes no puede lograrse a través de soluciones simplistas —como las
enfocadas Unicamente en los cambios curriculares, que en muchos casos
ni siquiera estan fundamentados—; por el contrario, consideramos de gran
importancia centrarla atencidon enlaformaciony actualizacion del profesorado
en su conjunto. También se requieren cambios estructurales que incluyen
modificar incluso la forma de concebir las matemdticas y el aprendizaje de la
disciplina. La ensenanza es una tarea compleja, dado que es un proceso de
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inferaccion entre seres humanos y, por tal motivo, requiere que sea llevada
a cabo por profesionales que cuenten con un conjunto sélido y profundo de
conocimientos matemadticos, epistemoldgicos y diddacticos.

En el salon de clase, el profesor se enfrenta a una gran diversidad de formas
de ser, formas de aprender, formas de concebir a las matemdticas y su
aprendizaje, porlo que su formacion debe ser amplia e incluir un entendimiento
profundo del contenido discilinar, el estudio de diversas perspectivas tedricas
que le permitan entender cdmo aprenden sus estudiantes y las formas en
que puede actuar para abordar esos problemas de aprendizaje. Como
consecuencia de la complejidad del salon de clase se puede concluir que
un Unico modelo diddctico no es suficiente para abarcar o dar respuesta a
todas las problemdticas de aprendizaje de una disciplina y, mucho menos, a
las problematicas educativas en general.

Un primer paso para abordar el problema del aprendizaje de las matemdaticas
consiste en atenderla formacioninicial de los futuros profesores de matematicas
y el desarrollo profesional de quienes se encuentran en servicio. Se debe
poner especial atencidon a la profesionalizacidén de los profesores de nivel
bdsico, ya que ahi se localiza un periodo crucial para el desarrollo cognitivo
de los estudiantes. Si al terminar la educacion bdsica un estudiante no estd
interesado por las ciencias serd muy dificil que se forme como profesional de
fisica, matemdticas o ingenieria. También se debe poner particular atenciéon en
el desarrollo profesional de los profesores que imparten cursos en bachillerato
o en licenciatura, ya que al no existir programas de formacién especificos,
la mayor parte de lo que conocen acerca de la ensenNanza proviene de sus
experiencias como estudiantes.

Este proceso de profesionalizacion de los docentes debe ir acompanado
de una dignificacion de sus condiciones de frabajo, las cuales incluyen salarios
justos, asicomoinstalacionesy equipos apropiados que les permitan aprovechar
los avances tecnoldgicos mds recientes para favorecer el aprendizaje de sus
estudiantes. Asimismo, es importante atender las necesidades econdmicas de
muchos estudiantes quienes, mas por motivos econdmicos y no por falta de
entusiasmo o capacidad, se ven en la necesidad de abandonar sus estudios.

Los cambios curriculades son importantes, pero sostenemos que deben
orientarse a promover el desarrollo de procesos tales como la comunicacion,
la reflexion y el razonamiento, mds que la memorizacién de contenidos
desarticulados entre si. Los profesores deben ser promotores y actores activos
del cambio curricular, ya que son ellos quienes enfrentan la problemdatica diaria
del aprendizaje de las matemdticas en los salones de clase, y no Unicamente
implementadores de decisiones verticales. En relacion con lo anterior, se ha
expuesto que la resolucion de problemas, la teoria de las representaciones y
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la teoria de modelos y modelado son algunas de las aproximaciones tedricas
qgue pueden orientar y fundamentar un curriculo con las caracteristicas
mencionadas y se han ofrecido ejemplos de actividades Utiles en el desarrollo
de una forma matematica de pensar.

Finalmente, la evaluacion es mds que la emisidn de una calificaciéon. La
evaluacion es esencialmente un proceso de compresion y de reflexion acerca
del pensamiento de los estudiantes, cuya finalidad consiste en apoyar la
construccidn de conocimiento, y que permite a los profesores reflexionar sobre
la efectividad de su prdctica docente y aprender de los estudiantes. El profesor
es un aprendiz durante toda la vida, una persona que encuentra satisfaccion
en compartir lo que ha aprendido y es capaz de darse cuenta de que hay
muchas cosas que aun no sabe. Al mismo tiempo, es un arquitecto de cuyas
decisiones, sobre todo en los procesos de evaluacion y emision de resultados
que reportan el “aprovechamiento”, depende el futuro de sus estudiantes.

El profesor debe desarrollar un alto sentido de sensibilidad al evaluar, por lo
menos el mismo que reclama cuando levanta la voz para manifestarse cuando
él es evaluado.
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sEs una pardbola el lugar geométrico generado por R?

Vagoneta manual.

Simulacion tridimensional de un mecanismo de Grashof.

Construccién dindmica de un cuadrildtero a partir de cuatro segmentos

dados.
Tabla 4.1. Algunas conjeturas formuladas por estudiantes de primer semestre de una
licenciatura en fisica.

Figura 4.40.
Figura 4.41.

Circulo unitario.
Tabla de cuadrados y dobles de cuadrados.

Figura 4.42. Integracion del uso de dos herramientas digitales para determinar el
comportamiento de los cocientes q =X

Figura 4.43.
Figura 4.44.
Figura 4.45.

n

Y

Algunos ejemplos de mosaicos.
Teselaciones regulares con poligonos regulares.
Celdas hexagonales de un panal.

Figura 4.46. Posibles formas de colocar poligonos regulares alrededor de un vértice
(parte 1).

Figura 4.47. Posibles formas de colocar poligonos regulares alrededor de un vértice
(parte 2).

Figura 4.48:

Teselaciéon 3%.4.3.4 y su dual.

176



Elementos didacticos y resolucion de problemas: formaciéon docente en matematicas
se disefid en formato digital electronico en la Direccion de Ediciones
y Publicaciones de la Universidad Auténoma

del Estado de Hidalgo, en el mes de diciembre de 2023.



Un primer paso en la mejora de la educacion matematica de los
estudiantes de nuestro pais consiste en contar con los profesores
altfamente capacitados en los ambitos disciplinar, epistemologico vy
diddactico.

En este contexto, la resolucion de problemas ofrece un marco que
puede sustentar los programas de formacidén docente y desarrollo
profesional, con base en una vision de las matemdaticas como la
ciencia de los patrones; es decir, una disciplina en la que es
importante explorar, experimentar, imaginar y crear, mas que realizar
cdlculos o procedimientos rutinarios.



