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Aplicacion de Matrices y sistemas de ecuaciones lineales a sistemas de navegacion
GNSS, analisis de estabilidad de estructuras y analisis orbital con leyes de Kepler
aplicados a la industria aeroespacial

Application of Matrices and Systems of Linear Equations to GNSS Navigation
Systems, Stability Analysis of Structures, and Orbital Analysis with Kepler's Laws
Applied to the Aerospace Industry

Yihan Karenina Vite Abdo?, Ayrton Emilio Cruz Gutiérrez®, And Adrian Mata Herrera®

Abstract:

In this research, two applications of matrices in the aerospace industry are analysed, specifically in structural analysis and GNSS
navigation. Two case studies are detailed: the use of matrices in GNSS navigation systems through Coarse Time algorithms, where
matrix equations are employed to calculate position and time; and the calculation of structural stability, where stiffness matrices are
used to analyse the equilibrium of forces and displacements in a structure. Similarly, it is important to note that the use of matrices in
Kepler's laws within the aerospace industry allows for the representation of orbital data, trajectory calculation, orbital stability
analysis, and mission optimization. These cases demonstrate how matrices are fundamental tools in solving complex problems in the
aerospace industry.
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Resumen:

En esta investigacion se analizan dos aplicaciones de las matrices en la industria aeroespacial, especificamente analisis de estructuras
y navegacion GNSS. Se detallan dos casos de estudio: el uso de matrices en sistemas de navegacion GNSS mediante algoritmos
Coarse Time, donde se emplean ecuaciones matriciales para calcular la posicion y el tiempo; y el célculo de la estabilidad de
estructuras, donde se utilizan matrices de rigidez para analizar el equilibrio de fuerzas y desplazamientos en una estructura. De igual
manera conocer que el uso de matrices en las leyes de Kepler en la industria aeroespacial permite representar datos orbitales, calcular
trayectorias, analizar la estabilidad orbital y optimizar misiones. Estos casos muestran cémo las matrices son herramientas
fundamentales en la resolucién de problemas complejos en la industria aeroespacial.
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Introduccidén

El propésito del presente documento es analizar las
diversas aplicaciones de las matrices en la industria
aeroespacial, especificamente en las areas de: andlisis de
estructuras, navegacion, estudio de la dinamica orbital y
el disefio y creacién de simuladores de movimiento de
cuerpos celestes.

Marco Teoérico

Como base de la investigacion de este proyecto se
consideraran la consulta y revision de diferentes fuentes
como son las Leyes de Kepler, articulos cientificos
relacionados con la navegacion aeroespacial y/o
aeronautica, asi como bibliografia relacionada en la
elaboracion, desarrollo y solucion de matrices, entre otras.
La presente investigacion se centra en el estudio de la
industria aeroespacial, la cual hace referencia al disefio,
fabricacion, = comercializacion, = mantenimiento  de
aeronaves y equipos asociados a sistemas de navegacion
y propulsion [1].

Antecedentes

De manera general las industrias han sufrido cambios a lo
largo de la historia. La industria aeroespacial ha
evolucionado para adaptarse a los requerimientos del
mercado e ir a la par con los avances tecnoldgicos y
cientificos que la envuelven [1].

Histéricamente el primer encuentro del hombre con la
aeronautica fue en el siglo XIX con los primeros disefios
de aviones y dispositivos de vuelo atmosférico [2].
Posterior a eso, durante la primera y segunda guerra
mundial se impulsé el rendimiento de los aviones militares
a alturas sin precedentes [2].

Afos después, en 1957 la URSS lanzo el primer satélite
artificial, el Sputnik I, dando inicio a la era espacial. A partir
de ese momento se llevaron a cabo misiones espaciales
tripuladas y no tripuladas dentro y fuera de la orbita de la
Tierra y con ello también se impuls6 la creacion de
softwares y sistemas de guia, asi como la informética y el
desarrollo de materiales livianos con el fin de facilitar los
vuelos tripulados [2].

Uso de las matrices en sistemas de navegacion GNSS
mediante algoritmo Coarse Time

Dentro de la aeronautica y la ingenieria aeroespacial,
existen diversos sistemas de navegacion. Se va a analizar
el caso particular de la navegacion GNSS basada en
algoritmos Coarse Time. En este ejemplo las matrices se
pueden encontrar a la hora de hacer los calculos de la

posicion Coarse. Para ello se usa un algoritmo de minimos
cuadrados de donde se obtiene una ecuacion para un
problema genérico:

oy = héX +¢€

Cuya solucion puede escribirse como:

ox' = (H'H) 1oy

El algoritmo cuenta con los pasos que se detallan a
continuacion:

1. Posicion a priori: para los sistemas Coarse Time, se
necesita conocer una posicién aproximada (posicion a
priori), de donde se encuentre el receptor. La distancia
maxima a la que se puede resolver esta ambiguedad
viene dada por el periodo de la sefal C/A (1ms), lo que
lleva a una ambigiedad maxima de posicion a priori
+150km respecto a la posicién real. Por lo tanto, puede
realizar una convergencia hasta donde el error inicial sea
igual o menor a 150 km [3].

Luego de elegir estas coordenadas, se toman en cuenta
otros datos que actualizardn el vector solucion. Estas
componentes son el sesgo comun entre el reloj de los
satélites (t.,) y el error debido a la navegacion tipo Coarse

(to).

o
Yo
= |2z
(8
te

<
- o

* X0, Y0, Zo: Coordenadas x, y, z del sistema cartesiano
que define la posicion.

« tch, Inicializacion del valor del sesgo comun de los
satélites.

* tc,y Error de Coarse Time.

(3]

2. Pseudorangos estimados: Son los valores del médulo
del vector que une la posicion del vector con la posicion
del satélite [3]. Es importante considerar las distintas
variables que pueden influenciar el valor del pseudorango
para llegar a la siguiente ecuacion

{1 A «(1)
J_{L!"L'_l‘v C+ 0 I’f-

i |

a el
fi =|| Saty " — xy
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* t.,: Sesgo comun de los satélites.

* t,i: Sesgo del reloj del satélite i.

« v': Velocidad relativa del satélite i con respecto al
receptor.

* t.: Valor de Time Coarse.

* ¢: Velocidad de la luz en el vacio.

(3]

3. Pseudorangos medidos y diferencia de pseudorangos:
0s

pseudorangos medidos hacen referencia a los datos
proporcionados directamente por el hardware del receptor
basados en la sefial €/A[3]. Luego la diferencia de
pseudorangos se escribe asi:

(3]

4. Calculo del vector de solucion de diferencias: Se
transforma la ecuacion del apartado 3 a un sistema
matricial que contenga la informacion de todos los
satélites utilizados. De esta forma se puede expresar
como una ecuacion genérica a un problema de minimos
cuadrados.

oy

ox = oz

dr = Hix - &t'\e

(3]

Donde la matriz viene definida por los siguientes
elementos:

Aplicamos la solucién general:

52 = (HTHY Y (H) 6r

Donde el valor obtenido permite actualizar las condiciones
iniciales y repetir el proceso hasta que la solucion
converge.

Uso de matrices en el calculo de la estabilidad de
estructuras

1. Matriz de rigidez: Con el objetivo de obtener la relacion
entre las fuerzas y los desplazamientos de una estructura
se realiza el esfuerzo axil a partir de la tension que se
ejerce sobre una rebanada seccionada de una estructura.
A partir de la tensién ya puede calcularse el esfuerzo axil.

g =.. . du d*v
N ./‘l dA /.‘1[:( = }/Ee_:)d.\

. l‘_d“ [ 1A Ed:P [ IA = E 1(111
dx A/,[l : dx? /1 y ‘ dx

H‘-‘-’i + Py(vix) —01)+ Pax—-M; =0 (3)
dx=
[3] La integral del primer término es el area de la seccion
A. La integral del segundo término es la inercial de la
seccién. Aplicando el equilibrio de fuerzas horizontales a
la seccién dx mostrada en la Fig. 1., que esta deformada,

se obtiene:

r ‘J+d7.d‘
e | @« ax

" [+ dM
M(x) ‘ M(x) + Ed.\'

|
N(x) = }
[

Figura 1. Equilibrio en larebanada deformada.
El esfuerzo normal generara un momento debido a la no
linealidad geométrica.

Dado que EA se considera constante para toda la barra [3]
entonces:

dlu " us
— =0=ulx)=ax+b=
dx?

X+ 1y
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Donde u, y u, son los desplazamientos de los extremos.
Las fuerzas axiles que actian en los extremos de la barra
son Px1y Px2 [3]. De este modo:

E/
Py = —I"Hl) uz) (1)

EA
Py = Tl'ul i) (2)

Siendo A una constante de integracion, que puede
encontrarse  sustituyendox = 0 'y aplicando las
condiciones de contorno se tiene:

A= - A\‘ll - Nty

Sustituyendo esta constante y el valor del momento en la
ecuacion obtenida se tiene:

»
., d-v

HT +Py(v(x)—o1) + Ppx-M; =0 (3)
a2

Con las condiciones de contorno

Las ecuaciones Eq. 1. y Eg. 2. mas la Eq. 3. combinada
con sus cuatro condiciones de contorno se pueden escribir
de forma matricial como P = K - A, es decir:

I Py B 0 0 o 0 0 uy
{ Py 0 Ho F 0 -He. i 2
!M, { 0 Eo  Hoy 0o -He He | s
| Pea _EA ¢ 0 B 0 | |us
3 Py 0 e —E,o0 o —Fe| |m
iLM.-_! Lo Hp EHxo oo e Heu | |

Las funciones ¢1 son llamadas funciones de estabilidad,
que

son funcion de N y desconocidas de modo que lo que se
hace es aproximar esta matriz [3].

Figura 2. Matriz de rigidez aproximada.

Se supondra un desplazamiento aproximado y a partir de
métodos energéticos se encontrard una solucion
aproximada. La energia potencial total es

/u(d;) dx /"N("l)'d,\ AT.p
(] dx* (] dx - =

ST

Er=U+V=

[3] Se supondran unos desplazamientos transversales
v(x)
gue sigan una ley cubica.

\ 2 3
2(X) = + X+ 03X + X

Y se tratara de aproximar esta solucién. Las condiciones
de contorno para los desplazamientos transversales y los
giros son

[3] A partir de estas condiciones pueden encontrarse las

2(0) =m0 o(l) =2
dx =0 dx [ =1 =
cuatro constantes de la funcion.
3o ) 5 28, +65 5
v(x) =0y + 01X ! ’, J it =

La ecuacion para v(x) se puede escribir de forma matricial
como:

:'u?*d' A
™
= 3x2 l\-“ 282 B e 2.\"',.\‘ 2] |6,
B T S BT N T e

Se pueden calcular entonces la primera y la segunda
derivada de esta expresion.
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U+V =AT {“ N

El o T N M eocTid .A—AT.p
_’/\IL.Ldv\ _,/‘L Clax|-a-aT-F

[3] Finalmente se pueden sustituir estas derivadas en la
ecuacion para la energia potencial total para analizar el
equilibrio en matricial.

[3]Los productos C ® €Ty D ® DT devolveran matrices
4 x 4. A partir de las expresiones de los vectores C Y D es
facil realizar estos productos y sus integrales, y escribir
esta expresion como:

(Ke = NKg)-A—-P=0

[3]LIegado este momento, pueden volver a introducirse en
la ecuacion anterior, sin tener que modificar su forma. Y
Research Article 4 por lo tanto los vectores A Y P pasan a
ser de dimensidn, y las matrices elasticas K, y geométrica
K, pasan ahora a ser matrices 6 x 6, como se indica a
continuacion.

|- Lo
=
|~ Y
-

o
g
—_—

2 o ©
g~ ==

s
2 g

Las cargas y los desplazamientos son los indicados en la
Fig. 2. y Fig. 3.

pP=

Py Py My Po Pp M

’

¥ M,

Pyy ,x, 's_fxz
Py M, Py T

Figura 2. Definicion de cargas en los nudos.

Figura 3. Definicion de desplazamientos en los nudos

Para encontrar la estabilidad:

F U+ V).
A L A5

(U + V) = AT ok 8
an*

>0 Estable
= AT (K. — NKg) - 6A{ =0 Neutro Y5A

<0 Inestable

[3] Por lo tanto la carga critica vendra dada por:

det(K. — NKg) =0

Esto equivale a un problema de autovalores generalizados
en N. Dado que la singularidad de la matriz K depende de
N, que solo afecta a la matriz geométrica, y las filas y
columnas de la matriz geométrica correspondientes a los
desplazamientos horizontales son O (filas y columnas 1y
4), podran eliminarse del problema, junto con los
desplazamientos impuestos por las condiciones de
contorno [3].

D. Aplicacion de Matrices en el Andlisis Orbital y Disefio
de Misiones Aeroespaciales

Las leyes de Kepler, formuladas por el astronomo
Johannes Kepler en el siglo XVII, describen el movimiento
de los cuerpos celestes en el espacio. Estas leyes son
fundamentales en el estudio de la mecanica celeste y son
ampliamente utilizadas en la industria aeroespacial para
la navegacion y el disefio de misiones espaciales. En este
contexto, el uso de matrices desempefia un papel crucial
en el andlisis orbital y el disefio de misiones. En esta
seccion, se explorara cémo las matrices se relacionan con
las leyes de Kepler y su aplicacion en la industria
aeroespacial [5].
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D.1. Representacién Matricial de Datos Orbitales

Las orbitas de los cuerpos celestes se pueden representar
mediante matrices que describen su posicién y velocidad
en un sistema de coordenadas especifico. Para un objeto
en orbita alrededor de un cuerpo central, como un satélite
terrestre, la posiciéon r y la velocidad v en coordenadas
cartesianas pueden ser expresadas como:

(5]

donde (x,y,z) son las coordenadas espaciales y
(x',y,z") son las velocidades en cada direccion. Estas
matrices proporcionan una representacion precisa de la
posicién y el movimiento del objeto en el espacio [5].

D.2. Calculos Orbitales Utilizando Métodos Matriciales

Los célculos relacionados con las Orbitas, como la
propagacion orbital y la prediccion de posiciones futuras,
se realizan utilizando métodos matriciales. Por ejemplo, la
propagacion de la posicion y la velocidad a lo largo de una
Orbita se puede realizar utilizando la ecuacion diferencial:

(6]

donde X es el vector de estado que incluye la posicion y
la velocidad, y A es la matriz que describe la dindmica
orbital. La solucién a esta ecuacion diferencial proporciona
la evolucion temporal del estado orbital a lo largo del
tiempo [6].

D.3. Andlisis de Estabilidad Orbital con Métodos
Matriciales

El andlisis de la estabilidad orbital implica evaluar la
respuesta de un sistema orbital a perturbaciones externas.
Las matrices juegan un papel crucial en este analisis al
representar las perturbaciones y calcular la respuesta del
sistema. Por ejemplo, la Research Atrticle 5 estabilidad de
una orbita puede ser determinada mediante el andlisis de
los valores y vectores propios de la matriz de Jacobiana
del sistema orbital [6].

D.4. Optimizacién de Trayectorias y Disefio de Misiones

En el disefio de misiones espaciales, se emplean técnicas
de optimizacion que implican el uso de matrices para

encontrar trayectorias Optimas que satisfagan los
requisitos especificos de la misién. Por ejemplo, la
minimizacién del consumo de combustible o Ila
maximizacién de la duraciéon de la misién pueden ser
formuladas como problemas de optimizacién basados en
matrices [6].

Discusion
Dentro de la industria aeroespacial, desde sus inicios
hasta la actualidad se han buscado distintas formas de
impulsar su desarrollo disefiando estructuras y materiales
que faciliten la fabricacion de aeronaves y equipos
asociados, asi como la creacion de sistemas de
navegacion precisos [2]. Y todo esto no seria posible sin
el estudio de ciertas ramas de las matematicas, la
informatica y la fisica, tales como el andlisis de datos y la
mecanica celeste, que busca estudiar el comportamiento
de particulas mediante una dinamica de atraccion,
repulsion y torsion [3]. La precision en la determinacién de
la posicion y el tiempo es fundamental en la industria
aeroespacial, donde la seguridad y la eficiencia son
imperativos primordiales. En este contexto, el uso de
algoritmos basados en matrices en la navegacién por
satélite (GNSS) ha mostrado ser una herramienta
invaluable para calcular con precision la posiciéon y el
tiempo en entornos aeroespaciales y aprovecharlos en
misiones tripuladas y no tripuladas. Estos algoritmos
aprovechan los datos proporcionados por los satélites
GNSS y los datos de la diferencia de pseudorangos
medidos y estimados, los cuales son acomodados en un
arreglo matricial que permite estimar la ubicacién de un
objeto mediante vectores de solucion. Por otro lado, el
analisis de la estabilidad de estructuras, también basado
en el uso de matrices, desempefia un papel crucial en el
disefio y la construccion de vehiculos aeroespaciales
seguros y confiables. Mediante el andlisis de las
propiedades estructurales y la evaluacion de la resistencia
de los componentes mediante el andlisis de la relacion
entre los desplazamientos de las estructuras y las fuerzas
a las que estas son sometidas. Con ayuda de ecuaciones
matematicas y representaciones de las leyes fisicas que
dictan los conceptos de fuerza, momento, inercia y
desplazamientos, se obtienen lo que se conoce como
matriz de rigidez que estudia la resistencia de los
materiales. Luego gracias a las matrices de rigidez
aproximada que obtiene una ecuacion de energia y
posterior a ello una ecuacion cuobica, la cual es
aproximada por medio de los contornos y ciertas
consideraciones de giros. Una vez terminado esto, se
sustituyen la doble derivada de los datos despejados en la
forma matricial en la ecuacion de energia. Con ello, se
puede analizar el equilibrio entre las fuerzas y el
desplazamiento en la estructura. Estos calculos hacen
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posible determinar si una estructura es o no estable, lo
cual es crucial en cuanto a seguridad y eficiencia de las
aeronaves Yy elementos relacionados. Las matrices
permiten una representacion precisa de los datos
orbitales, célculos eficientes de trayectorias y analisis
detallados de la estabilidad orbital. Ademés, su aplicacion
en la industria aeroespacial contribuye significativamente
al éxito de las misiones espaciales, lo que resalta la
importancia de la comprension y la aplicacion de técnicas
matriciales en este campo. Por (ltimo, queda mencionar
el uso de las matrices en el estudio del movimiento de los
cuerpos celestes.

Conclusiones

En conclusion, este estudio ha destacado el papel critico
gue desempefian las matrices en la industria
aeroespacial, especialmente en areas clave como los
sistemas de navegacion, la estabilidad de estructuras y el
trazado de rutas aeroespaciales. Mediante la aplicacién
de técnicas matriciales, se han logrado avances
significativos en la navegacion precisa de vehiculos
espaciales, garantizando una posicion y orientacion
adecuadas en entornos dinamicos y variables. Ademas,
se ha podido analizar y mejorar la estabilidad de las
estructuras aeroespaciales, lo que es vital para garantizar
la integridad y seguridad de las naves en vuelo. Por Gltimo,
el uso de matrices ha permitido un trazado eficiente de
rutas aeroespaciales, optimizando la planificacion de
misiones y reduciendo los tiempos de vuelo y el consumo
de combustible. Estos hallazgos subrayan la importancia
continua de comprender y aplicar técnicas matriciales en
la industria aeroespacial, ya que contribuyen
significativamente al éxito operativo y a la seguridad de las
misiones espaciales. Ademas, destacan la necesidad de
continuar investigando y desarrollando  nuevas
herramientas y metodologias basadas en matrices para
abordar los desafios emergentes en el campo de la
navegacion y exploracion espacial.
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