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Seguimiento de trayectoria mediante un controlador basado en prealimentacion,
realimentacion de estado y accion integral
Trajectory tracking through a controller based on feedforward, status feedback and
integrated action

A. Castafio-Hernandez "2, L. Vite-Hernandez "*"&*

“Departamento de Control Automdtico, CINVESTAV-IPN, 07360 Ciudad de Mexico, Mexico.

Resumen

En este trabajo se presenta el disefio de una ley de control por seguimiento de trayectoria aplicado a un péndulo simple.
El modelo matematico disponible de la planta tiene la restriccidon de que los pares gravitacionales se suponen desconocidos. El
esquema de control propuesto estd basado en la técnica de prealimentaciéon como método para el seguimiento de trayectorias
variantes en el tiempo, la cual complementa a un controlador por realimentacién de estado mds accién integral. El controlador
por realimentacion de estado incluye la accidn integral con el propdsito de compensar los efectos de los pares gravitacionales del
sistema. La sintonizacion de las ganancias del controlador se realiza empleando el método de asignacién de polos, proponiendo para
ello un polinomio Hurwitz estable. El esquema de control mejora el rendimiento del sistema ante referencias variantes en el tiempo
y es capaz de atenuar los efectos de perturbaciones. Los resultados obtenidos via simulacién ilustran la efectividad del esquema de
control propuesto.

Palabras Clave: Seguimiento de trayectorias, prealimentacion, realimentacion de estado, péndulo simple.
Abstract

This manuscript presents a trajectory-tracking controller applied to a simple pendulum. The mathematical model of the plant has
the restriction that the gravitational torques are assumed to be unknown. The proposed control scheme is based on a feedforward
technique for time-varying trajectory tracking, which complements a state feedback controller plus an integral control action.
The state feedback control includes an integral action for compensation of the gravitational torque in the system. The tuning of
the control gains is performed using the pole placement method by proposing a stable Hurwitz polynomial. The control scheme
improves the performance of the system in the face of time-varying references and can attenuate the effects of disturbances. The
results obtained via simulation illustrate the effectiveness of the proposed control scheme.

Keywords: Trajectory tracking, feedforward, state feedback, simple pendulum.

1. Introduccion desea disefiar una ley de control u = f(x(?), 1), tal que el estado

x(t) o la salida converja a la referencia r conforme t — oo. El

En un sistema de control, por lo general, la caracteristica mas
relevante a analizar es la estabilidad (Ogata, 2003). El objetivo
de un sistema de control es conseguir que la planta (salida o
estado) presente un comportamiento estable mediante la ma-
nipulacién de alguna entrada, ademds, muestre un desempeio
deseado. Dos problemas de control surgen en funcién del obje-
tivo que debe satisfacer el sistema, conocidos como, problema
de regulacién y problema de seguimiento. El problema de re-
gulacién consiste en que dada una referencia constante r, se
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problema de seguimiento, consiste en que dada una referencia
variante en el tiempo r(¢), se desea disefiar una ley de control
u = f(x(1), (1)), tal que el error entre la salida y la referencia
converja a cero. Cada problema de control, a su vez, puede tener
distintas versiones, dependiendo de los elementos disponibles
para resolverlo (Khalil, 1996).

La dificultad de analizar el problema de seguimiento es ma-
yor en comparacion con el estudio del problema de regulacién
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(Astrém y Hiagglund, 2009; Khalil, 1996; Ogata, 2003). El pro-
blema de seguimiento se complica ain mds cuando se tratan
sistemas no lineales o sistemas lineales sujetos a perturbacio-
nes, o una combinacién de ambos. Sin embargo, el avance en la
teoria de control ha permitido el desarrollo de diversas técnicas
de control y metodologias que pueden ser aplicados para re-
solver el problema de seguimiento (Spong et al., 2006), donde
cada método de control puede tener un impacto significativo en
el rendimiento del sistema y por consecuencia, en sus posibles
aplicaciones. La importancia de resolver el problema de segui-
miento radica en el hecho de que a nivel industrial, y sobre todo
en el drea de robdtica (Barrientos, 2007), las tareas de segui-
miento son requeridas.

El control prealimentado (feedforward) es un método que com-
plementa a la realimentacién de estado para el seguimiento de
trayectorias variantes en el tiempo (Astrém y Higglund, 2009).
Esta técnica mejora la respuesta y el rendimiento del sistema
ante cambios en el punto de referencia y reduce el efecto de
las perturbaciones presentes en la planta. La prealimentacion
se construye empleando el inverso de la planta, por lo que co-
nocer los pardmetros del sistema o sus estimados son de gran
importancia.

En este trabajo, se aplica un control por seguimiento de tra-
yectoria a un péndulo simple, cuyos pares gravitacionales se
suponen desconocidos, centrdndose en la técnica de preali-
mentacion que complementa un control por realimentaciéon de
estado mds accidn integral. La estrategia de control propuesto
representa una alternativa para resolver el problema de segui-
miento de trayectorias ante incertidumbres en el modelo del
sistema. Cabe mencionar que parte de la contribucién del pre-
sente trabajo es ilustrar como la teoria de control cldsica permite
resolver problemas relativamente complejos.

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera. La
seccidn 2 describe el modelo matematico de un péndulo simple.
En la seccion 3, se define el problema de control y se descri-
be el esquema de control propuesto, asi como su sintonizacion,
garantizando estabilidad del sistema en lazo cerrado. En la sec-
cidén 4 se presentan simulaciones numéricas del sistema en lazo
cerrado y se finaliza con algunos comentarios en la seccion 5.

Figura 1: Diagrama de cuerpo libre del sistema péndulo simple.

2. Modelo matematico

Considere el péndulo simple ilustrado en la Figura 1, donde /
representa la longitud del brazo, x denota el dngulo entre la ver-
tical y el brazo, m es la masa de la bola, g es la aceleracién de
la gravedad, k es el coeficiente de fricciéon y T es el par de en-
trada del péndulo. Usando la segunda ley de Newton (Tippens,
2007), la ecuacién de movimiento del péndulo en la direccién
tangencial esta descrito por

X(t) = —ax(t) — csin(x(?)) + u(r), €))]

donde a = k/m > 0,c =g/l >0,b = 1/(mP) >0y u(t) = bT
es la entrada de control. El modelo expresado en (1) representa
a la planta real, sin embargo, en el modelo matematico disponi-
ble para el disefio del controlador, se suponen desconocidos los
pares gravitaciones, es decir,

X(t) + ax(?) = u(?) - D, y(®) = x(1) @)

donde y(r) es la salida y D representa los pares gravitaciona-
les desconocidos (D = csin(x(?))), interpretado como una per-
turbacion. Por lo anterior, el sistema péndulo estd representado
como un sistema lineal perturbado, por lo que en el disefio del
controlador, se considera que la accién integral compensa los
efectos de los pares gravitacionales, permitiendo el disefio de
la prealimentacién y de la realimentacién de estado mas accién
integral.

3. Esquema de control propuesto: prealimentacion mas
realimentacion de estado y accion integral

El control prealimentado posee un excelente desempefo para
tareas de seguimiento de trayectorias bajo condiciones idea-
les (conocimiento del modelo del sistema y ausencia de per-
turbaciones), sin embargo, es incapaz de operar adecuadamen-
te cuando estas condiciones no se satisfacen. Por otra parte, si
bien el control realimentado no logra los resultados ideales del
control prealimentado, garantiza convergencia de la salida del
sistema a la referencia deseada de forma asintética en régimen
permanente y es robusto ante incertidumbres en el modelado
del sistema o la presencia de ciertas perturbaciones.

En este trabajo, se aprovechan las ventajas de ambas estrate-
gias de control, de modo que, ante condiciones ideales, la salida
del sistema y la referencia sean iguales para todo tiempo, mien-
tras que, en caso de no darse estas circunstancias, el sistema en
lazo cerrado sea estable asintéticamente (Barrientos, 2007).

» F(s)
Prealimentacion

r

a C(s) P(s)
Realimentacion Planta

Figura 2: Diagrama a bloques de una prealimentacion F(s) mas realimentacion
C(s) de estado aplicado a una planta P(s).

En la Figura 2, se muestra el diagrama a bloques del esque-
ma de control prealimentacién+realimentacién, donde C(s) es
un compensador por realimentacién, F(s) es un compensador
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por prealimentacién y P(s) es la planta. La funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado es

_Y(s) _ [F(s) + C()PGs)

G = e = 1+ CoPG)

En vista de G(s), la prealimentacion no afecta los polos del sis-
tema en lazo cerrado, Unicamente los ceros. Por lo tanto, si la
planta P(s) = N(s)/D(s) es de fase minima, (N(s) es un polino-
mio estable), entonces, con F(s) = 1/P(s), se tiene que

Gy YO _ [F&) + COIPG)

R(s) 1+ C(s)P(s)
1
_[m + C(S) P(S)
1 + C(s)P(s)
P(s)
P Y ricwre

1+C(s)P(s)  1+C(s)P(s)

por lo que la salida serd igual a la entrada Y(s) = R(s).

En condiciones ideales en las que se conoce el modelo ma-
temadtico y los pardmetros de una planta de forma exacta, se
puede elegir la prealimentacién como el inverso de la planta,
siempre que el sistema sea de fase minima. Ademds, la entra-
da de la prealimentacién corresponde a la referencia r y sus
dindmicas, por lo que su construccién es relativamente sencilla
(Spong et al., 2006). La técnica de prealimentacién permite se-
parar el problema de disefio en dos partes (Astrom y Héigglund,
2009). Por un parte, se disefia el controlador por realimenta-
cién de estado para lograr robustez y un adecuado rechazo de
las perturbaciones. Por otro lado, se disefia el controlador por
prealimentacién con el objetivo de lograr una respuesta ade-
cuada ante cambios en el punto de referencia, permitiendo el
seguimiento de trayectorias variantes en el tiempo. En lo sub-
secuente, se presenta el disefio de la realimentacién de estado
con accidn integral y el disefio de la prealimentacion aplicado
a un péndulo simple.

3.1. Realimentacion de estado mds accion integral

El disefio de la realimentacién de estado mds accién integral
se realiza considerando el modelo matematico (2), donde la ac-
cién integral compensa los efectos de los pares gravitacionales
del sistema. Por lo tanto, considerando como variables de es-
tado el error e(f) = r(f) — y(¢) y su dindmica, se tiene que la
realimentacién de estado mds accidn integral estd definida por

u(1) = kpe(t) + kif e(0)do + kqé(t), 3)
0

donde k, es la ganancia proporcional, k; la ganancia integral y
kg la ganancia derivativa. El sistema (2) en lazo cerrado con la
ley de control (3), es

(0) + ai(t) = kye(r) + k; f e(0)d6 + kae(H) — D(1),  (4)
0

donde y(¢#) = x(#). La funcién de transferencia de la salida y(r)
respecto a la entrada r(¢), considerando que la accién integral

compensada los pares gravitacionales (D = 0), resulta

Y(s) = Uds) 1 [kps + ki + kas*1E(s)
s(s+a) s(s+a) S
[kps + k; + kas*1[R(s) — Y(s)]
s2(s +a)
[kps + k; + kys21R(s) — [kps + k; + kys21Y(s)

s2(s + a)

por lo tanto
Y($)[*(s + a) + kps + ki + kgs*] = [k,s + ki + kas*1R(s),
con lo cual

Y(s) kas® + kys + k;
R(s) 3+ (kg +a)s®> + kps + ki’

La funcién de transferencia de la salida respecto a D, conside-
rando que r(f) = 0, se obtiene mediante
¥(s) Ud(s)—D(s)  —lkps+ ki +kqs*1Y (s) — sD(s)
S) = =

s(s+a) s2(s +a)

>

y con ello
Y(s) —s
D(s) 3+ (kg +a)s® + kps+ ki

Finalmente, la salida est4 determinada por

[kas? + kps + kiIR(s) — sD(s)
Y(s)=—3 2
55 + (kg + a)s* + kps + k;

y el polinomio caracteristico del sistema (2) en lazo cerrado con
la ley de control (3) es

p(s) = S+ (kg + a)s2 +kps + k. (®)]

La sintonizacién de las ganancias se realiza mediante el méto-
do de asignacién de polos, seleccionando un polinomio Hurwitz
estable,

pa(s) = (s+7° =5 + 3t + 375+ 70, 7>0

entonces, mediante asignacion de polos e igualando los coefi-
cientes de p(s) y pa(s), las ganancias estdn determinadas por

kp =37, ki=3t-a, k=1, (6)

los cuales garantizan estabilidad del sistema.

3.2.  Prealimentacion

La prealimentacién se disefia empleando el inverso del sis-
tema (2), considerando que la realimentacién de estado mads la
accion integral compensan los pares gravitacionales desconoci-
dos y el sistema resultante es de fase minima. De tal manera, la
sefial de prealimentacién estd determinada por

1
P(s) = F(s)= — = §°
(s) ST a) = (s) ) s +as, =
u, (1) =i(t) + ai(1). @)
Finalmente, el control por seguimiento de trayectoria de un
péndulo simple, de acuerdo a (3) y (7) estd dado por

u(t) = up+u, = kpe(t)+k; f e(0)d0 + kae() + #(t) + ai@). (8)
0



A. Castano-Herndndez et al. | Publicacion Semestral Pédi Vol. 10 No. Especial 5 (2022) 22-26 25

4. Ejemplo ilustrativo

En esta seccion se presentan los resultados experimentales
en simulacién numérica de la implementacién del control por
seguimiento de trayectoria de un péndulo simple. Para efec-
tos de simulacién, se considera que el pardmetro a = 1 y el
pardmetro ¢ = 5. Los pardmetros de simulacién son: método
de integracién: Eulerl, periodo de integracion: 0,001s y sefial
de referencia: ro(t) = 2 sin(2nt). Dado que la ley de control (7)
requiere del conocimiento de la referencia y sus derivadas, y
asumiendo que frecuentemente sélo se dispone de la referencia
ro(?), un método para generar la trayectoria de referencia y sus
derivadas, se muestra en la Figura 3c, donde si @ > 0 es lo sufi-
cientemente grande, se cumple que ro =~ r; ip ~ iy o = ¥. En
este caso, se emplea un valor de @ = 100. Ademads, se utiliza la
integral del error cuadratico (IEC) como medida de la calidad
del seguimiento de una trayectoria,

T>
IEC = (ke*)dt 9)
T,
donde k£ = 100 es un factor de escalamiento, ¢ = r — y es el
error de seguimiento, y T, T, definen el intervalo de tiempo
durante el cual se calcula el IEC. En la Figura 3b, se muestra el
diagrama a bloques del célculo el IEC.

Péndulo Simple

Integral del Error Cuadratico|
IEC

> o= H “H
[ j—=4>

o) r"(l)

Método de generacion m

de trayectorias
a)

(t)

[

Método de generacion de trayectorias

Integral del Error Cuadratico

@D 1
et) > f5 )

IEC

Ol

b) <)

Figura 3: a) Diagrama a bloques del sistema (1) en lazo cerrado con la ley de
control expresada en (8). b) Calculo de IEC. c) Método de generacion de tra-
yectorias.

En la Tabla 1, se muestran las ganancias de la ley de con-
trol u(t) expresada en (8), obtenidas mediante la expresion (6)
para dos polinomios Hurwitz, pg,(s) = (s + 71)> = (s + 1)3,
y pa,(8) = (s + 72)® = (s + 31)3, asi como el valor del IEC
como indicador de la calidad del seguimiento de la trayectoria.
Se observa que a medida que las ganancias aumentan, el valor
de la IEC disminuye, de manera que la salida del péndulo sim-
ple ejecuta adecuadamente el seguimiento de la trayectoria r(¢),
atin cuando se consideran desconocidos los pares gravitaciona-
les del sistema.

Tabla 1: Ganancias sintonizadas mediante la expresion (6).

T | k= 372 [ ky=31—a | k=1 IEC
1 3 2 1 4.092
31 2883 92 29791 | 0.00031

En la Figura 4, se muestra el comportamiento del sistema (1)
en lazo cerrado con el control expresado en (8), para las ganan-
cias obtenidas con 7 = 1. Se puede observar que la salida del
péndulo sigue adecuadamente la trayectoria r(t) = 2 sin(2nt),
sin embargo, el valor de la IEC = 4,092 (ver Figura 5c), denota
que la calidad del seguimiento no es perfecta, existiendo un
error entre la salida y(¢) y la referencia r(¢) tal como se ilustra
en la Figura 5b. La sefial de control se muestra en la Figura
Sa. Con el objetivo de mejorar la calidad del seguimiento de la
trayectoria, se propuso un segundo polinomio Hurwitz estable
con T = 31, dando como resultado un /EC = 0,00031 ~ 0, ver
Figuras 6 y 7. Cabe mencionar que la sefial de control requerida
para realizar la tarea de seguimiento, es considerablemente alta.

[rad]

Figura 4: Respuesta del sistema (1) en lazo cerrado con la ley de control (8),
sintonizada mediante (6), con 7 = 1, (kp, kg, ki) = (3,2, 1).

400

200 |- b
u(t)
100

Figura 5: a) Senal de control u(¢), b) Sefial del error e(z), c) IEC del sistema
en lazo cerrado con la ley de control (8), sintonizada mediante (6), con 7 = 1,
(kp, kg, ki) = (3,2, 1).

[rad]

2
Ems
16 2
9.1 92 t 93 9.4 95 an a7 ' as aq 10

Figura 6: Respuesta del sistema (1) en lazo cerrado con la ley de control (8),
sintonizada mediante (6), con 7 = 31, (k, kg, k;) = (2883,92,29791).
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Figura 7: a) Sefial de control u(t), b) Seiial del error e(z), ¢) IEC, del sistema
en lazo cerrado con la ley de control (8), sintonizada mediante (6), con 7 = 31,
(kp, ka, ki) = (2883,92,29791).

5. Conclusiones

En el presente trabajo, se propuso un esquema de control
para el seguimiento de trayectoria de un péndulo simple con-
siderando desconocidos los pares gravitacionales del sistema.
La ley de control basada en la técnica de prealimentacién que
complementa a una realimentacién de estado mas accion inte-

gral, demostro ser capaz de resolver el problema de seguimien-
to, incluso, cuando no se cuenta con el modelo real de la planta.
Como trabajo futuro se planea establecer una estrategia de sin-
tonizacién del esquema de control propuesto tal que la amplitud
del control sea implementable fisicamente. Ademds, se planea
comparar los resultados obtenidos con otras estrategias de con-
trol reportadas en la literatura tal como los modos deslizantes o
el control por rechazo activo de perturbaciones.
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