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Resumen

Se propone un algoritmo generalizado para encontrar la cinemdtica inversa de posicién y velocidad de cadenas cinemadticas
con articulaciones giratorias de n-DOF. Para ello, se utiliza la técnica del gradiente descendente, encontrando el ajuste cercano
en sistemas redundantes utilizando la condicién actual, con posibilidad de computar una nueva trayectoria con el propésito de
evitar obstaculos. La validacién numérica se realiza con dos cadenas cinemadticas, explicando de forma gréfica e intuitiva el método
propuesto, de igual manera se presenta una validacién experimental en tareas de guiado hdptico local utilizando un dispositivo
haptico de 3 DOF.

Palabras Clave: Cuaterniones, cinematica de robots, manipuladores de robots, interfaces hédpticas, problema del camino mas
corto.

Abstract

A generalized algorithm is proposed to find the inverse kinematics of position and velocity of kinematic chains with revolute
joints of n-DOF. To this end, the descending gradient technique is used, finding the near setting in redundant systems using the
current condition, with possibility to compute a new trajectory with the propose to obstacle avoidance. The numerical validation
is carried out with two kinematic chains, explaining the proposed method in a graphical and intuitive way, in the same way an

experimental validation in local haptic guidance tasks is presented using a 3-DOF haptic device.

Keywords: Quaternions, Robot kinematics, Robots Manipulators, Haptic interfaces, Shortest path problem.

1. Introduccion

EL control de movimiento de robots manipuladores con
percepcion propioceptiva articular, particularmente en tareas de
seguimiento de trayectorias, requiere del conocimiento de las
relaciones cinemadticas existentes entre el espacio de configura-
ciones admisibles articular y el espacio de trabajo operacional.
El problema de la cinemdtica directa corresponde en determi-
nar cudl es la posicién y orientacion del efector final del robot
manipulador, en funcién de las variables articulares. Este pro-
blema generalmente se resuelve con artificios trigonométricos y
geométricos, o bien; un método sistematico es el propuesto por
Denavit-Hartenberg Spong et al. (2020), para solucién en cade-
nas cinematicas complejas. Por otro lado, una forma natural e
intuitiva de manejar las rotaciones es el uso del dlgebra de cua-
terniones Campa et al. (2006); Aspragathos y Dimitros (1998);
Radavelli et al. (2012). El método de rotacién y orientacion de
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un sistema por medio de cuaterniones se introdujo formalmen-
te en una publicacién de Shoemake en 1985 Shoemake (1985).
Los cuaterniones manejan las rotaciones considerando cuatro
niimeros reales dentro de un espacio vectorial hipercomplejo
(dos niimeros complejos envueltos dentro de un tercero); y cu-
yo concepto fue creado por Hamilton (1866), logrando expresar
rotaciones en tres dimensiones. Mas recientemente, Hart et al.
(1994), establecen un sentido geométrico mas intuitivo. Por
otro lado, la cinemadtica inversa de posicion, permite determinar
el movimiento de una cadena de articulaciones para asegurar
que el efector final esté ubicado en una posicién y orientacion
operacional cartesiana especifica. El cédlculo de la cinemética
inversa representa un problema complejo, ya que consiste en
resolver una serie de ecuaciones cuya solucién generalmente
no es tnica Zhang et al. (2013). Los métodos clasicos emplea-
dos para su obtencidn, resultan ser complicados y de alto costo
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computacional en su evaluacién, sobre todo para cierto tipo
de robots manipuladores con tareas que requieren de mayor
espacio de configuraciones admisibles, y por lo tanto, mayor
nimero de grados de libertad Huang ef al. (2012). Diversos
métodos reportados en la literatura, resuelven el problema de la
cinemadtica inversa, a pesar del costo computacional y la com-
plicacién de la implementacién de sus algortimos numéricos
Zhang et al. (2013); Huang et al. (2012); Zhang et al. (2018).

1.1.  Organizacion del Articulo

La seccién 2, documenta el preliminar matemadtico de la
teorfa asociada al dlgebra de cuaterniones, y el principio de
rotacion. La seccién 3, presenta el método para obtencion del
modelo cinemdtico directo de posicién basado en dlgebra de
cuaterniones; asi como, el método para la obtencién de los mo-
delos cinematico inverso de posicién y de velocidad, basado
en el gradiente descendente. La seccion 4, establece el resulta-
do experimental del método propuesto aplicado a una interfaz
haptica Geomagic Touch de tres grados de libertad de posicion.
La seccién 4.3, presenta el resultado de la evaluacién experi-
mental asociado al control de movimiento (regulacién global),
asi como la contribucién del método propuesto para el mapeo
de una trayectoria operacional al espacio articular y su deriva-
da temporal; asi mismo, la cinemadtica directa que establece el
comparativo de la tarea del robot y su ejecucion en tiempo real.
Y finalmente, en las seccion 5 se presentan las conclusiones.

2. Teoria de Cuaterniones

El 4lgebra cuaternionica H fue inventada por W. R. Hamil-
ton en 1843 Hamilton (1853, 1866). Cuando intenté durante
casi diez afios encontrar un sistema algebraico que sirviera para
el espacio R*. Curiosamente, el formalismo actual del dlgebra
vectorial fue simplemente extraido del producto cuaternionico
de dos vectores por Gibbs en 1901, tal queab=a-b+aXxb
Bayro-Corrochano (2010). Los cuaterniones unitarios propor-
cionan una notacién matematica para representar orientaciones
y rotaciones de objetos en tres dimensiones. En comparacion
con los dngulos de Euler, son mds simples de componer y evi-
tan el problema del bloqueo de carddn Vince y Vince (2010).
En comparacién con las matrices de rotacién, son mds eficien-
tes y mds estables numéricamente. Los cuaterniones son utiles
en aplicaciones de graficos por computadora, robdtica, nave-
gacion y mecdnica orbital satelital Goldman (2010); Lechuga-
Gutiérrez et al. (2018); Yu et al. (2011). Un cuaternién se puede
expresar como el conjunto:

H={a+bi+cj+dk:ab,c,dcR}cC>cR* (1)

donde i, j, k son conocidos como los imaginarios principales,
que obedecen las reglas de Hamilton:

P=P =k =ijk=-1 2

La multiplicacion de estas bases imaginarias no es conmutativa,
y se realiza como un producto cruzado con la relacién: ij = k,
jk=1iki=j, ji=-k, kj=—i,ik=—j.

2.1. Rotaciones con Cuaterniones

Una aplicacién para los cuaterniones corresponde a los vec-
tores rotativos, tal es el caso de la graficacion computacional
Vince y Vince (2010). Por ejemplo, sea P(1, Pyi, P j, P>k) un
vector, que se desea rotar un dngulo 6 alrededor de un eje arbi-
trario (cuyo vector unitario es v). El cuaternién que representa
la rotacién viene dado por:

0 0
= cos— + sin— 3
Q = cos > sin 2v 3)
y la ecuacién que describe el movimiento esta dado por

P=0®P®Q @)

donde (X) representa la multiplicacién cuaternidnica, mientras
que Q se refiere al conjugado del cuaternién Q,

~ 0 6
0= cosz - sinzv 5)

La representacién de un cuaternién en la féormula de Euler
es:

40 6 )
e’ = cos> + sinzv 6)

Existe un marco matemadtico derivado del dlgebra de quater-
niones llamado dual-quaternion que se puede utilizar para ob-
tener la cinemadtica directa de un manipulador con elementos
prismadticos Yang et al. (2019), para este articulo solo se tra-
tard la arquitectura de cadenas cinemdticas con articulaciones
de revolucion.

3. Método del Gradiente Descendente Cuaternionico

La cinemadtica en el 4rea de la robdtica, corresponde al estu-
dio del movimiento del robot sin atender las causas que lo ori-
ginan (aplicacién de fuerzas externas). El espacio operacional
o espacio de trabajo, representa la regién de operacion o eje-
cucion de la tarea del robot; y el espacio articular corresponde
a los movimiento angulares que la cadena cinemdtica adquie-
re por grado de libertad, registrados a través de la percepcion
propioceptiva (generalmente codificadores 6pticos). El modelo
matematico relativo a la cinematica, responde al mapeo de las
distintas configuraciones entre los espacios antes descritos. Un
problema del control articular de robots con tareas en el espa-
cio operacional, es la solucién de la cinemdtica inversa; diver-
sas contribuciones en la literatura reportan estrategias basadas
en la sintesis del modelo matematico o bien, métodos numéri-
cos con alto costo computacional Zhang et al. (2013); Huang et
al. (2012); Zhang et al. (2018). En esta seccidn, se presenta un
algoritmo generalizado para la solucién numérica del proble-
ma de la cinemadtica inversa, con alto desempefio y estabilidad
computacional.

3.1. Cinemdtica Directa e Inversa

La cinematica directa permite verificar el desempefio que
un robot tiene en su espacio operacional a partir de un control
articular. La cinematica inversa permite definir la referencia de
seguimiento articular a partir de la planificacién de movimiento
que el robot debe desarrollar en el espacio operacional Spong
et al. (2020); Silva et al. (2009).
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3.1.1.

La cinemdtica directa corresponde al conjunto de ecuacio-
nes que permiten calcular la posicién y velocidad operacional
que el efector final adquiere durante una tarea de seguimiento o
regulacién, en funcién de las variables articulares (instrumenta-
ci6n asistida con la percepcion propioceptiva articular) Spong
et al. (2020). Para esto y de manera recursiva, es factible el
uso del algebra de cuaterniones dado el manejo de rotaciones
en articulaciones del sistema robdtico; en la literatura se pro-
mueven resultados novedosos en este contexto Campa et al.
(2006); Aspragathos y Dimitros (1998); Radavelli et al. (2012).
En algunos casos, se han realizado estudios con herramientas
matematicas isomorfas a los cuaterinones pero en el marco del
algebra geométrica (Motortes Geométricos)Bayro-Corrochano
y Kihler (2000). En este trabajo, el recurso de la cinemadtica
directa, se aborda tan s6lo como una extension de los trabajos
citados; tal que el enfoque de la contribucién corresponde al
célculo de la cinematica inversa de manipuladores basado en
teoria asociada al gradiente descendente Curry (1944) inspirada
en el dlgebra de cuaterniones.

Cinemdtica Directa

3.1.2. Cinemdtica Inversa

La planificacién de la tarea de un sistema robdtico articu-
lado, generalmente se desarrolla en el espacio de trabajo o es-
pacio operacional; sin embargo, la existencia de la percepcion
propioceptiva a base de sensores asociados a las articulaciones
del robot, representa el disefio e implementacién de una estrate-
gia de control de movimiento en el espacio articular. El mapeo
instantdneo de la tarea del robot al espacio articular, implica
la aplicacién de la cinemadtica inversa de posicién y diferencial
(velocidad y aceleracion). De tal modo que la convergencia en
el espacio articular, corresponde a la convergencia en el espacio
operacional; los perfiles de movimiento pueden ser corrobora-
dos con la aplicacion de la cinematica directa (Seccioén 3.1.1).
Esta tarea, es complicada cuando el caso de estudio asume con-
figuraciones redundantes; en el presente trabajo, se propone la
solucién de la inversa a partir del gradiente descendente con tan
solo el conocimiento del Jacobiano analitico y el error opera-
cional.

3.2.  Gradiente Descendente y la Solucion Numérica de la Ci-
nemdtica Inversa

3.2.1.

El gradiente descendente de una funcién multidimensional
f(x) con x = (x1, ..., x;) € R? donde d es el niimero de dimen-
siones, representa la forma en que la funcién varia con respecto
a una de sus d dimensiones. De esta manera, el gradiente g,
expresa la forma en que la funcién f(x) varia con respecto a x|
Jiménez et al. (2016); Curry (1944). Dicho gradiente se define
apropiadamente como:

Gradiente Descendente

)

Ex (9)61

y determina un minimo de la funcién, ya sea local o no, utili-
zando la ecuacion siguiente:

(N

af(x)
8)C|

xi(h) =xi(h-1) -« ®)

donde x;(h — 1) es el valor anterior de la variable x; en la fun-
cién f(x) y x(h) corresponde al valor actual de x;, que en f(x)
tiende a un minimo local respecto a x;.

3.2.2.  Cinemdtica Inversa de Posicion

El gradiente descendente representa la base de aprendizaje
en muchas areas de ingenieria Jones (2005), que consiste en en-
contrar un pardmetro que minimice una funcién de costo (fun-
cién de error). La aplicacion de este método para encontrar la
cinemdtica inversa es descrita a continuacion:

OE.(h —
# ©
a6

donde 6(h) € R” es el vector de dngulos asociados a la cadena
cinemética en el instante 2y 6(h — 1) € R”" es el vector en un
instante anterior, « es la tasa de aprendizaje o en este caso, una
tasa de ajuste para la velocidad de convergencia, y % es el gra-
diente de la funcién de coste que se desea minimizar E. € R"

con respecto a 6:

- -
Oh)y=6h-1)—«a

- 9E. 1T
(991
OE.
692

| OE.
= & (10)

OE,
06,

donde E. se propone de acuerdo con el criterio de regresion li-
neal, con el método de minimos cuadrados Hamming (2012),
por lo que se obtiene:

_(Pa=Py)’

=—F
siendo P; y Py el punto y la posicion deseados del efector fi-
nal del manipulador respectivamente (ambos son cuaterniones)

y especificamente Py es la evaluacién de la cinemdtica directa,
es decir:

E, {Pa, Pt € H (11)

[(de - Pfx)i + (de - Pfy)i + (sz - sz)k]2

E. = > (12)
ycomo Q> = Q0 ® é la ecuacion Ec.12 es:
(de _Pf)c)2 + (de - Pfy)2 + (sz - sz)z
E = 5 (13)
entonces:
E? E! E?
Fe=gtgty (14)
asi que la ecuacidn 10 es descrita por:
oE, 1T r AP x APy oz 1T
. / / /2
98¢ f fy f2
a6, | =—| Exy, +Evm tEGg (15)
E OPfx (.3Pfy 0Pyz
96, i EX_(%)” + EyW + Ezd_(fn ]
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6Pfx 6Pfx aP;x
FT AN i
_ vy 9Py 2]
= -lEx By Ed | F= G o (16)
OP;z 0Pz 9Pz
%, 96, a0,

donde la ecuacion Ec.16 queda representada de la manera si-
guiente:

OE,

ﬁ

00

siendo J € R" y representa la matriz Jacobiana analitica del sis-

tema robdtico, y E es el vector de error. Por lo que la ecuacién
Ec.9 queda reducida de la siguiente manera:

=—EJ (17)

D) =0(h-1)+aEJ] (18)

3.2.3. Cinemdtica Inversa de Velocidad

La cinemdtica inversa del modelo de velocidad determina
la velocidad de las variables articulares a partir de la velocidad
de la coordenada operacional deseada en el espacio de trabajo.
Este modelo generalmente se obtiene calculando el inverso de
la matriz Jacobiana y multiplicandolo por el vector de veloci-
dad operacional. Y en caso de que la matriz Jacobiana no sea
cuadrada, se aplica la pseudo-inversa Fuente et al. (2014); Ra-
davelli et al. (2015). En esta seccion se presenta que es posible
obtener la cinematica inversa de la Velocidad_(}e una manera al-

ternativa. Si el vector de velocidad articular & (h) en el instante
h, es:

B -6h-1)
At

donde At es el tiempo de muestreo, por lo tanto, de la ecuacién
Ec.18 se tiene:

-
60 (h) = 19)

- -
6h)y— 6(h—1)=aEJ (20)

dividiendo la Ec.20 entre At, se tiene:

- -
Oh)—6(h-1) B aEJ
At T OAf

proponiendo 8 = £, entonces la ecuacion final para obtener la
cinemética inversa de la velocidad:

21

4
0(h) = BEJ 22)

3.3.  Ejemplo: Modelo Cinemdtico Inverso para un Robot Pla-
nar de 2 Grados de Libertad

Con el propésito de validacién numérica del método pro-
puesto, una cadena cinemadtica de 2 grados de libertad, re-
presentativa de un manipualdor robético planar, es empleada.
Se establecen dos experimentos numéricos, y se visualiza el
desempeifio grafico del método asociado a la ecuacién Ec.18.
Se encuentra un conjunto de configuraciones admisibles en el
espacio articular y que, de manera instantdnea, el robot debe
adquirir para alcanzar la referencia en el espacio operacional.
La solucién de la cinemética inversa no siempre es Unica, tal y
como en la Figura 1 se describe.

Figura 1: Configuraciones codo arriba y codo abajo respecto a Py.

Los parametros para el caso de aplicacion, son: i) longitud
de los eslabones: L; = 0,1m y L, = 0,1lm; ii) condicién ini-
cial en el espacio articular: 6, = —100° y 8, = 30°, y iii) re-
ferencia en el espacio operacional: Py = [Py, Pgy] = [0,0292
0,1267]m. El sistema de 2 grados de libertad propuesto, es mos-
trado en la Figura 1; en donde ambos ejes de rotacién, son
vi=1+0i+0j+1kyv, =1+0i+0j+ 1k paralelos al eje
zen la direccion k. Por lo tanto, los cuaterniones que definen la
rotacion respecto a los ejes vi y vo, son: Q1 = cos%‘ + sin%k,
y O = cos‘%2 + sin%zk. Por lo que, la cinemaética directa de
posicién cuaternidnica, para el caso del ejemplo, es:

Pf=01Lp101 + Q10:Ln 0,01, (23)

endonde,LQl = 1+L]i+0j+0kyLQ2 = 1+L2i+0j+0k
para la condicion inicial articular en cero. La matriz Jacobiana
analitica (a partir de la definicién Spong et al. (2020); Silva et
al. (2009)), y considerando a la Ec.23, asi como a los vecto-
res cuaternionicos asociados a cada eje de rotacion (6, y 6,), es
descrita a continuacion:

J= [ Joi }T _ [ kQ1Lg1 Q1 +kQ102L 0,01

T
=L 24
Joo 01kQ2Lpr 004 } &4

donde k es el cuaternién de rotacién. Simplificando los produc-
tos cuaternionicos en la Ec. 24, la matriz Jacobiana analitica
definida en términos de las variables articulares (6; y 6,), es:

Ju Jn —Lisy —Lasin — Lasio
J = = 25
[ Jou JIn Lici + Lyera  Lacrp (25)
en donde s; = sen(6y), sio = sen(0; + 6,), ci = cos(6;),

c1p = cos(0; + 6,).

La Ec. 25, es requerida para el cdlculo de la cinemaética in-
versa de posicion y velocidad (Ecs. 18 y 22); de la misma ma-
nera la funcion de error asociado con este sistema, es:

E=|E. E,|=| Pux—Pr Pu—-Pp |  (26)

donde Py, y Py, son las coordenadas operacionales para x y y
respectivamente (Ec. 23), las coordenadas operacionales desea-
das corresponden a Py, y Pgy para la posicion del efector final.
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A partir de la ecuacién (Ec.18), se establece la expresion de
ajuste para la cinemdtica inversa:

am T _ [an-D+aER I |
[ 6,(h) ] - [ O(h— 1)+ a(E Q) Jg2) ]
(27)
~ [ 01(h — 1) + a(EyJyy + EyJay) ]T
Or(h— 1)+ a(EJis + Eylyy) |

donde 6;(h) y 8,(h) representan a las variables articulares 6; y
6, en el instante A, tal que 6;(h — 1) y 6,(h — 1) acontecen en
un instante previo 47 — 1. En el anexo ??, se presenta el seg-
mento de c6digo en Matlab versiéon R2018b asociado al célculo
numérico de la cinematica inversa cuaternionica. La Figura ??
permite verificar el desempefio de la cinematica del robot ma-
nipulador de ejemplo, a partir de la condicién inicial Py = [Py
Pyl = [0,0168 —0,1925]m y las diferentes configuraciones
que asume en el calculo instantdneo de la coordenadas opera-
cionales Py = [Pyx Ppy], hasta adquirir la condicién deseada
P; = [Pgy Pg] =1[0,0292 0,1267]m. La prueba de conver-
gencia numérica, se aprecia con el grafico del error cuadratico
medio E.. En el experimento numérico, se asume la solucién
codo abajo, logrando la convergencia en 30 iteraciones para un
paso « = 33. La Figura 2, presenta el comportamiento del cam-
po vectorial asociado al gradiente del error cuadratico medio
E.; asi como la conducta de las variables articulares en cada
instante, a partir de la condicion inicial y, hasta alcanzar la con-
figuracién deseada. Las curvas de nivel en el plano de fase (6,
vs 6,), permiten visualizar la existencia de dos minimos loca-
les relativos a las dos soluciones que puede adquirir la confi-
guracion del robot de ejemplo (codo abajo y codo arriba). La
solucién depende de la condiciones inicial y deseada. En este
gréfico es posible evidenciar la solucién codo abajo dadas la
condicion inicial en (8y; = —100°, 6y, = —30?) y condicién
deseada en (6, = 27,5634°, 6, = 98,9129°). El célculo de la
cinemadtica inversa, basado en el teorema del gradiente descen-
dente, encuentra la configuracion articular mas cercana a la con-
dicién inicial. Para ejemplificar en el caso de estudio, se propo-
ne una segunda condicion inicial en Py = [P,y P,] = [0,0469
—0,1751]m con la misma coordenada operacional deseada. En
la Figura ??, se presenta el desempefio en el espacio opera-
cional (configuracién final en codo arriba), asi como el grafi-
co del error cuadritico medio E. como prueba de convergencia
numérica. La Figura ?? presenta el comportamiento del campo
vectorial asociado al gradiente del error cuadrético medio E.;
asi como la conducta de las variables articulares en cada instan-
te, a partir de la condicién inicial en (6y; = =507, 8y, = =50°) y
condicion deseada en (6, = 126,4531°, 6, = —98,9089). Las
curvas de nivel en el plano de fase (6, vs 6,), permite visuali-
zar la seleccion del segundo minimo local y que representa la
configuracién codo arriba.

Figura 2: Gradiente del error cuadritico medio E, en el espacio articular en
configuracion codo abajo.

4. Validacion Experimental: Planificacion Operacional y
Guiado Haptico Pasivo

Un dispositivo hdptico, como el que se emplea para
la demostracién experimental (Geomagic Touch Silva et al.
(2009)) en tareas de regulacién global (guiado hdptico pasi-
vo Dominguez-Ramirez (2003)), es un mecanismo de eslabo-
nes articulados que permite la interaccién con mundos virtuales
dinamicos, asi como reales en entornos locales o remotos. Las
tareas de interaccién fisica hombre-robot y aplicacién de proto-
colos de neurorehabilitacién con este tipo de dispositivos, como
en Turijan-Rivera et al. (2013b) y Turijan-Rivera et al. (2013a),
requieren de tareas de seguimiento de trayectorias. La percep-
cién propioceptiva de un dispositivo hdptico acontence en el es-
pacio articular, tal que las estrategias de control de movimiento
(posicion y velocidad variantes en el tiempo) son en el espa-
cio articular. La planificacién de protocolos de guiado haptico
pasivo, tal y como se describe en la literatura, corresponden a
trayectorias en el espacio operacional (ecuaciones paramétri-
cas). Con este propdsito, se determina la cinematica inversa de
posicién y velocidad cuenternidnicas para mapear la referencia
en el espacio articular, como entrada para una ley de control
PID (proporcional-integral-derivativa) Spong et al. (2020).

4.1. Cinemdtica Directa del Dispositivo Hdptico Geomagic
Touch

La cinematica directa de posicién cuentarnidnica, del dis-
positivo haptico Geomagic Touch (DH-GT), es determinada a
partir de las Figuras 6 y 7Silva et al. (2009). Los pardmetros
del DH-GT son: i) L; = L, = 0,135m y representan la lon-
gitud de sus eslabones; y ii)) A = 0,035m, Ly = L1 + Ay
L3 = 0,025m, corresponden a variables auxiliares. Las ecua-
ciones que describen la condicidn inicial (8, = 6, = 65 = 0),
son: Loy = 1+0i+0j+ Liky Ly =1+ 0i - Lyj+ 0k; cuyos
vectores de rotacioén son: vi = 0i + 1j + 0k, v, = 1i + 0j + Ok
y vz = 1i + 0j + Ok respectivamente. Q;, Q> y O3 corresponden
a los cuaterniones que definen la rotacion respecto a los ejes
Vi, V2 ¥ v3, son definidos a continuacién: Q) = cosgz—' + sin%‘j,

0

_ 0> ) _ 03 . O3
0> = cos3 + singiy Q3 = cos3 + sinsi.

La Figura 7, establece un marco ortonormal de referencia en el
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origen (como manipulador robético); sin embargo, cémo dis-
positivo hdptico es representado en la coordenada operacio-
nal asociada al punto P,. Una transformacién de coordena-
das de posicion es establecida a través del cuaternion Qy; =
0+ 0i + L3j — Lsk. La cinematica directa de posicion cuater-
nidnica del DH-GT, es definida a continuacion:

Py 010:L10:01 + 01051,0:01 + Qu

=s1(Licz2 + Las3) (28)
L3 + Lisy — L2C3
—L4 +c1(Licy + Lys3)

Figura 6: Cadena cinemdtica del dispositivo hdptico Geomagic Touch Silva et
al. (2009)

Figura 7: Proyeccién ortogonal geométrica del DH-GT respecto a los planos
Y-X)-Z y X-Z.

4.2. Cinemdtica Inversa del Dispositivo Hdptico Geomagic
Touch

La cinemdtica inversa de posicién cuaterniénica del DH-
GT, es determinada a partir de la condicién inicial Py = [Py
Py Pyl =[-0,0614 -0,2236 —-0,1306]m y las diferentes

configuraciones que asume en el calculo instantaneo de la coor-
denadas operacionales Py = [Py, Py, Pjy.], hasta adquirir la
condicién deseada Py = [Pyy Pgy, P4l =[0 0 Olm.Laprue-
ba de convergencia numérica, se aprecia con el grafico del error
cuadrético medio E.. El experimento numérico, verifica la con-
vergencia en 30 iteraciones para un paso @ = 19 (Figura 8). La
Figura 9, presenta el comportamiento del campo vectorial aso-
ciado al espacio articular; asi como el desempefo en el espacio
operacional en cada instante, a partir de la condicién inicial y,
hasta alcanzar la configuracion deseada. En la Figura 8 es posi-
ble evidenciar la solucién de la inversa a partir de la condicién
inicial en (6yg; = lrad, 6y, = Orad, 63 = —1rad) y condicién
deseada en (6;; = —0,3122rad, 64 = lrad, 6,3 = 0,735rad).
Tal y como advierten las ecuaciones de la cinemadtica inversa
(Ecs. 18 y 22), la matriz Jacobiana cuetaernidnica (Ec. 29) que
deriva en la definicién de los elementos de la matriz Jacobia-
na analitica J;; para el DH-GT de la prueba experimental; son
descritos a continuacion:

Jor | [ iQ102L10201 + jQ10312030:

J=|Jo | = Qi L1 D O1 (29)
Jo3 01i031,03 01
Jiu= —siLicz + Lys23)
Ji1= 0
Js1 = ca(Liex + Lysaz)
Jin= —ci(Lisz + Lycos)
Jpn = Licy+ Lps03
Jio = —s1(L1sy + Lycas)
Jiz = ci(Lica + Lacaz)
Jz = Liss+ Losy
Jiz = si(Licx + Lasy)
en donde s; = sen(0)), s» = sen(6,), sz = sen(6, + 03),
c1 = cos(0),co = cos(8y), c3 = cos(6, + 65). La ecuacién

de error operacional, empleada para el cdlculo de la cinemética
inversa es:

E =[E. E, E]
(30)
=[Pyx — Pfx

de_Pfy sz_sz]

donde Py, Pry y Py, son las coordenadas operacionales para

x, ¥y z respectivamente (Ec. 28), las coordenadas operaciona-

les deseadas corresponden a Py, Pgy y Py, para la posicion del

efector final. A partir de la ecuacién (Ec.18), se establece la

expresion de ajuste para la cinemética inversa del DH-GT:
O1(h— 1)+ a(E Q) Jo1)

oy | |
0, (h) 62(h— 1)+ a(E Q) Jgo)
O3h) | | 63(h— 1)+ a(ER) Jp3)

I 91(h - l) + a/(EXJU + Eszl + Ez]31)
h—-1)+ a(E Jp + E);JZQ + Ez]32)
| 93(/’! - 1) + (Y(EXJB + E),J23 + EZJ33)

€29

En donde E (X) Jo, representa el producto cuaternionico;por



L. R. Lechuga-Gutierrez et al. / Publicacion Semestral Pddi Vol. 10 No. Especial 5 (2022) 131-139 137

otro lado, 6,(h), 6,(h) y 63(h) representan a las variables arti-
culares 61, 6, y 85 en el instante &, tal que 6;(h — 1), 6,(h— 1)y
63(h — 1) acontecen en un instante previo i — 1.

Figura 8: Desempeiio de las variables articulares 6, (), 62(h) y 63(h) en el ins-
tante h; y la convergencia del error cuadrético medio E..

Figura 9: Desempefio en el espacio de trabajo de las coordenadas operacionales
Px(h), Pfy(h) y Pf.(h) en el instante h.

4.3.  Prueba Experimental en Control de Movimiento

En sistemas de interaccién fisica hombre-robot (HRpI), en
que el operador humano es guiado de forma pasiva en el espa-
cio operacional Dominguez-Ramirez (2003)Turijan-Rivera et
al. (2013b), tiene multiples aplicaciones (por ejemplo: entre-
namiento, entretenimiento, exploracion guiada, diagndstico y
rehabilitacidn fisica). La tarea de control de movimiento, re-
presenta garantizar el seguimiento de trayectorias operacionales
definidas como consigna; considerando que el disefio del con-
trol se establece en el espacio articular (dada la sefial suminis-
trada por la percepcion propioceptiva), la cinemdtica inversa de
posicién y velocidad es requerida. Con este propdsito, se esta-
blece la tarea del dispositivo haptico Geomagic Touch (Figura
6) en lazo cerrado con un control PID (Proporcional lintegral
Derivativo) para sistemas MIMO Spong et al. (2020). Para ello,
la tarea y parametros de control son definidos a continuacién:

4.3.1.

La tarea de guiado héptico pasivo, corresponde al segui-
miento de una circunferencia en el espacio operacional, y cuya
funcion vectorial deseada es definida como:

Tarea de Guiado Hdptico

Py (xa,ya,20) = (reos wi) i +0f + (rsin(wi) k- (32)
en donde r = 0,035m, w = - y t corresponde al tiempo en
segundos. El tiempo de muestreo 4 = 0,001s.

4.3.2.  Control PID
El control PID, cuya estructura es definida en la ecuacién
Ec. 33, permite garantizar regulacién local a partir de la sinto-

nizacién de sus ganancias de control en la region del equilibrio
deseado Spong et al. (2020).

u(t) = Kpey (t) + K; feg (Hdt + Kzég (1), (33)

en donde ey(f) = 6; — 0y é5(t) = 6; — O representan a
las ecuaciones de error articular (posicion y velocidad); asi
como K, = KI'; K; = KJ; K; = K] € R3>3 y corres-
ponden a las matrices (diagonales y definidas positivas) de
ganancias de control proporcional, derivativa e integral res-
pectivamente. La sintonizacién empleada en el experimento
es: 1) K,(1,1) = 7, K,(2,2) = 5,5, K,(3,3) = 12,2; ii)
K;(1,1) = 0,007, K;(2,2) = 0,008, K;(3,3) = 0,009; iii)
K (1,1) = 0,07, K;(2,2) = 0,08, K;(3,3) = 0,06. La sefal
de control u(t) = [ui(t) ua(?) u3()]" € R, que mapea al
vector de pares generalizados u = J'f (Nm); y JT € R¥3
corresponde a la transposicién de la matriz Jacobiana analitica;

T
yf= [ o by fz] € R¥™! corresponde al vector de fuerzas de
interaccion en la coordenada operacional P(x,y, z).

El diagrama de la Figura 10, ilustra el manejo del modela-
do cinemdtico directo e inverso de posicidn y velocidad cua-
ternidénicos para establecer una tarea de guiado hdptico pa-
sivo, es decir, el seguimiento de una trayectoria operacional
cerrada a partir de las ecuaciones parflmétricas de consigna
Py (xasyar2a) = Xa 01+ ya (1) ] + 24 (D k.
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Figura 10: Cinemadtica inversa cuaterniénica en una tarea de guiado hdptico pa-
sivo

4.3.3.  Resultados experimentales y discusion

El interés en la evaluacién de una ley de control PID ar-
ticular, a pesar de las limitaciones para garantizar regulacién
global (seguimiento de trayectorias), corresponde a validar ex-
perimentalmente al algoritmo numérico propuesta (calculo de
la cinematica inversa de posicion y velocidad cuaternidnicas).
El resultado experimental se corrobora tanto en el espacio arti-
cular (Figura 11), como en el espacio operacional o espacio de
la tarea del dispositivo haptico (12).

Figura 11: Desempeifio del algortimo de la cinemadtica inversa cuaternionica (
0a1, 022 Y 643) y la respuesta las variables articulares del DH-GT (6, 6> y 63).

138

Espacio de la Tarea del DH-GT

¥ (cm) -3

Figura 12: Seguimiento operacional a partir de un control PID articular.

La validacién numérica y experimental, permiten garantizar
la efectividad del método para sistemas robdticos complejos y
de mayor nimero de grados de libertad; ya que de otro modo
determinar un modelo cinematico, asf como su implementacién
experimental resulta laborioso y con un alto costo computacio-
nal.

5. Conclusiones

En este articulo de investigacion se describié la argumen-
tentacion analitica, la validaciéon numérica y la prueba expe-
rimental de la contribucién que permite obtener el modelado
cinemadtico directo e inverso de posicién y velocidad, basado
en algebra de cuaterniones y en el método del gradiente des-
cendente. La justificacion del método propuesto, es sustenta-
da a partir de que los métodos cldsicos basados en herramien-
tas de geometria y trigonometria; asi como el método Denavit-
Hartemberg; representan abundante trabajo algebrdico para la
sintesis de las ecuaciones cinemadticas; y alto costo computacio-
nal en la evaluacién numérica. El calculo de la cinematica inver-
sa, requiere de tan sélo el conocimiento de la matriz Jacobiana
analitica y de la ecuacidén de errores operacionales. La descrip-
cién del procedimiento que constituye al método del calculo
numérico de la solucién de la inversa y su derivada temporal
fue ejemplificado con una estructura robdtica cldsica como es
el robot planar de 2 gdl. La cinematica inversa cuaternidnica, al
emplear al método del gradiente descendente asegura como so-
lucidn a la trayectoria articular mas corta entre la referencia y la
condicién inicial. Dado que la evaluacién del método numéri-
co para tareas de regulacién y seguimiento puede ser en tiempo
real, se desarroll6 la validacién experimental en un dispositivo
haptico ampliamente empleado en laboratorios de investigacion
sobre estudios de interaccién hombre robot, fue considerada por
sus abundantes reportes y articulos de investigacion que garan-
tizan su utilidad. La tarea del dispositivo hdptico empleado en la
prueba experimental, es definida como un tipo de guiado hépti-
co pasivo, es decir, implica el seguimiento de trayectorias ope-
racionales; lo que permite garantizar un desempefio similar en
robots manipualdores. El método propuesto es aplicable a cual-
quier mecanismo de eslabones articulados de n gdl, tales como:
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dispositivos hdpticos o robots manipualdores en distintas confi-
guraciones.
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