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Resumen

Uno de los teoremas mas importantes de la matematica, por ser una herramienta basica en la resolucién de problemas
geomeétricos es el teorema de Pitagoras. Este enuncia que en un tridngulo rectangulo la suma de los cuadrados de sus catetos es
igual al cuadrado de su hipotenusa, por lo que se establece una relacion geométrica especifica para triangulos rectangulos; sin
embargo, de forma mas general una relacién pitagorica sefiala que "La suma de los cuadrados de dos nimeros Ay B es igual al
cuadrado de un tercero C", por lo tanto, esta relacion es posible encontrarla en diversos contextos geométricos, como en el caso
de dos circunferencias concentricas (una corona circular), por este motivo en el presente articulo se muestra la deduccion de la
relacion pitagorica existente entre los radios de una corona circular, asi como los tres casos que pueden darse en esta situacion.
También se presenta una construccién geométrica que puede obtenerse basandose en la relacidn pitagérica de tres circunferencias
y como a partir de esta se pueden ir deduciendo o aplicando diferentes teoremas.
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Abstract

One of the most important theorems of mathematics, as it is a basic tool in solving geometric problems, is the Pythagorean
theorem. Which states that in a right triangle the sum of the squares of its legs is equal to the square of its hypotenuse, so a
specific geometric relationship is established for right triangles, however, more generally a Pythagorean relationship states that
"The sum of the squares of two numbers A and B is equal to the square of a third C", therefore, this relationship can be found in
various geometric contexts, such as in the case of two concentric circles (a circular crown), for this reason in this article the
deduction of the existing Pythagorean relationship between the radii of a circular crown, as well as the three cases that can be
realized in this situation. It also presents a geometric construction that can be obtained hard in the Pythagorean relationship of
three circles and how different theorems can be deduced or applied from this.

Keywords: Pythagorean relationship, Circles, Circular crown, Deduction.

1. Introduccién primeras civilizaciones, tablillas de arcilla de la civilizacion de
Babilonia muestran graficamente la aplicacion del teorema de

El teorema de Pitdgoras es uno de los teoremas mas  Pitagoras, como afirma Ortiz (2005), asi como una

importantes y fundamentales que se conocen, este es utilizado
en diversas areas de la ciencia para la resolucién de problemas
en matematicas, ingenieria y fisica como lo muestra Okun
(2008) donde aparece este teorema aplicado a la teoria de la
relatividad. Su enunciado establece la relacion existente entre
los lados de un tridngulo rectangulo, dice que “En un
triangulo rectangulo la hipotenusa al cuadrado (el lado
opuesto al angulo recto) es igual a la suma del cuadrado de
sus dos catetos restantes”. Esta relacion matematica es tan
importante y “simple” que es conocida practicamente desde las
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aproximacion numérica de la hipotenusa del triangulo
rectangulo dibujado sobre una de estas tablillas. A pesar de que
este era utilizado por las primeras civilizaciones, fue un
conocimiento  mayormente  empirico y  estimado
numéricamente mediante algoritmos, ya que no existia como
tal una concepcidn propia de un teorema para expresarlo y
demostrarlo como posteriormente lo harian los griegos, como
sugiere Zufiiga (2003). Una demostracion matematica segin la
definicion de Zermefio (2014) puede definirse como “Un
argumento que prueba la veracidad de un enunciado
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matematico utilizando deducciones légicas a partir de
conocimientos previamente aceptados” (p. 2), pero no fue
hasta que Tales de Mileto, quien es considerado como el
primer griego en axiomatizar y definir las matematicas griegas,
como sefiala Gonzalez (2017), comenz6 a extender la idea de
lo que es un teorema, mediante sus propias contribuciones con
los “teoremas de Tales”. Pitagoras pudo aprovechar esta idea
para posteriormente establecer la relacion entre los lados de un
triangulo rectangulo en forma de teorema.

Posterior a la demostracion elaborada por Pitagoras
surgieron diversas maneras de llegar a una expresion
equivalente, partiendo de diferentes planteamientos al
utilizado por Pitadgoras, como en el caso de Euclides quien
elabora su propia demostracion en el libro de “Los Elementos
de Euclides” de acuerdo con Urbaneja (2008), o como las
elaboradas por: Pappus, Thabit Ibn Qurra, Bhaskara y
Anaricio-Gopel, estos son algunos de los autores de algunas de
las demostraciones mas conocidas; sin embargo, existen
muchas mas que se encuentran recopiladas en el libro titulado
“The Pythagorean Proposition” elaborado por Loomis (1968),
donde se registran aproximadamente 367 demostraciones,
entre todas ellas, demostraciones algebraicas y geométricas, el
libro fue publicado el 1968 por lo que es posible que en la
actualidad existan muchas méas. No obstante, es importante
resaltar que el teorema de Pit&goras establece una relacion tal
que la suma del cuadrado del lado Ay el cuadrado del lado B
son iguales al cuadrado de C, siendo este teorema aplicable
solo si se trata de tridngulos rectdngulos; sin embargo, visto
como una relacion algebraica o de forma mas especifica como
unarelacion pitagérica que relaciona el cuadrado de un nimero
A con el cuadrado de un nimero B, tal que la suma de estos
son iguales al cuadrado de C, es posible encontrarla en otros
contextos geométricos, como en el caso presentado en este
articulo, donde se muestra la relacién pitagérica entre los
radios de dos circunferencias circunscritas, es decir, en una
corona circular, ademas se muestran los tres casos posibles en
funcién del area de esta corona, finalmente se sefiala como a
partir de un triangulo rectangulo cuyos lados representan los
radios de tres circunferencias diferentes, se puede obtener un
triangulo semejante a este, el cual puede utilizarse para poder
tratar diferentes teoremas.

2. Relacidn pitagdrica en corona circular

Se consideran dos circunferencias concéntricas y radios
distintos de tal forma que R > r, siendo R el radio exteriory r
el radio interior. La figura formada por estas circunferencias es
denominada como una corona circular, figura (1).

Area de la corona
circular

Figura 1: Regién de la corona circular.

El area de la corona circular puede expresarse como la
diferencia de areas AA entre una circunferencia C, de radio r
y otra C3 de radio R, de la siguiente manera:

AA=A3_A2 (1)

Esta diferencia AA de la Ecuacion (1) puede interpretarse
como el area de un tercer circulo €, es decir, si € de area
A, es igual a la diferencia de areas entre A,y A3, entonces su
radio puede obtenerse de la siguiente manera:

A (2)
r1= ?1

Por lo que el &rea de la corona circular es equivalente al area
de un tercer circulo de radio r,, como graficamente puede
observarse en la Figura 2.

Area de la corona circular

Figura 2: Tercer circulo circunscrito con area igual a la de la corona
circular.

Se sabe que la region delimitada por la circunferencia C5 es
igual a:

A; = mR? (3)

Esto también puede verse como la suma de las éareas de la
circunferencia C, y la region de la corona circular o también
como:

Ay =mr? + mr? (4)
Por lo tanto:
nmR? = mr? + mr? (5)
Simplificando:
mR? =n(r? +r?) (6)
2 2
r‘ +r (7)
Rz — T[( 1)
Tr
R? =r? +r? (8)
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De la expresion (8) se obtiene una relacion que establece
que el cuadrado de los radios de las circunferencias C, y C; s
igual al cuadrado del radio de la circunferencia C5 .

Entonces, de la Ecuacidn (1) se puede deducir la expresion
que se utiliza para calcular el area de la corona circular,
quedando de la siguiente forma:

AA = R? — mir? (9)

AA = m(R® —1r?) (10)

La Ecuacion (10) puede aplicarse si se conocen los radios
de las circunferencias iniciales, ademas determina de forma
directa el area de la tercera circunferencia, por lo tanto, el area
de la circunferencia €, también es:

A =n(R® —r1?) (11)

Gréficamente la tercer circunferencia de la corona circular
puede verse en la figura (3), dado que los radios R y r forman
entre si un triangulo regtangulo pAB siendo p el centro de la
corona circular, el tercer lado de este triangulo, es decir, el
cateto adyacente (r;) es el resultado de la resta del cuadrado
de los radios de la expresion (11), en otras palabras es el
resultado de aplicar el teorema de Pitagoras en el triangulo
rectangulo que forman los radios.

Figura 3: Representacion geométrica de la relacion pitagorica en corona
circular.

Si se coloca el circulo €4 concéntrico a la corona circular y
se traza un radio r4 perpendicular al radio 7 en el punto p se
obtiene un tridngulo rectangulo pBD, que es congruente con
el triangulo pAB y, por lo tanto, el segmento BD es igual al
radio R.

Figura 4: Representacion geométrica de la relacion pitagérica en corona
circular y el area equivalente en forma de circulo concéntrico.

La Figura 4 muestra un caso donde ; > r porque el area
de la corona circular, es decir, el area de €, es mayor que la de
C, , por lo tanto, mientras mas proximo sea el valor de r a R,
el area de la corona circular sera menor y en consecuencia el
radio podra ser r > r;, también es posible el caso en el que
r, =r, donde el &rea de la corona circular es la misma que
la de las circunferencias € y C, , mientras que el area de C5 es
el doble de cualquiera de las dos circunferencias. Figura 5.

Area de la corona circular

Figura 5: a) Caso donde r > ry b) Casodonder =r,.

3. Algunos teoremas importantes que pueden deducirse
mediante esta relacion

Una vez establecida la relacion pitagérica existente entre los
radios de una corona circular, si se traza a partir de los lados
de un triangulo rectangulo tres circunferencias donde cada
radio es igual a la longitud de cada lado del triangulo (Figura
6), se obtiene una construccion geométrica que resulta Gtil para
aplicar de forma secuencial procedimientos matematicos ya
establecidos para la deducciéon de algunos teoremas de la
geometria relacionados con tridngulos rectdngulos 'y
circunferencias.

Primer teorema de Tales

A partir del triingulo pBD se trazan dos circunferencias
C;y C, concéntricas en el vértice p, de radio ry y r
respectivamente, la hipotenusa del tridngulo pBD es igual al
radio R del tercer circulo C5 con centro en el vértice B. Si se
extiende el radio r; hasta la interseccién con la circunferencia
C5 coincide en un punto E, por lo tanto, el segmento pE =
r, yelsegmento BF = R dado que representa el radio de Cs,
esto genera un segmento EF perpendicular a pE v paralelo a
pB, se sabe del primer teorema de Tales que si se traza una
linea paralela a cualquiera de los lados de un triangulo, se
obtiene un triangulo que es semejante al triangulo inicial.
Figura 6.
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Entonces como existe una proporcion entre los lados de dos
triangulos semejantes, esto puede quedar expresado de la
siguiente forma:

pB _EF (12)
pD  ED
Entonces EF es:
r =P2 (13)
pD
O lo que es lo mismo:
EF = % @2ry) (14)
EF = 2r (15)

Esto permite conocer todos los lados de los triangulos
formados por los radios de las circunferencias aplicando el
primer teorema de Tales.

Figura 6: Triangulos rectangulos semejantes formado por los radios de
tres circunferencias.

Segundo teorema de Tales

En la Figura 7 se puede observar que los puntos DEF
forman un tridngulo rectangulo, dado que el angulo FED es
recto, ademas de que la hipotenusa del triangulo DEF es el
segmento DF y por tanto igual a 2R. El segundo teorema de
Tales establece que “Todo angulo inscrito en una
semicircunferencia forma un angulo recto”. Entonces si se
traza un radio desde el punto B hasta E se tiene un segmento
de recta de longitud R que divide el angulo recto en dos partes
y que forma dos triangulos BDE y BEF, con dos lados iguales
cada uno de ellos, dado que dos de sus lados tienen la longitud
del radio y, por lo tanto, ambos triangulos son isdsceles y con
dos angulos iguales. Del tridngulo BDE se deduce que
<EDB = £BED vy de la misma forma para el tridngulo BEF
se obtiene BFE = 2FEB, si la suma de los angulos del

triangulo DEF se sabe que es igual a 180° y se le llama a y B
a los angulos (Figura 7), se tiene que la suma de todos los
angulos que forman el triangulo DEF es:

at+a+p+p = 180°

(16)
200+ 2B = 180° (17)
180°
a+p = (18)
2
Y, por lo tanto:
(X+B = 90° (19)

Se sabia por semejanza de tridngulos que el &ngulo DEF =
90°; sin embargo, con la deduccion del segundo teorema de
Tales se comprueba este mismo resultado.

Figura 7: Planteamiento geométrico para el segundo teorema de Tales.

Angulo inscrito en semicircunferencia

También se puede notar que el diametro DF divide la
circunferencia en dos partes iguales y, por lo tanto, también lo
hace en dos arcos iguales (semicircunferencias), dado que la
medida de la circunferencia es de 360°, el didmetro divide la
circunferencia en dos arcos de 180°. Por el segundo teorema
de Tales se sabe que el angulo inscrito del triangulo DEF
siempre es recto y por lo anterior se deduce que en los puntos
Dy F los segmentos DE y EF subtienden un arco de 180°,
entonces se puede decir que “Todo dngulo inscrito en el
diametro una circunferencia siempre es recto”, entonces si el
angulo inscrito en la circunferencia es 2ZFED = 0 y el arco
DF = 180°, se puede decir que:

180°
0=

> (20)
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Teorema de los catetos (Euclides)

De la Figura 8 en el triangulo DEF si se traza una
perpendicular en G, que es la interseccion entre el segmento
BF y la circunferencia C;  se obtiene un segmento EG = h
que divide el diametro DF en dos partes desiguales FG = q y
otra DG = p, ademés de dos triangulos DEG y EFG que son
semejantes entre si, por lo que aplicando el teorema de Tales
se tiene que:

FD ED (21)
ED  GD
Por lo tanto:
aZ = p * C ( 23 )
Para el otro cateto EF esto es:
FD EF (24)
EF  FG
EF *EF = FD +FG (25)
Esto queda como:
bZ = q * C ( 26 )

Figura 8: Planteamiento geométrico para el teorema de los catetos
Euclides. a) Trazo mediante la figura inicial, b) Figura obtenida.

Teorema de la altura (Euclides)

Para obtener el teorema de la altura se sabe que el area del
tridngulo rectangulo DEF es:

ax*xb
A= > (27)
Pero también puede ser:
_cxh (28)
2
Igualando las ecuaciones de area (27) y (28):
axb _c* h (29)
2 2
Despejando:
_a-b (30)
c

Si se eleva al cuadrado la ecuacion (29) y se sustituye (23)
y (26) se obtiene lo siguiente:

h*=p=q (31)

Los obtenidos resultados sobre los teoremas de Euclides,
tanto el de los catetos como el de la altura (23, 26 y 31)
coinciden con los mostrados por Serra, et al. (2020); sin
embargo, en este caso se desarrollan a partir del teorema de
Tales, utilizando un procedimiento ya conocido.

Desigualdad AM-GM

Esta desigualdad establece que la media aritmética AM de
la forma:

+
AM = pT4a (32)
2
Y la media geométrica GM de la forma:
GM = ,/p*q (33)

Satisface lo siguiente, si p y q son nimeros reales positivos,
siempre se cumple que

p+q

< -7
p*xq = 2

(34)

En la Figura 9 se muestra el planteamiento para probar esta
desigualdad, utilizando el mismo tridngulo obtenido
previamente en la circunferencia C5, para esto se traza el radio
R perpendicular al segmento DF , dejando un segmento BH =
R, la longitud del diametro se observa que también es la suma
de p + q, entonces el radio puede escribirse como:
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_ptq
R= 2

(35)

Por lo tanto, se puede decir que en este caso el radio es igual
a la media aritmética, de la ecuacion (31) se sabe que el
segmento h queda como:

h=\p+*q (36)

Entonces la Ecuacidn (36) es igual a la media geométrica de
la Ecuacion (33), como el segmento BH es paralelo a EG, si
EG se ubica en el punto B (el centro) BH = EG, pero en
cualquier otro punto serda BH > EG, lo que satisface la
desigualdad (34). Mediante un proceso previamente
establecido y similar al mostrado en el articulo de Garcia
(2017), en el que se llega a la misma conclusion.

Figura 9: Desigualdad de la media geométrica y aritmética.

4, Resultados

Se obtuvo una deduccién de la relacién pitagérica entre los
radios de una corona circular (8), ademas de una interpretacion
geomeétrica de esto, asimismo tres casos posibles donde:

Caso |

El &rea de la corona circular es mayor que el area delimitada
por el radio de la circunferencia C,y, por lo tanto, r; >r
(figura 4).

Caso 11

El area de la corona circular es menor que el area delimitada
por el radio de la circunferencia C, vy, por lo tanto, r; < r
(Figura 5, inciso a).

Caso Il
El 4rea de la corona circular es igual que el area delimitada
por el radio de la circunferencia C, vy, por lo tanto, r; = r,

entonces el area de C5 es el doble del area de €, 0 de C,
(Figura 5, inciso b).

También, se encontré que si a partir de un triangulo
rectangulo pBD, se trazan dos circulos €,y €, concéntricos,
de radios igual a los lados pB y pD respectivamente en el
vértice p y este corresponde al angulo recto, es posible trazar
un tercer circulo €5 con centro en el vértice B y radio igual a
la hipotenusa BD , donde se obtiene un triangulo DEF ~ pBD
si se extienden los segmentos pD y BD hasta la interseccion
con la circunferencia €, y C; segun corresponda, de tal forma
que se formen los diametros, se traza una disposiciéon de
diferentes formas geométricas en la que se pueden aplicar y
deducir secuencialmente diversos teoremas que involucran
triangulos o circunferencias.

5. Conclusiones

El teorema de Pitadgoras establece una relacion entre los
catetos de un triangulo rectdngulo con su hipotenusa; sin
embargo, la relacion pitagdrica se cumple en algunos otros
contextos geométricos, como en el caso de dos circulos
concéntricos (una corona circular), donde su area puede ser
interpretada como el area de un tercer circulo de radio 4 y por
lo tanto los radios que forman la corona circular cumplen una
relacion pitagérica entre ellos. Esto se debe a que los radios de
las dos circunferencias C, y Csque delimitan el &rea de la
corona forman entre ellos un triangulo rectangulo con un tercer
lado que es igual al radio r4 que dibuja un tercer circulo que
representa el area de la corona. Ademas de que, si se disponen
tres circunferencias en los vértices de un triangulo rectangulo,
tal y como se muestra en el presente trabajo, se pueden obtener
algunos teoremas en geometria mediante procedimientos
matematicos previamente establecidos, algunos de ellos de
forma explicita como lo es el segundo teorema de Tales, que
aparece de forma grafica como consecuencia de la disposicion
de tres circunferencias en un tridngulo rectangulo.
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