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Radiación de cuerpo negro en un escenario de mundos brana
Blackbody radiation in a brane world scenario
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Resumen

En este trabajo se analiza el problema de la radiación de cuerpo negro considerando la acción 4D efectiva proveniente de la
acción 6D de un campo de norma libre en una geometrı́a no factorizable, donde las dos dimensiones extra son compactas, pero con
diferente topologı́a. Nuestro punto de partida es la descomposición de Kaluza-Klein de la acción de Maxwell 6D en dos sectores
en 4D. El primer sector contiene una acción 4D de Maxwell sin masa, mientras que el segundo produce un conjunto infinito de
campos de norma 4D masivos. Los resultados obtenidos muestran que la ley de Stefan-Boltzmann estándar es dada por el modo
cero más términos correctivos provenientes de la torre Kaluza-Klein.
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Abstract

In this work, we analize the problem of black body radiation in a effective action 4D that arises from the action 6D of a free
gauge field in a non-factorizable geometry, where the two extra dimensions are compact, but with different topology. Our starting
point is the Kaluza-Klein decomposition of the 6D Maxwell action into two sectors in 4D. The first sector contains a 4D massless
Maxwell action, while the second yields an infinite set of a 4D massive gauge fields. The results obtained show that the standard
Stefan-Boltzmann law is given by the zero mode plus corrective terms from the Kaluza-Klein tower.

Keywords: Black hole, Extra dimensions, Stefan-Boltzmann law.

1. Introducción

La historia de la fı́sica de las dimensiones extras comien-
za con los trabajos de Nordstrom (1914), T. Kaluza (1921) y
O. Klein (1926). Después, en la década de los 80’s, la idea de
las dimensiones extra fue revivida por el descubrimiento de la
teorı́a de cuerdas. Sin embargo, las dimensiones extra conside-
radas entonces eran extremadamente pequeñas, del orden de la
longitud de Planck M−1

pl (∼ 10−33 cm) y por lo tanto no observa-
bles. Sin embargo, en la década de los 90’s aparecieron nuevos
escenarios donde las dimensiones extra podı́an ser grandes e in-
cluso infinitas y aun permanecer ocultas. En todos estos mode-
los, nuestro espacio-tiempo de cuatro dimensiones es una bra-
na, es decir, una rebanada de un universo de dimensión mayor a
cuatro, donde se supone que la materia ordinaria está atrapada
en la brana.

La presencia de dimensiones extra conduce a muchas impli-
caciones fenomenológicas que pueden probarse desde la cos-

mologı́a hasta los agujeros negros y la gravedad (ver, por ejem-
plo, Servant y Tait (2003); Cheng et al. (2002); Appelquist et al.
(2001); Dimopoulos y Landsberg (2001); Giddings y Thomas
(2002)).

Por otro lado, la posibilidad de obtener información de mo-
delos con dimensiones extra estudiando fenómenos fı́sicos a ba-
jas energı́as, ha sido considerada en estos escenario como por
ejemplo, el efecto Casimir ha sido considerado por Linares et
al. (2008); Teo (2009); Cheng (2008); Frank et al. (2007), el
estudio del corrimiento Lamb ha sido abordado por Morales-
Tecotl et al. (2007), y la radiación de cuerpo negro fue estu-
diado por Ramos y Boschi-Filho (2014); Alnes et al. (2007);
Cardoso y Castro (2005).

En particular, una caracterı́stica común de los escenarios
con dimensiones extra es la modificación de la relación estándar
de la dispersión. En este sentido, se ha considerado el proble-
ma de la radiación de cuerpo negro para un espacio-tiempo de
(4 + D) dimensiones en los trabajos realizados por Ramos y
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Boschi-Filho (2014) donde se supone que el escenario es sepa-
rable en la forma M4+D = M4 ×MD, donde M4 es nuestro mun-
do 4D y MD es la variedad asociada con las dimensiones extras.
Aquı́ se supone que el campo electromagnético permea en todo
el espacio-tiempo de (4+D) dimensiones y en este escenario, la
potencia total radiada deberı́a depender de la dimensionalidad
del espacio-tiempo. El problema de la radiación de cuerpo ne-
gro también ha sido considerado en un espacio-tiempo de (n+1)
dimensional por Nozari y Anvari (2012); Husain et al. (2013a) y
por Bosso y Vega (2022) donde las dimensiones extras son con-
sideradas a través el principio de incertidumbre generalizado,
donde los términos de corrección a la ley de Stefan-Boltzmann
contienen solo las potencias pares de la temperatura. El proble-
ma de la radiación de cuerpo negro en un espacio-tiempo de κ–
Minkowski y en un espacio-tiempo de AdS 5 × S 5 se estudió en
Kim et al. (2007) y también en Ramos y Filho (2014). También
se ha estudiado el problema de radiación de cuerpo negro en
teorı́as de cuantización polimérica Husain et al. (2013b) y en
teorı́as de estadı́sticas generalizadas Moradpour et al. (2022).
En todos estos modelos, las dimensiones extras producen dife-
rentes relaciones de dispersión.

En este contexto, el objetivo de este trabajo es investigar
algunas consecuencias de los escenarios de mundos brana. Es-
pecı́ficamente, se estudia la radiación de cuerpo negro en un
escenario extendido de Randall-Sundrum por una coordenada
espacial con topologı́a S 1. En este escenario se obtiene la ac-
ción efectiva en 4D a partir de la acción de un campo de norma
libre en 6D.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En la sección
2 se muestran algunas caracterı́sticas básicas de la geometrı́a
no factorizable en 6D y entonces, usando la descomposición de
Kaluza-Klein (KK) podemos expresar la acción de Maxwell 6D
en dos términos, el modo cero KK y una torre de modos de ex-
citación de KK, es decir, el primer término representa un cam-
po de norma 4D sin masa (fotones), mientras que el segundo
término representa campos de norma 4D masivos. Una venta-
ja de la descomposición KK, es que ahora se puede analizar el
problema únicamente en cuatro dimensiones. Es bien conocido
que en 6D los fotones tienen cuatro grados de libertad, por lo
que al realizar la descomposición de KK, se debe de conservar
el mismo número de grados de libertad.

El sector sin masa contiene el término de Maxwell 4D que
produce las dos polarizaciones habituales (dos grados de liber-
tad), más dos campos escalares sin masa, los cuales dan un to-
tal de cuatro grados de libertad. Sin embargo, la elección de la
paridad Z2 elimina uno de los dos campos escalares sin masa.
Mientras que para el sector masivo, también es bien conocido
que los campos de norma con masa tienen dos grados transver-
sales y un grado longitudinal de libertad (tres grados de liber-
tad), ası́ como también, aparece un campo escalar masivo, lo
cual indica que se tiene un total de cuatro grados de libertad.

En la Sección 3 se presenta el análisis de la radiación de
cuerpo negro para el sector masivo, utilizando los resultados de
Torres-Hernández (1985) sobre radiación de cuerpo negro para
fotones masivos. En este trabajo, se determina la ley de Stefan-
Boltzmann efectiva para un escenario modificado de Randal-
Sundrum en el régimen de bajas energı́as en términos de mo-
dos de ligeros, ası́, podemos truncar los modos masivos de KK
de las dimensiones compactas, esto significa que la escala de

energı́a asociada una coordenada compacta es mucho más gran-
de que la escala de energı́a asociada a la otra coordenada com-
pacta. Para el sector sin masa, la radiación de cuerpo negro está
muy bien descrita por la ley de Planck, aquı́ se mostrara bre-
vemente este análisis. El final de la sección 3, está dedicada a
la generalización de la ley de Stefan-Boltzmann. Finalmente en
la sección 4 se muestra el análisis numérico y gráfico de los
resultados obtenidos en este trabajo.

2. Acción de un campos de norma libre en un escenario
Randall–Sundrum–1

La métrica del escenario Randall–Sundrum–1 es dado por
(ver Teo (2009))

ds2
6D = GMNdxMdxN = e−2σ

[
ηµνdxµdxν −

(
dx4

)2
]
−

(
dx5

)2

σ = κ
∣∣∣x5

∣∣∣ .
(1)

Aquı́ los ı́ndices romanos denotan las coordenadas del espacio-
tiempo 6D, xM = (xµ, x4, x5), mientras que los ı́ndices griegos
denotan las coordenadas 4D, xµ = (x0, x1, x2, x3) en la signatura
del espacio-tiempo plano ηµν = diag(+,−,−,−). Este escenario
considera dos dimensiones extra espaciales, ambas compactas
pero con diferente topologı́a. La cuarta coordenada espacial se
compactifica a un cı́rculo de radio R, ası́, podemos expresar x4

como x4 = Rθ, donde θ puede tomar valores en el intervalo
[0, 2π), mientras que la quinta coordenada x5 se compactifica
en el orbifold S 1/Z2 (esto significa que cumple dos propieda-
des, x5 = x5+2πr, y x5 → −x5) siendo r el radio de compactifi-
cación de x5. Aquı́, κ−1 es el radio del espacio 6D Anti-de Sitter
AdS6D.

Esta métrica puede ser obtenida como una solución asintóti-
ca a las ecuaciones de Einstein en 6D con una constante cos-
mológica global negativa y dos 4-branas, una ’visible’ y otra
’oculta’, con tensiones opuestas y localizadas en los puntos fi-
jos del orbifold S 1/Z2, es decir, en x5 = 0, y x5 = πr.

La acción 6D para el campo de norma libre en la métrica
RSI-1, es descrito por

S = −
1
4

∫
d4x

∫ 2πR

0
dx4

∫ πr

−πr
dx5
√
−G GMRGNDFMN FRD + Lg. f . ,

(2)
aquı́

√
−G =

√
|(GMN)| = e−5σ, FMN es el tensor de intensidad

de campo 6D dado por FMN = ∂MAN−∂N AM y Lg. f . es la acción
de fijamiento de norma, la cual toma la siguiente forma

Lg. f=−
1
2

∫
d6x
√
−G

[
Gµν∂νAµ +G44∂4A4 + e3σG55∂5

(
e−3σA5

)]2
,

(3)
este término desacopla las ecuaciones de campo asociadas a la
acción del campo de norma libre en una norma covariante (el
término de fijamiento se asemeja al fijamiento de norma de Lo-
rentz, pero tiene una estructura diferente en la coordenada x5).
Como se mostró en el trabajo de Chang et al. (2000), se requie-
re de una condición de frontera invariante de norma, es decir,
F5M = ∂5AM − ∂MA5 = 0 en x5 = 0 y x5 = πr. Esto es, Aµ y
A4 tienen simetrı́a par bajo Z2, es decir, la proyección Z2 impli-
ca condiciones de frontera tipo Neumann, para Aµ y A4, ası́ se
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tiene

∂5Aµ
(
xµ, x4, x5 = 0

)
= ∂5Aµ

(
xµ, x4, x5 = πr

)
= 0 ,

∂5A4

(
xµ, x4, x5 = 0

)
= ∂5A4

(
xµ, x4, x5 = πr

)
= 0 , (4)

mientras que la componente A5 es impar bajo Z2, ası́, se tiene
que la condición de frontera para A5 es de tipo Dirichlet

A5

(
xµ, x4, x5 = 0

)
= A5

(
xµ, x4, x5 = πr

)
= 0 . (5)

La elección de paridad Z2, elimina A5 de la teorı́a en la 4-brana,
pero no perturba la invariancia de norma de la acción en la
teorı́a efectiva de 4-dimensional. Por lo cual, en este análisis
se puede considerar la norma A5 = 0, (ver el trabajo de Davou-
diasl et al. (2000) para más detalle) por simplicidad.

Integrando por partes (2) sobre x4 y x5, se tiene

S = −
1
4

∫
d6x

[
e−σFµνFµν − 2e−σAµ∂µ∂νAν

−2e−σAµ∂4∂
4Aµ − 2Aµ∂5

(
e−3σ∂5Aµ

)
+2e−σ

(
∂µA4

)2
− 2e−σA4∂4∂

4A4

−2A4∂5

(
e−3σ∂5A4

)]
. (6)

Debido a que las coordenadas x4 y x5 están compactificadas en
un cı́rculo de radio R y r, respectivamente, entonces se puede
considerar un desarrollo de Fourier en estas coordenadas para
los campos de norma Aµ y A4, de la siguiente forma

Aµ,4 =
∞∑
η=0

∞∑
m=−∞

A(η,m)
µ,4 (x)

χη(x5)
√

r
ei m

R x4

√
2πR
. (7)

Sustituyendo esta expresión de KK de los campos de norma en
la acción (6) e integrando sobre x4 y x5 se obtiene la siguiente
acción efectiva 4D

S = −
1
4

∞∑
η=0

∞∑
m=−∞

∫
d4x

[
F(η,m)
µν Fµν(η,m)

− 2Aµ(η,m)∂µ∂νAν(η,m) + 2
(

m2

R2 + m2
η

)
Aµ(η,m)Aµ(η,m)

+ 2
(
∂µA

(η,m)
4

)2
+ 2

(
m2

R2 + m2
η

)
A(η,m)

4 A(η,m)
4

]
, (8)

con F(η,m)
µν = ∂µA

(η,m)
ν − ∂νA

(η,m)
µ , y además se ha considerando

que χn(y) satisface la siguiente condición de ortonormalización

1
r

∫ πr

−πr
e−σχη

(
x5

)
χn

(
x5

)
dx5 = δηn , (9)

y que también χn(y) cumple la ecuación diferencial

∂5

(
e−3σ∂5χ

n
)
= −m2

ηe
−σχn . (10)

Aquı́ mη corresponden al espectro de los modos para la coorde-
nada y, con unidades de masa. Si mη = 0, la expresión (10) se
reduce a la siguiente condición

∂5χ
0
(
x5

)
= Ae3κ|x5 | , (11)

donde A es una constante arbitraria que se puede determinar im-
poniendo condiciones de frontera en la brana. De acuerdo a (4),

χ0 satisface la condición de frontera de Neumann en x5 = 0, πr,
por lo que el modo cero es una constante e implementando la
condición de ortonormalidad (9) se tiene

χ0
(
x5

)
=

√
κ

1 − e−πrκ
. (12)

Mientras que para los modos excitados (mη , 0), es convenien-
te realizar el siguiente cambio de variable z = m

κ
eσ y redefinir a

χ(z) como χ(z) =
(

m
κz

) 3
2 f (z) en Ec. (10), lo cual conduce az2∂2

z + z∂z + z2 −

(
3
2

)2 f (z) = 0 . (13)

Las soluciones de (13) pueden expresarse en términos de las
funciones Bessel de orden 3/2, de la siguiente forma

χη
(
x5

)
= e

3
2σN1

[
J 3

2

(mη
κ

eσ
)
+ b1Y 3

2

(mη
κ

eσ
)]
, (14)

donde N1 y b1 son constantes. N1 se puede obtener usando la
condición de ortogonalidad (9), la cual no es importante para el
propósito de este trabajo. La función χη satisface la condición
de frontera ∂x5χη|0,πr = 0, la cual permite determinar el espectro
de masas. Ası́ se puede escribir la siguiente relación

∂x5

(
e

3
2σN1

[
J 3

2

(mη
κ

eσ
)
+ b1Y 3

2

(mη
κ

eσ
)])∣∣∣∣∣

0,πr
= 0 . (15)

La expresión anterior se reduce al siguiente sistema de ecuacio-
nes

J 1
2

(mη
κ

)
+ b1Y 1

2

(mη
κ

)
= 0 ,

J 1
2

(mη
κ

eκπr
)
+ b1Y 1

2

(mη
κ

eκπr
)
= 0 . (16)

Este sistema tiene una solución no trivial, únicamente sı́ el de-
terminante

J 1
2

(mη
κ

)
Y 1

2

(mη
κ

eκπr
)
− Y 1

2

(mη
κ

)
J 1

2

(mη
κ

eκπr
)
= 0 , (17)

se anula, y por lo tanto el espectro de masas mη puede ser obte-
nido de las raı́ces de (17). Si asumimos πkr ≫ 1 y mη ≪ κ, el
argumento de las funciones Bessel deben de satisfacer

mη = ηκ̄π , κ̄ = κe−κπr . (18)

Es interesante señalar que la expresión (8) muestra que la ac-
ción de Maxwell 6D es equivalente a una teorı́a 4D con una to-
rre infinita de campos de norma y campos escalares, con masas
m2/R2 y mη = ηκ̄π. La masa efectiva m2

mη =
m2

R2 + m2
η recoge las

dos contribuciones independientes correspondientes a las dos
dimensiones extra compactas, respectivamente. La reescritura
de la acción 6D en la forma (8) se le llama la descomposición
de Kaluza-Klein.

3. Espectro de cuerpo negro

La descomposición de Kaluza-Klein de la acción de Max-
well 6D obtenida en la sección anterior, conlleva a dos sectores
en 4D. El primero de ellos, el sector sin masa contiene la acción
de Maxwell 4D, ası́ como a un campo escalar sin masa A(0,0)

4 en
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4D. Mientras que el segundo sector, contiene a un conjunto in-
finito de campos de norma y de campos escalares con masas
m2

R2 + m2
η, a estos campos se les suele llamar la torre de KK.

Cabe mencionar que los campos escalares A(η,m)
4 no contri-

buyen a la radiación de cuerpo negro, porque las condiciones
de frontera en los campos de norma no imponen ninguna con-
dición a los campos escalares y por lo tanto son campos libres
en todo el espacio-tiempo 4D.

Para este análisis de la radiación de cuerpo negro , se ini-
cia con el sector sin masa y posteriormente se aborda el sector
masivo.

3.1. Sector sin masa
En el sector sin masa tenemos las cuatro componentes del

campo de norma habituales (η = 0, m = 0 y, por lo tanto,
mmη = 0) más dos campos escalares 4D sin masa adicionales.
Sin embargo, debido a que la coordenada x5 tiene una simetrı́a
S 1/Z2, A5 no tiene modo cero, mientras que A4 sı́. Por lo tanto,
solo tenemos un campo escalar sin masa 4D adicional A(0,0)

4 .
Para estudiar la radiación de cuerpo negro se considerará el

ensamble de fotones sin masa en una cavidad de volumen V con
paredes reflectantes ideales a temperatura T . Este sistema está
comunicado con el exterior por un pequeño orificio bidimen-
sional. Las ondas electromagnéticas en el interior de la cavidad
pueden tratarse como ondas estacionarias. Aquı́, por simplici-
dad, consideramos una cavidad con forma de caja de lado L y
además elegimos un sistema de coordenadas ortogonales con
origen en uno de los vértices de la cavidad.

Según las condiciones de frontera, las componentes del
campo eléctrico deben desaparecer en las paredes de la cavidad,
por lo que los fotones tendrán sus vectores de onda ki dados por

ki =
πni

L
. (19)

Aqui ni = 1, 2, 3, . . . representa los posibles modos de vibra-
ción. El número total de modos en el intervalo [k, k + dk] es
dado por

N(k)dk = λ
V

2π2 k2dk , (20)

donde λ es la polarizacion del fotón y tiene un valor de dos en
4D. Reescribiendo (20) en el espacio ν, se tiene

N(ν)dν =
8πVν2

c3 dν . (21)

Entonces, usando la energı́a promedio por modo

hν
ehν/kBT − 1

, (22)

se puede escribir a la densidad de energı́a espectral como

U(T ) =
8πh
c3

∫ ∞

0

ν3

ehν/kBT − 1
dν . (23)

En mecánica cuántica se tiene la relación entre radiancia
(energı́a emitida por unidad de área por unidad de tiempo) y
densidad de energı́a dada por un factor puramente geométrico,
ası́ entonces se tiene

R(T ) =
c
4

U(T ) =
∫ ∞

0
R(T, ν)dν , (24)

donde la radiancia espectral R(T, ν) is

R(T, ν) =
2πh
c2

ν3

ehν/kBT − 1
. (25)

Para la evaluación de (24) realizamos el cambio de variable
x = hν/kT y usamos la identidad matemática∫ ∞

0

xd

ex − 1
dx = Γ (d + 1) ζ (d + 1) , (26)

con Γ(z) la función gamma y ζ(z) es la funcion zeta de Riemann.
De esta forma, se es fácil llegar al siguiente resultado

R(T ) = σBT 4, σB =
2π5k4

B

15h3c2 = 5,67 × 10−8 W
m2K4 . (27)

3.2. Sector masivo
En el caso en el que el fotón posea masa, entonces, en pre-

sencia de paredes perfectamente reflectantes, un gas de foto-
nes tendrá dos grados de libertad transversales y uno longitu-
dinal. Sorprendentemente, las tres polarizaciones no producen
tres modos discretos, sino solo dos modos discretos.

De acuerdo al trabajo realizado por Bass y Schrodinger
(1955), ellos argumentaron que la interacción del modo longi-
tudinal del fotón con la materia serı́a tan débil, que difı́cilmente
contribuye al equilibrio de la radiación térmica en una cavidad,
es decir, las paredes de la cavidad son transparentes para los
modos longitudinales. La razón es la tremenda contracción de
Lorentz de los campos longitudinales al pasar del marco en re-
poso de un fotón masivo al marco en reposo de la cavidad.

Los modos discretos son modos no penetrantes donde las
componentes del campo eléctrico son cero tanto en el interior
como en las paredes de la cavidad. Para satisfacer estas con-
diciones de frontera, tenemos la siguiente relación en términos
del número de onda

ki =
πni

L
, (28)

donde ni son enteros. El número de los modos con k en el rango
[k, k + dk] ( Torres-Hernández (1985)) es dado por

N
(
k,me f f

)
dk =

V
π2 k

√
k2 − m2

e f f dk, m2
e f f =

m2

R2 + n2κ̄2π2 .

(29)
Donde se han incluido ambas polarizaciones y la masa efectiva
del fotón me f f . Expresando (29), se puede reescribir el número
total de modos con frecuencias entre ν y ν + dν como

N
(
ν,me f f

)
dν =

8πV
c3 ν

2

√
1 −

c2m2
e f f

4π2ν2
dν . (30)

Ası́ la densidad de energı́a es

U
(
T,me f f

)
=

8πh
c3

∫ ∞

u

ν3

ehν/kBT − 1

√
1 −

u2

ν2
dν, u =

cme f f

2π
.

(31)
Nuevamente, se expresa a la densidad de energı́a en término de
la radiancia

R
(
T,me f f

)
=

c
4

U
(
T,me f f

)
=

∫ ∞

u
R

(
T,me f f , ν

)
dν, (32)
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con la correspondiente radiación espectral dada por

R
(
T,me f f , ν

)
=

2πh
c2

ν2
√
ν2 − u2

ehν/kBT − 1
. (33)

usando la expresión

1
ex − 1

=

∞∑
ℓ=1

e−xℓ , (34)

se puede expresar a (32) como

R
(
T,me f f

)
=

∞∑
ℓ=1

2πh
c2

∫ ∞

u
ν2e−

hνℓ
kBT
√
ν2 − u2 dν . (35)

El siguiente paso en el cálculo es notar que la integral se puede
reescribir en términos de la derivada de la variable β = 1/kBT ,
por lo que se tiene

R
(
T,me f f

)
= −

∞∑
ℓ=1

2π
c2ℓ

d
dβ

∫ ∞

u
ν e−βhνℓ

√
ν2 − u2 dν . (36)

Para calcular la integral, usamos la relación∫ ∞

u
x
(
x2 − u2

)η−1
e−µx dx =

2η−
1
2 µ

1
2−ηuη+

1
2 Γ (η)

√
π

Kη+ 1
2

(uµ) ,

(37)
donde Kν(z) es la función modificada de Bessel y Γ(z) es la fun-
ción Gamma. De esta forma se tiene

R
(
T,me f f

)
= −

∞∑
ℓ=1

2π
c2ℓ

d
dβ

c2m2
e f f

4π2hℓ
1
β

K2

(
βℓhcme f f

2π

)
= −

∞∑
l=1

m2
e f f

2πhℓ2
d

dβ

[
1
β

K2

(
βℓhcme f f

2π

)]
.(38)

Usando la propiedad z∂zKν(z) = −zKν−1(z)− νKν(z), finalmente
se obtiene

R
(
T,me f f

)
=

∞∑
ℓ=1

m2
e f f

2π

3k2
BT 2

hℓ2
K2

(
ℓhcme f f

2πkBT

)
+

kBTcme f f

2πℓ
K1

(
ℓhcme f f

2πkBT

)]
. (39)

En la siguiente subsección consideraremos la contribución del
sector masivo y sin masa para la radiancia.

3.3. Ley de Stefan-Boltzmann
La razón total de emisión de energı́a de cuerpo negro por

segundo por unidad de área RT (T ) se obtiene sumando la con-
tribución R(T ) del sector sin masa y la contribución R(T,me f f )
del sector masivo:

RT (T ) = σBT 4 +
1

2π

∞′∑
m=−∞

∞∑
η=ℓ=1

c2

h2

(
m2

R2 + η
2κ̄2π2

)
3k2

BT 2

hℓ2
K2

 ℓc2

2πkBT

√
m2

R2 + η
2κ̄2π2


+

kBTc2

2πhℓ

√
m2

R2 + η
2κ̄2π2

K1

 ℓc2

2πkBT

√
m2

R2 + η
2κ̄2π2

 (40)

La prima indica que el término con m = 0, ha sido suprimido.
En este punto es conveniente introducir una aproximación, es
decir, la contribución de la coordenada extra compacta x4 en
la masa mmη, es dada en términos del espectro discreto m2/R2.
Aquı́ la fı́sica cuatro dimensional está asociada al modo sin ma-
sa η = m = 0, mientras que para m , 0 se tiene una torre
infinita de modos masivos discretos, lo cual es una manifesta-
ción de la coordenada extra x4. Estos modos masivos pueden
ser suprimidos en el régimen a bajas energı́as si R−1 ≪ κ. En-
tonces en el régimen de bajas energı́as se puede considerar la
siguiente aproximación (R−1 ≪ κ), por lo que solo el modo ce-
ro de la coordenada compacta x4 es el único relevante. Bajo esta
consideración, se tiene

RT (T ) =

[
σB + ∆σ

′
B

(
T
Tc

)]
T 4 , (41)

∆σ′B

(
T
Tc

)
=

15σB

4π4

∞∑
η=ℓ=1

[
3
(
ηTc

ℓT

)2

K2

(
ηℓTc

2T

)

+
η3

2ℓ

(Tc

T

)3

K1

(
ηℓTc

2T

)]
, Tc =

hcκ̄
kB
.(42)

Donde (41) expresa la ley modificada de Stefan-Boltzmann, y
el primer término entre paréntesis es la contribución del mo-
do cero (η = m = 0), mientras que el segundo término, es un
término correctivo proveniente de la torre Kaluza-Klein de la
sexta coordenada.

4. Análisis Numérico

En la sección anterior se presentó una expresión para la ley
de Stefan-Boltzmann en modelos de Randall Sundrum extendi-
dos en una dimensión compacta. Esta expresión depende de dos
parámetros libres adicionales: el radio 6D del espacio Anti-de
Sitter κ−1 y el tamaño de la coordenada x5, r. Por lo que se em-
plearan a κr y κ como parámetros del modelo (los cuales están
codificados en Tc).
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Figura 1: Comparación entre el error fraccional ∆σB/σB ∼ 10−3 (banda blanca,
ver Torres-Hernández (1985)) y la ley modificada deStefan-Boltzmann.



V. E Cerón et al. / Publicación Semestral Pädi Vol. 11 No. 21 (2023) 96–102 101

Como se mencionó en la introducción, se han utilizado
pruebas de baja energı́a para obtener información de modelos
de dimensiones extra compactas. Por ejemplo, en Frank et al.
(2008) se estudió la fuerza de Casimir entre dos placas parale-
las en modelos Randall Sundrum con dimensiones extra com-
pactas. Entonces, para una dimensión extra compacta (6D en
nuestro caso), el efecto Casimir establece un lı́mite de κr ≲ 20,
donde el parámetro κ se toma en la escala de Planck como 1019

GeV.
Para obtener un lı́mite aproximado de κr, usamos la incer-

tidumbre relativa en la constante de Stefan-Boltzmann σB. Por
supuesto, no es una de las mejores cantidades fı́sicas medidas,
pero puede ayudar a proporcionar un lı́mite superior para el
parámetro κr. De acuerdo a las medidas del error fraccionario
∆σB/σB ∼ 10−3 en T = 1000 K Torres-Hernández (1985) y
usando Tc = 23,392735× 103 K como una función del paráme-
tro κr implica que el lı́mite superior para κr es alrededor de 20,
como se ve en la figura 1 para κ = 1010 GeV .

Por supuesto, el lı́mite superior para κr depende del valor
elegido para κ, por lo que si se considera la radiación efectiva
en el plano κ-κr para un error fraccionario ∆σB/σB ∼ 10−3 a
T = 1000K como se muestra en la Fig. 1. La región exclui-
da después de permitir un error fraccionario ∼ 103 multiplicado
por 4π4/15 a la ley estándar de Stefan-Boltzmann está sombrea-
da. El lı́mite de la región excluida muestra la dependencia de k
del lı́mite superior kr.

Ahora consideremos el comportamiento de la Ec. (41) para
altas temperaturas T ≫ Tc (z = ηℓTc/2T ≪ 1), el comporta-
miento de de las funciones de Bessel modificadas son

K1(z) ≈
1
z
, K2 ≈

2
z2 . (43)

Introduciendo (43) y usando la función Zeta de Riemann

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns (44)

en (41), entonces se puede expresar a RT (T ) como

RT (T ) ≈ σB

(
1 +

90
π4

)
T 4, Tc ≪ T . (45)

Para T ≫ Tc el efecto de las dimensiones extras en es-
te escenario está codificado en un factor multiplicativo σB →

σB

(
1 + 90

π4

)
en lugar del término aditivo.

Por otro lado, para temperaturas suficientemente bajas, T ≪
Tc, el comportamiento de las funciones de Bessel modificadas
es

K1(z) ≈ K2 ≈

√
π

2z
e−z . (46)

Substituyendo este resultado en (41) y manteniendo únicamente
los primeros términos en las sumas sobre η y ℓ (debido al com-
portamiento de la función exponencial), se obtiene el siguiente
resultado

RT (T ) ≈

{
1 +

15
8π7/2

[(Tc

T

)5/2

+
27
4

(Tc

T

)3/2]
exp

[
−

Tc

2T

]}
σBT 4, T ≪ Tc . (47)

Aquı́, para cualquier T ≪ Tc, las funciones de Bessel modi-
ficadas en (41) se vuelven exponencialmente más pequeñas,
por lo que, para bajas temperaturas, la ley efectiva de Stefan-
Boltzmann (41) se reduce a su ya conocida forma (27).

5. Conclusión

En este trabajo se estudió la ley de radiación de cuerpo ne-
gro en los modelos de Randall Sundrum extendidos en una di-
mensión compacta, ası́ como el lı́mite superior del parámetro
κr. Primero se analizó el problema de Maxwell 6D y luego se
obtuvo el espectro KK del campo electromagnético en la teorı́a
efectiva de 4 dimensiones.

Introduciendo la masa de los modos y encontrando pri-
mero la densidad de energı́a, luego la ley efectiva de Stefan-
Boltzmann en este escenario como funciones de Tc (con k ∼
1019 GeV) ası́ como T . Los efectos de dependencia x5 se inclu-
yen solo en los términos de la función de Bessel y la contri-
bución dominante surge cuando el argumento de las funciones
de Bessel es pequeño, por lo que los primeros términos de la
serie son dominantes. Ası́, para temperaturas superiores a Tc,
las desviaciones en la ley estándar de Stefan-Boltzmann cobran
relevancia, como se puede apreciar en (45), mientras que para
temperaturas bajas la ley efectiva de Stefan-Boltzmann se redu-
ce a la conocida ley de Stefan-Boltzmann (47).

Cuando se impone la condición de que el resultado repro-
duzca las medidas experimentales, dentro de las incertidumbres
conocidas en ∆σB/σB ∼ 10−3 en T = 1000 K, encontramos que
para valores de κ cerca de la escala de Planck, κr ≲ 20, el lı́mite
superior de κr disminuye cuando el valor de κ disminuye. Final-
mente, nuestros resultados obtenidos para el parámetro κr son
consistentes con los valores que existen en la literatura prove-
nientes del efecto Casimir, κr ≲ 16 ∼ 20. (ver el trabajo de
Frank et al. (2007) para mayor referencia).
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