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Resumen

Los sistemas multiagente estan compuestos por multiples robots o vehiculos auténomos que interactian entre si y con el entorno.
Uno de los retos pendientes es el desarrollo de modelos para sistemas multiagente capaces de capturar la complejidad dindmica
del sistema y permitir su control y coordinacién. En este articulo se presenta una primera aproximacién de control de una red de
vehiculos pero basado en la ecuacién de onda, que es una ecuacion en derivadas parciales hiperbdlica. La idea es que a través del
vehiculo lider (o de frontera) se puedan coordinar los demds vehiculos seguidores que conforman el conjunto total de estados. Para
validar esta aproximacion, se realiza una prueba de estabilidad mediante una funcional estricta de Lyapunov y los resultados de
simulacién demuestran la eficacia del sistema de lazo cerrado.

Palabras Clave: Red de vehiculos auténomos, ecuacion en derivadas parciales, control frontera, control de estructura variable.

Abstract

Multiagent systems consist of multiple robots or autonomous vehicles that interact with each other and with their environment.
One of the challenges in this field is developing models that can capture the complexity of the network and enable its control and
coordination. In this paper, we present a novel approach to controlling a network of vehicles based on partial differential equations.
Our method relies on the wave equation, which is a hyperbolic partial differential equation. Specifically, we aim to stabilize and
coordinate the follower vehicles using the boundary vehicle as leader vehicle. To evaluate the stability of our approach, we use a
strict Lyapunov functional. Our simulation results confirm the effectiveness of the closed-loop system.

Keywords: Network of autonomous vehicles, partial differential equation, boundary control, variable structure control.

1. Introduccion do un gran interés en la investigacién de técnicas avanzadas de

coordinacién y control de drones, con el fin de lograr un com-

El tema de los sistemas multiagente tiene importantes apli-
caciones pricticas en una amplia gama de campos, como la
robdtica, el transporte y las redes de comunicacién. Los siste-
mas multiagente ofrecen la posibilidad de aumentar la eficien-
cia, flexibilidad y adaptabilidad en comparacién con los siste-
mas tradicionales de un solo agente (Dong et al., 2015). Sin
embargo, coordinar las acciones de multiples agentes en un en-
torno complejo y dindmico es un gran reto que requiere sofisti-
cadas técnicas de modelado y control. Ademas, en la actualidad
se han popularizado eventos en los que cientos de drones inter-
actdan entre si para formar figuras y patrones en el aire (Peng
y He, 2022; Teixeira et al., 2020). Esta tendencia ha genera-
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portamiento coordinado y preciso en estas complejas formacio-
nes aéreas. Aunado a lo anterior, es importante considerar que
proximamente se espera la circulacién de cientos de vehiculos
auténomos en ciudades, incluyendo aquellas que cuentan con
espacios estrechos que pueden representar un obsticulo para el
trafico vehicular. Es necesario anticipar y abordar los posibles
desafios que esto pueda generar, como la necesidad de coordi-
nar el flujo de trafico para garantizar una circulacién segura y
fluida.

Las ecuaciones en derivadas parciales (Krstic y Smyshl-
yaev, 2008) han demostrado su eficacia para modelar y en-
tender de manera precisa sistemas complejos en diversos cam-
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pos cientificos y tecnoldgicos. Por ejemplo, reactores quimi-
cos (Christofides, 2000), entender y predecir movimientos
teluricos (Gutierrez-Oribio et al., 2022), analizar las oscilacio-
nes complejas de sistemas bioldgicos (Lienard, 1928; Li et al.,
2022) y sistemas con retardo (Zhu y Fridman, 2022).

Uno de los primeros trabajos abordados en el control y sin-
cronizacién de vehiculos fue presentado por Raza e Ioannou
(1996). quienes disefiaron y probaron un sistema de control de
vehiculos para lograr la automatizacién total del vehiculo en
la direccién longitudinal para varios modos de funcionamiento,
incluidos los vehiculos auténomos, el seguimiento cooperati-
vo de vehiculos y en peloton. Recientemente, Alonso-Mora et
al. (2019) establecieron un método distribuido para el control
de formaciones que permite a un equipo de robots terrestres o
aéreos navegar en un entorno dindmico mientras reconfiguran
su formacién para evitar colisiones con obstdculos estdticos y
moviles. Su método se basa en la comunicacién entre robots
vecinos y requiere un cierto nivel de coordinacién y sincroniza-
cién entre ellos. Esto podria limitar la escalabilidad del método
a numerosos equipos de robots o a entornos con capacidades
de comunicacion limitadas. En Aguilar et al. (2021) se propuso
un controlador de consenso lider-seguidor para ecuacién de on-
da en red, en la se establecié un acuerdo puntual en el espacio
entre los perfiles del seguidor y del lider mediante el andlisis
de Lyapunov. Ademads, se utilizé una regla de interaccion local
lineal tipo PD para lograr la sincronizacién. De igual manera
Katz, Fridman y Basre (Katz et al., 2022) presentan una so-
lucién para desplegar multiples agentes utilizando un enfoque
basado en ecuaciones diferenciales parciales. En lugar de trans-
mitir sefiales de control de los lideres a los agentes, el método
propuesto utiliza el control basado en red de una ecuacién de
calor 1D con dos medidas de contorno. Esto elimina la nece-
sidad de transmisiones costosas e inseguras, haciendo que el
proceso de despliegue sea mas eficiente y seguro.

La presente investigacion tiene como objetivo principal
aportar al campo de sistemas multi-agentes mediante el uso de
ecuaciones diferenciales parciales. Se propone modelar la red
de agentes seguidores como una ecuacién de onda, mientras
que el lider se considera como la condicién de frontera, sujeto
a perturbaciones desconocidas pero con una cota conocida. La
motivacidn detras de esta investigacion radica en que la mayoria
de los algoritmos existentes funcionan bien ante un numero re-
ducido de agentes; sin embargo, cuando el numero de sistemas
empieza a aumentar puede haber fallas en la comunicacién, la
interaccion entre si no es perfecta y la perturbacién en uno de
ellos puede afectar todo la flota de vehiculos auténomos. Por
lo tanto, se explora el potencial de las ecuaciones en derivadas
parciales en sistemas de dimensiones infinitas o sistemas con
parametros distribuidos, para proponer una primer aproxima-
cion del uso de una ecuacién de onda en la representacion de
una flota de vehiculos auténomos donde el vehiculo lider o de
frontera comanda la interaccién del resto de la flota. En este
trabajo se presentan simulaciones para mostrar la eficacia del
método propuesto en la resolucién de problemas de control y
sincronizacién en sistemas multi-agente.

El articulo estd organizado de la siguiente manera. En el
seccidn 2 se define el modelo una red de vehiculos mediante la
ecuacion de onda y dos condiciones de frontera. En la seccién 3
se propone el controlador de frontera y se presenta el analisis de

estabilidad proponiendo una funcional estricta de Lyapunov. En
la seccién 4 se presentan los resultados de simulacién numéri-
ca realizados para el caso libre de perturbacion y perturbado.
Finalmente, se ofrecen conclusiones en la seccién 5.

Notacién. Los simbolos w, = ow/dt, wy = 0*w/dF, we =
Ow/0¢, wg = 0*w/déot Yy Weg = 0*w/d&? se utilizan para las
correspondientes derivadas parciales de w(¢, ). La norma eu-
clidiana del vector x = [xy,---,x,]7 € R* de valor real se
define como |lx]l, = VxTx. W'2(a, b) es el espacio de Sobolev
de funciones escalares absolutamente continuas w : [a, b] — R

con derivadas cuadradas integrables w” de orden / > 1y con
la norma |wli?,, = fa b(w(l))z(.f)d.f. L, representa el espacio de
Hilbert de las funciones escalares cuadradas integrables w(¢) en

el dominio (0, 1) con la correspondiente norma L,

1
(@, = fo WA(E)dE. (1)
La desigualdad de Young

o 1
b< —d*+—b*
=74 7557

>0 2)

se utilizara en el el andlisis de estabilidad.

2. Red de vehiculos

Considerese un conjunto n agentes dindmicos V, =
{1,2,...,n}, identificados como seguidor o seguidores, que es
gobernado por la ecuacién de onda expresada de la siguiente
manera

wtl(x7 t) = wxx(x» t) (3)
con condiciones de frontera

v, (0,1) =0

Wi (0,1) 4)

wy(1,1) = =bw,(1,1)

donde Ww(x,t) = [Wi(x,1), Wa(x,1),...,W,(x,0)]" es el vector,
que contiene los estados de todos los seguidores, Ww;(x,t) de-
nota el desplazamiento transversal del i-ésimo agente en la po-
sicibn x € (0,1) y el tiempo r > 0 y b es una constante po-
sitiva. Se supone que los agentes seguidores se comunican en-
tre si a través de una topologia estética no dirigida descrita por
Gr(Vy, & Ap).

Supongamos que ademads de los n seguidores existe un
agente lider, etiquetado con el nimero indice 0 y gobernado
por el problema de valor frontera no forzado

1'T’Y(),tl‘(x9 t) = Wo,xx(x’ t) (5)
con condiciones de frontera

WO,tt(O, 1) = u(t)

WO,X(I’ t) = _bWO,z(l, t)’ (6)

donde u(?) es la entrada de control de frontera de tipo Neumann
de los agentes

El objetivo de control es disefar un controlador twisting u(t)
tal que los elementos seguidores W(x, f) sigan asintéticamente al
estado lider wy(x, #), en otras palabras
rn'flil [Iwi(x, 1) = Wwo(0, DIl = 0. (N

x€[0
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3. Resultado principal

Basandonos en el modelo presentado en la seccion anterior,
proponemos el controlador frontera

u(0,1) = c; sign(w(0, 1)) + c5 sign(w;(0, 1)) + kyw(0, 1) + ko w, (0, £)
®)

donde w(x, ) es el término del error, k1, k, c; y ¢2 son constan-
tes estrictamente positivas y ademas

C1 > C) (9)

y exista una constante & tal que

kh 1 7 ky 1]
?_E k%+4k1<8<?+§ k%+4k1 (]O)

La parte estabilizadora se utiliza para garantizar la estabilidad
asintOtica, mientras que la parte discontinua confiere cierta ro-
bustez al sistema de lazo cerrado.

3.1. Analisis de estabilidad

La ecuacién de lazo cerrado en funcién del error w =
w(x, ) — 1,wo(x, 1), con condiciones iniciales y condiciones de
frontera viene dado por

Wi(X, 1) = Wix(x, 1) (11)
w(x, 0) = Ww(x, 0) — 1,,wo(x, 0) (12)
wi(x,0) = Ww,(x,0) — 1,,wo,(x, 0) (13)
w(0, 1) = —cy sign(w(0, 1)) — ¢, sign(w;(0, 1))

— kyw(0, 1) — kow,(0, 1) (14)
we(1,8) = —=bw,(1,1), (15)

donde (12)—(13) son las condiciones inciales siendo el simbolo
1, = [1,1,---,1]7 € R" un vector cuyos elementos son solo
unos y (14)—(15) son las condiciones de frontera del sistema
en lazo cerrado. Para establecer las condiciones de estabilidad
asintdtica se propone la siguiente funcional de Lyapunov

1 1!
V= f w2 (x, dx + = f w2(x, )dx + ¢1|w(0, 1)|
2 Jo 2 Jo

N (ki + aks)
2

1
+ sf (1 + x)ww,(x, t)dx,
0

w?(0, 1) + aw(0, Hw,(0, 1) + %w,z(o, r (16)

que es definida positiva siempre que (9) y (10) se cumplan.
Ademas, existen dos constantes 3; y 5, tal que

LU <V <BU, 17
donde

U = wallfao.py + Wil20,p) + WO, DIF + 11w, 0, DI (18)

1
ﬂl = E min {/lmfn [1 (;:] s /lmfn (19)

ki + aky (Z}
a Ly

, 1 2
— max {/lm;ix [28 1 ] » Amax

ki + aky O/} (20)
a L)

La derivada temporal de V alo largo de la solucién de (11)—(15)
es

1 1
V= f W W dx + f wiwudx + c1 sign(w(0, 1))w,(0, 1)
0 0

+aw?(0,1) + (ki + aky))w(0, )w;(0, 1)

1
+ (@w(0. 1) + wi(0,0)wu(0,1) + & f (WWat + Wiw)dx
0
1
+ gf x(Wwyy + wywy)dx
0

1 1
= f W W dx + f WWdx — ak1w2(0, 1)
0 0

= (ko — W0, 1) — alcr — c)W(0, 1) — c2lw,(0, 1) (21)

1
+ sf Wwy + wywy)dx
0

1
+ 8[ X(Wiwy + wypwy)dx. (22)
0

Aplicando integracidon por partes al segundo término de ésta

ultima ecuacidn, es decir,
1 1 1
f WWedx = ww, 0" f WW i dX
0 0

1
:Wt(l,t)wx(lat)_Wt(o’t)wx(o’t)_f wiwydx  (23)
0

1 1
= —EW§(1,t)—wt(0, Hwi(0,1) - f WiWydx
0
obtenemos

V= —%wi(l, 1) = wi(0, Hw, (0, 1) — ak;w?(0, £)
— (ky = @)w; (0, 1) — alcr — c)lw(0, )] = c2lw, (0, 1)

1
+ sf (1 + x)(Wwys + wewy)dx. 24)
0

Resolviendo el séptimo y octavo término por partes, es decir,

1
sf Wwdx =
0
1
sf WWdx =
0

y después de desarrollo algebraico obtenemos

(W2(1,0) = w}(0.1), (25)

NM N ®

(WAL, 5 = wi(0,1), (26)

V= —%wi(l, 1) = wi(0, Hw, (0, 1) — ak;w?(0, 1)
= (ky — )W} (0,1) — a(cy — c2)Iw(0, )| — c2lw (0, 1)
+ ; (w2(1.0) = w2(0,0) + g (W(1.0) = w20, 1))

1
+e& f x(Wwy + wywy)dx. 27
0



L. T. Aguilar / Publicacion Semestral Pddi Vol. 11 No. Especial 2 (2023) 121-126 124

Aplicando la desigualdad de Young (2) al término de signo in-
definido (segundo término de la ecuacion anterior), se obtiene

o 1
V< =2 wi1L0) + 2wi(0.0) — akiw? (0.1

1
- (kz -—a- E) w;(0,1) — alcr — c2)w(0, )] = calw,(0, 1)
+ ; (WP (L1~ w2 (0,1)) + g (w3(1,1) — w2(0.1))

1
+e& f x(Wwy + wywy)dx. (28)
0

Ahora nos detenemos a desarrollar la tltima integral, es decir

1 & & 1
€ f W wdx = =wA(1,1) - = f w2(x, £)dx (29)
0 2 2 Jo

1 1
8f x(wwy)dx = Ew?(l, 1) — i f w,z(x, tydx. 30)
0 2 2 Jo

Finalmente,
1 1
Vs—ff wi(x,t)dx—ff w,z(x,t)dx
2 Jo 2 Jo

1 1
- 5(8 — Dw*(0, 1) — akyw?(0,1) — (kz + ; —a- 5)w?(o, f)

— a(cy = 2)w(0, )] = 2w (0, 7)]
€1y

Por lo tanto V es definida negativa siempre y cuando ky, kp, c1 y
¢, cumplan con las restricciones (9) y (10) y & < b/(1 —b?). Las
condiciones de estabilidad de funcionales de Lyapunov para sis-
temas con pardmetros distribuidos se pueden consultar en Orlov
(2020).

3.2.  Andlsis de estabilidad para perturbacion en la frontera
En esta seccion iniciamos definiendo el vector de perturba-
¢ion en la condicion de frontera, es decir

wi(0,1) = u(t) + 5(t)
wi(l,0) = =bwy(1,1)

donde 6(7) es el vector de perturbaciones que se asume acotado,
es decir, existe una constante M conocida, tal que

oIl < M.

(32)

(33)

La derivada temporal de V a lo largo de la solucién de (5), (32)
es

1 1
V= f W Wdx + f wwudx + c1 sign(w(0, 1))w,(0, 1)
0 0

+aw?(0,1) + (k; + aka)w(0, )w;(0, 1)
1
+ (aw(O, 1)+ w,(0, t))w,t(O, HN+e f Wwy + wywy)dx
0
1
+e& f x(Wwy + wywy)dx
0

1 1
< f WoWydx + f wwdx — akyw*(0,1) = (ky — a)w?(0, 1)
0 0

—afcy — ¢ = M)w(0, 1) = (c2 = M)Iw(0, 1)

1 1
+e& f wWwy +wywod + & f x(wwy + wewdx. (34)
0 0

Siguiendo los mismos pasos del desarrollo de la subseccién an-
terior se llega a

. e (! e (!
V<-2 f wi(x, dx — = f w; (x, H)dx
2 0 2 0

1 1
- 5(6 — DwX(0, 1) — akyw?(0,1) — (k2 + ; —a- 5)w,2(0, 7

—a(cr — 2 = M)w(0, )] = (c2 = M)Iw(0, )|

_ (é - g)w,%a,t). (35)

Concluyendo estabilidad asintfotica siempre y cuando se cum-
plan con las restricciones (9), (10) y ¢, > M.

4. Resultados de simulacion

Corrimos simulaciones en el modelo dindmico presentado
en (5)—(6), bajo las siguientes condiciones iniciales:

w(x, 0) = sin(27x). 36)

La ecuacién diferencial parcial (5) se discretizé en la varia-
ble espacial x dividiendo uniformemente el segmento [0, 1] en
N = 30 puntos de la malla. Se utilizé el algoritmo Runge-
Kutta (Butcher, 1996) para resolver las N ecuaciones diferen-
ciales. El tiempo de muestreo fue 1 x 1073 s. Las ganancias
para el controlador estabilizador de frontera (8) fueron ¢; = 5,
¢y =2,k =5y ky =2 elegidos a priori, pero satisfaciendo las
condiciones dadas en la seccién 3.

En la figura 1 se muestra la topologia usada en las simu-
laciones con un lider que se asume es la entrada frontera. Las
simulaciones realizadas en este estudio permitieron analizar el
desempeiio del sistema de control propuesto en diferentes situa-
ciones. En la figura 2 se muestra la convergencia de los estados
hacia el estado estacionario para el caso no perturbado. Poste-
riormente, se realizé una prueba donde se introdujeron pertur-
baciones (6(¢) = sin(2rt)) en el vehiculo lider, correspondiente
a la condicién de frontera. La figura 3 muestra que las pertur-
baciones son rechazadas y los estados convergen a cero, lo que
demuestra la capacidad del sistema para mantener la estabili-
dad en presencia de perturbaciones. Por dltimo, en la figura 4 se
muestra una respuesta donde una perturbacién 6(¢) = 6 sin(4nr)
se viol6 intencionalmente la condicién de que ¢, > M; sin em-
bargo, la respuesta se mantiene estable, lo que sugiere una bue-
na capacidad de robustez del sistema de control propuesto. Es-
tas simulaciones permitieron comprobar la efectividad y robus-
tez del sistema de control propuesto en diferentes escenarios y
situaciones, lo que constituye una importante contribucién ini-
cial de esta investigacion.
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Figura 1: Topologia asumida en las simulaciones donde el circulo en gris es el
lider.

Figura 4: Perfil espacio-temporal de la desviacion entre el lider y los seguidores
ante la entrada de perturbaciones en la frontera pero violando las condiciones
de robustez.

5. Conclusiones

Se present6 un esquema de control de red de vehiculos bajo
el esquema de sistemas de dimensiones infinitas con el fin de
tratar flotas grandes de vehiculos auténomos con comunicacién
parcial o total entre agentes vecinos. Se utilizé un controlador
twisting en primer instancia, ya que su andlisis de estabilidad
permite encontrar las condiciones de robustez. Aunque los re-
sultados obtenidos son prometedores, todavia hay muchos des-
afios por abordar, como la implementacion préictica del sistema
y el analisis de su comportamiento en situaciones de pérdida
total de comunicacién entre vehiculos, asi como la compara-
cién con otros métodos existentes como el caso de dimension
Figura 2: Perfil espacio-temporal de la desviacién entre el lider y los seguido- finita. Por lo tanto, se necesitan estudios futuros para mejorar
res. la eficiencia y la escalabilidad del sistema propuesto y abordar
estas interrogantes pendientes. Ademds, la motivacion detrés de
este esquema nace de cémo el tamafio de la flota de vehiculos
afecta el desempeifio del sistema, y determinar si existen limites
practicos para el nimero de vehiculos que se pueden controlar
y coordinar con éxito.
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