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Modelo matemaético de un prototipo CNC de cinco ejes
Mathematical model of a five-axis CNC prototype
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Resumen

A lo largo del tiempo se ha buscado implementar maquinaria para tener acabados de mejor calidad al momento de
manufacturar una pieza, poder aumentar la productividad, reducir costos de materia prima y maquinar piezas con geometria
compleja. Esto se ha logrado, entre otras cosas, mediante la implementacion de los centros de maquinado de 5 ejes, ya que estas
maquinas cuentan con tres grados de libertad lineales y dos rotativos. No obstante, es de gran complejidad establecer los
movimientos de la maquina con la mayor precision posible. El propdsito de este trabajo es realizar un modelo dinamico de un
prototipo de maquina CNC de 5 ejes, considerando las caracteristicas de sus componentes mecanicos. Asimismo, se propone la
validacion experimental del modelo cinematico.

Palabras Clave: maquina CNC, CNC 5 ejes, modelo cinematico, modelo dinamico.
Abstract

Over time, it has been sought to implement machinery to have better quality finishes when manufacturing a part, to increase
productivity, reduce raw material costs and machine parts with complex geometry. This has been achieved, among other things,
through the implementation of 5-axis machining centers, since these machines have three linear and two rotary degrees of freedom.
However, it is very complex to establish the movements of the machine with the greatest possible precision. The purpose of this
work is to make a dynamic model of a 5-axis CNC machine prototype, considering the characteristics of its mechanical

components. Likewise, the experimental validation of the kinematic model is proposed.

Keywords: CNC machine, 5 axis CNC, kinematic model, dynamic model.

1. Introduccion

Hoy en dia las industrias requieren llevar a cabo nuevas
tendencias tecnologicas en la maquinaria que utilizan durante
algin proceso industrial. Un ejemplo de ello es Ia
implementacion de la maquina CNC (computer numerical
control) que ayuda a la optimizacion de los procesos
industriales, tales como lo es el torneado, fresado e incluso el
taladrado en diferentes tipos de materiales.

Las maquinas CNC tienen la capacidad de realizar
maquinados mediante un control numérico computarizado,
esto significa que un usuario puede controlar y monitorear los
movimientos de la maquina por medio de una computadora
para el tratamiento de diversos materiales, principalmente
metales (Salinas, et al., 2017).

Un dato importante es que, en México, en los ultimos 15
afios existe un avance significativo en la produccion de las
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industrias (Hernandez, et al., 2012) puesto que la mayoria
cuentan con robots que optimizan el tiempo y materia prima de
los sectores industriales como en las industrias metalmecanicas
o bien las automotrices.

Los procesos automatizados de las empresas
metalmecanicas de México optan por el uso de las maquinas
CNC, puesto que la mayoria requiere fabricar piezas de disefio
complicado y que en caso de realizarlo manualmente
implicaria altos gastos y un mayor tiempo de produccion
(Mejia & Patifio, 2013). Sin embargo, el uso de las CNC no es
tan sencillo como se cree, ya que por ser una maquina de
control numérico computarizado necesita una programacion
con un lenguaje de coédigo llamado “c6digo-G” el cual esta
estandarizado bajo la norma ISO 6983; esta norma establece
los codigos y reglas basicas para generar los movimientos de
la maquina con mayor precision (Henci, 2020). Actualmente
en el mercado existen diferentes fabricantes de maquinas CNC
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asi como controladores, los cuales respetan lo que establece la
norma ISO 6983, pero afladen codigos especiales para facilitar
la programacion del usuario de la maquina.

El trabajo de (Smith, et al., 1995) presenta un modelado de
una maquina CNC de 3 ejes, considerando los principales
componentes que actian durante el desplazamiento lineal que
la maquina presenta. La ecuacion de movimiento de la
maquina CNC estd definida con los siguientes elementos
principales: la amortiguacion mecanica, los momentos de
inercia que presentan en las bandas, el tornillo de potencia, el
motor y acoples; asimismo, se considera la carga que
soportara. Por consiguiente, se obtiene la funcion de
transferencia del sistema lo que facilita la implementacion de
un control adaptativo.

Sin embargo, para el desarrollo del modelo matematico
sobre el eje Z es imprescindible considerar la deformacion
longitudinal que llega a presentar conforme el mecanismo se
usa a lo largo del tiempo (Varanasi, et al., 2004), de ese modo,
la amortiguacion toma un enfoque bastante amplio en dicho
trabajo, ya que en caso de obtener un amortiguamiento ligero
se puede conseguir ecuaciones sencillas para una
parametrizacion optima al control.

En caso de requerir un control ideal de los movimientos de
la maquina CNC en cada uno de los ejes, es de importancia
desarrollar un modelo dinamico de la maquina considerando
los elementos que la conforman.

2. Descripcion de la maquina CNC

El prototipo esta constituido por 5 grados de libertad; los
tres primeros realizan movimientos lineales a través de un
sistema de desplazamiento para ubicar a la herramienta de
maquinado en un espacio cartesiano sobre los ejes X, Yy Z.
Los ultimos dos ejes realizan movimientos rotacionales sobre
los ejes Yy Z, que en la literatura son llamados cabeceo y
guifiada, o eje C'y eje B. La figura 1 muestra claramente los
subsistemas que conforman la maquina de 5 ejes.

Sistema de i

I Sistema de

conlrol nur!mlco -\____‘ desplazamiento
computarizade

-
£ Vo] sobresiejex

Sistema de-
desplazamiento
sobre el eje 7

Sistema de
desplazamiento
sobre el eje ¥

Sistema de
desplazamiento
rofacional sobre
losejesIyY

Figura 1: Prototipo CNC de 5 ejes

2.1. Descripcion de las partes de la maquina CNC

Primeramente, el mecanismo del eje X esta conformada por
una banda transportadora y un motor a pasos que estin
acoplados entre si. Ademads, se cuenta con una estructura de
soporte para el mecanismo del eje Z ubicado paralelamente a

la banda transportadora del desplazamiento en el eje X, justo
como se muestra en la figura 2.

Motor a pasos

del eje X

Estructura de
soporte al eje I

\
Banda
transportadora

Figura 2: Banda transportadora sobre el eje X

El desplazamiento sobre el eje Y, se logra a través de dos
bandas transportadoras colocadas de forma paralela entre si,
las cuales soportan la banda transportadora del eje X, ver figura
3. Un motor a pasos proporciona el par necesario para mover
el mecanismo del eje Y, el cual, se encuentra acoplado a la
primera banda, mientras que la segunda banda esta unida a la
primera mediante un eje de transmision. Este acoplamiento
garantiza el movimiento sincrono de ambas bandas y logra el
desplazamiento uniforme de la estructura sobre la que se monta
la banda del eje X.

Eje de transmisién

Motor a pasos

del eje X

Metor a pases
delejeY

Bandas transportadoras
delejeY

Figura 3: Mecanismo de movimiento respecto al eje Y

En cuanto al desplazamiento lineal del eje Z, su mecanismo
consta de un tornillo de potencia acoplado a un motor, a una
tuerca y una guia; la tuerca estd unida a la base de la
herramienta de maquinado. El funcionamiento del mecanismo
empieza al enviar un voltaje al motor con el proposito de
mover su flecha y a su vez provocar el giro del tornillo. La
tuerca, al estar acoplada al tornillo, tendera a girar, pero la guia
evita este movimiento haciendo que la tuerca se desplace de
forma lineal sobre el tornillo junto con la herramienta de
maquinado, como se muestra en la figura 4. El maquinado de
las piezas se realiza mediante el accionamiento de la
herramienta de corte (broca, fresadora) por medio del motor de
CD conectado al sistema de desplazamiento en el eje Z.
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Motor a pasos
para eje

Motar CD

Figura 4: Sistema de desplazamiento sobre el eje Z

Para el movimiento giratorio del eje B (rotacional alrededor
del eje Z), se requiri6 de una mesa de trabajo circular, donde
se sujeta la pieza a maquinar, un motor a pasos proporciona el
par de alimentacion para mover dicho mecanismo justo como
se muestra en la figura 5.

Mesa de
trabajo

Motor a pasos
para eje C

Reductor de
motor a pasos
enejeC

Figura 5: Base rotativa sobre el eje C

Por tultimo, para el movimiento del eje C (rotacional
alrededor eje Y), se cuenta con una estructura sobre la que se
monta la mesa de trabajo (ver figura 6). Esta estructura gira
alrededor del eje Y mediante un motor a pasos, que, a su vez,
acciona un eje soportado en las chumaceras Chl y Ch2. El
movimiento de giro que realiza este motor se conoce como
alabeo.

Chumacera 1
Chl

Chumacera2
Ch2
Motor a pases
para eje B
I~
~
Y, x
\/ Motor a pasos
para eje C

Figura 6: Base rotativa sobre el eje B

El espacio de trabajo de la maquina CNC tiene una forma
de un ortoedro con una base de 1150 mm por los
desplazamientos de los ejes X'y Y, con una altura de 750 mm
por el desplazamiento del eje Z. En cuanto a los movimientos
rotatorios, el desplazamiento sobre el eje B puede girar hasta
180° y para el eje C puede realizar giros hasta de
360° sobre el eje Z.

2.2. Arquitectura de la etapa de electronica de la maquina
CNC

La automatizacion de la maquina CNC se logra al
implementar un control numérico computarizado. La
arquitectura del sistema esta constituida por una computadora,
un controlador numérico y una etapa de potencia.

En la computadora, se genera un algoritmo de maquinado
de una pieza especifica a través del lenguaje en codigo G, el
cual, es procesado por el software de Match3. Este se encarga
de transmitir las respectivas sefiales al controlador NVUM.
Posteriormente, dicho controlador enviara sefiales a los drivers
conectados a los motores establecidos en cada eje del
mecanismo para efectuar el movimiento deseado, ver figura 7.
De esa manera, la herramienta de corte obtendra la posicion
deseada.

_EeA |

[ Eex | [ Eev | [ Eet |

Figura 7: Diagrama de conexion respecto a los ejes

Asimismo, se implementaron codificadores Opticos
(encoders) para medir los movimientos del maquinado de los
3 ejes simultaneos (XYZ); es decir, se colocaron los encoder en
cada motor (ver figura 8), para medir su desplazamiento
angular y a través de la cinematica directa (ver seccion 3)
establecer la posicion de la herramienta en coordenadas
cartesianas.

Figura 8: Encoder acoplado a motor del eje X al prototipo CNC



V. Orta-Cano et al. / Publicacion Semestral Pddi Vol. 11 No. Especial 4 (2023) 42—-47 45

3. Modelo cinematico considerando los ejes lineales de
maquina CNC

Se implementd la metodologia Denavit-Hartenberg para
determinar la posicion de la herramienta de maquinado del
CNC. Los sistemas de referencia de cada articulacion de la
maquina CNC se muestran en la figura 9.

g

T
Figura 9: Sistemas de referencia del prototipo CNC

Los parametros de Denavit-Hartenberg son mostrados en la
tabla 1.

Tabla 1. Tabla de Denavit-Hartenberg para subsistema en plano XYZ

i o; d; a; a;
1 90 dy 0 0
2 0 0 90 d,
3 -90 d, -90 0
4 0 0 0 ds

Resultando las siguientes matrices homogéneas

0 -1 0 O
1_|1 0 0 0
Ao = 0 0 1 dyf
0 0 o0 1
00 1 0
., |1 0 0 4
D=1y 1 0 af
0 0 01
0 -1 0 d,
0 0 1 d
A3 — 1
2711 0 0 dof’
0 0 0 1
0 -1 0 d,
g0 0 1 4
7 -1 o0 0 dy—ds|
0 0 0 1
Por lo que se obtiene la cinemadtica directa mostrada en (1):
X = dz, y= dl, zZ = do _d3. (1)

4. Modelo dinamico de la maquina CNC de 5 ejes

Un andlisis sobre la maquina CNC requiere la identificacion
de los desplazamientos que puede realizar cada uno de los ejes,
en este caso, la maquina presenta 5 movimientos, tres
movimientos lineales y dos rotacionales. Por simplicidad se

agrupan los movimientos de la maquina en 3 partes: la primera
involucra el desplazamiento en el plano XY, ya que el
mecanismo de movimiento consta de 3 bandas transportadoras,
la segunda parte es el movimiento del eje Z, el cual, se logra a
través de un tornillo de potencia; por ltimo, la orientacion de
la pieza es producida por dos movimientos rotacionales,
llamadas alabeo y guifiada. A continuacién, se muestra la
obtencion del modelado dindmico de la maquina.

4.1. Modelado de movimientos sobre el plano XY

Al enfocarnos en el movimiento lineal de Y, se tiene que el
mecanismo estd conformado por dos bandas independientes,
cuyo movimiento se sincroniza por una barra acoplamiento,
ver figura 3. Al aplicar las leyes de Newton para movimientos
rotaciones, se obtiene el modelo dindmico de la primera banda,
quedando como:

T, = (J1 +J2)a1 + (by + by)w; + Tpy, @)
donde J; y J,, son los momentos de inercia de los tambores de
la banda, b; y b, son los coeficientes de friccion viscosa de los
baleros que estan acoplados a los tambores, w, es la velocidad
angular que existe entre los tambores, T, es el par de
alimentacion del mecanismo, mientras Tj,, es €l par necesario
para mover a la segunda banda; asi como la carga del
mecanismo del movimiento Xy Z.

El modelo de la segunda banda es idéntico a (2) sélo se
cambian los subindices de los coeficientes del momento de
inercia y los de friccion por /3, J4, bs, by debido a que ambos
sistemas tienen los mismos elementos. Ademas, ambas bandas
se moveran con la misma velocidad debido a que estan unidas
por el eje de transmision. La expresion de la segunda banda
queda como:

Tpy = Uz +Ja)1 + (b3 + by)wy + Texy, 3)
donde T,,, es el torque resistivo por parte de los pesos de los
mecanismos de los ejes X'y Z, este puede ser representado por
Tz = Us1Tm Ny, donde pg; es un coeficiente de friccion que
existe entre la banda y el mecanismo de los ejes X'y Z, N; es la
normal debido al peso de los mecanismos, 73, es el radio de los
tambores en la banda transportadora. Posteriormente, se realiza
la sustitucion de (3) en (2) obteniendo asi que:

Ty=(U1+J2+]s+t]a+]5)d1 + (by + by + bs + by)wy +
:uslrle' (4)
donde /5 es el momento de inercia del eje de transmision.
Ahora, se realiza una simplificacion de la sumatoria de
momentos de inercias y coeficientes de friccion a través de J,
Yy beq. El modelo simplificado del mecanismo Y es
representado por:

Ty = ]eqd)l + beq Wy + fs1Tm Ny Q)

Respecto al eje X de la maquina CNC, ver figura 3, este
comprende una banda de transmision simple, puesto que sélo
cuenta con dos tambores, uno de transmision y el otro de
reenvio. El modelo matematico del sistema queda como:

Ty =Jewz + bswy + Tey, (6)
donde w, es la velocidad angular del tambor de la banda, T, es
par proveniente del motor, J; es el momento de inercia de los
dos tambores, b es el coeficiente de friccion de ambos baleros,
T,, es el torque resistivo por parte de mecanismo del eje Z, el
cual es expresado por T,, = Us,7,N, donde pg, es el
coeficiente de friccion de entre la banda del eje X, y el peso del
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mecanismo Z, N, es la normal debido al peso del mecanismo
Z. El modelo del eje X queda como
Ty = Jewz + bsw; + lszTin o, @)
Por ultimo, se considera que tanto pg, y Us, estan dados por
g, = u-sgnwy),

sz = ph - sgn(wz), ®)
donde la funcion sgn(-) esta definida por
1 si w;>0, .
sgn(w;) = {0 si @ <0 i=12.

4.2. Modelado de desplazamiento sobre el eje Z

El modelo dinamico del eje Z se basa en el trabajo de
(Budynas, N, et al., 1995a) y (Budynas, R, et al., 1995b), el
cual, detalla la obtencion de la expresidn matematica del
tornillo de potencia en términos de la rotacion, la tnica
aportacion al modelo es el par del motor, T,, que proporciona
movimiento al tornillo, teniendo asi que:

(I, — % tan Aemy)03 + k63 + (c — 1,2 tan 1eC,)0; =
kO; — 1me(R — Fysgn(63)) —To sgn(bs) + T, )
donde 685 es el desplazamiento rotacional del tornillo, I; es el
momento de inercia del husillo, 7, es el radio de paso del
tornillo de potencia, A es el angulo de avance, m; es la masa
de traslacion, c es el coeficiente de amortiguamiento lineal de
rotacion de los soportes del tornillo de avance, C, es el
coeficiente de amortiguamiento lineal de los cojinetes de
apoyo. En cuanto a T y F; son el par de friccion y la fuerza de
la parte de traslacion y soporte del tornillo de avance,
respectivamente. Por ultimo, £ es la constante rigidez del
acoplamiento flexible y ¢ es considerada como (Budynas, R, et
al., 1995b):

e = usz—tan 1 (10)

1+ pggtan A’
donde pg3 = u - sgn(6z) es el coeficiente de friccién del tornillo
sinfin.

4.3. Modelado de desplazamiento sobre los ejes By C

El movimiento rotatorio que realiza la mesa de trabajo con
respecto al eje B es similar al movimiento oscilatorio de un
péndulo, ver figura 6; por lo tanto, el modelo propuesto es

(my1? + 1,)0, + myglsing, =T, (11
donde 6, es el angulo de cabeceo de la mesa de trabajo, m, es
la masa, I, es el momento de inercia, g es la aceleracion de
gravedad, [ es la distancia entre el centro giro de la chumacera
y el centro de masa de la mesa. Por ultimo, Tz es el par
proveniente del motor.

En el caso del movimiento rotatorio que existe en el eje C
no se considera la gravedad durante el movimiento ya que es
cargado por el propio mecanismo, por lo que se puede definir
de la siguiente manera

I 95 =T (12)
donde 05 es la posicion angular de la guifiada de la mesa de
trabajo, I; es el momento de inercia con respecto al
movimiento de guifiaday T es el par del motor.

4.4. Modelo dinamico completo del CNC de 5 ejes

El modelo completo del sistema esta conformado por (5),
(7)-(12). El sistema es de decimo orden con 5 grados de
libertad, totalmente actuado. Las dos primeras ecuaciones se
pueden representar a partir de la posicion angular mediante la

asignacion de 6; = w; y 6, = w,. Entonces, el modelo de la
maquina CNC de 5 ejes queda como:
Ty = ]qul + beq 01 + Us1Tm Ny,
Ty = J602 + b6y + 2T Ny,

T,=(; — 1,%tandem;)0; + kb,
+ (¢ — 1,2 tan AeC,)6; — k6;

+ T (R - F sgn(93)) + Ty sgn(93),
TB = (mlz + 12)6'4 + ngl sin 94,
TC = 139.5.

4.5. Correlacion entre las variables del modelo cinematico y
el modelo dinamico

El modelo cinematico y el modelo dindmico se puede
conjuntar a través de una relacion entre el giro del tambor y el
avance lineal de la banda, esto se representa por

Sy = T * Oy, (13)

Sy = T * 6y, (14)
donde s, y s, son el avance establecido respeto a los ejes Xy Y
respectivamente.

En cuanto al eje Z es diferente, debido al tonillo sin fin, en ese
sentido se considera el avance como (14)

S, = Ty *tanl6,, (15)
estableciendo que 7;,, es el radio primitivo del tornillo sin fin, A es el
paso del tornillo sin fin.

5. Resultados experimentales del modelo cinematico

Se realizaron pruebas experimentales para los movimientos
lineales del modelo cinematico del CNC a través las
mediciones de los codificadores Opticos. Estas sefiales fueron
procesadas en el sistema embebido de Arduino MEGA con un
tiempo de muestreo de 150 milisegundos. La pieza para
maquinar en el experimento fue un cubo con las medidas
mostradas en la figura 10.

2 mm

Z

20 mm

20 mm
Figura 10: Dimensiones de la pieza maquinada

Tabla 2. Tabla de fuerzas de corte para fresado y taladrado
Tipo de fuerza Magnitud de la fuerza
Fuerza de corte de fresado 9.89 N
Fuerza de corte de taladrado 50.8N

La figura 11 muestra la trayectoria que realiza la
herramienta de corte sobre los 3 ejes lineales, donde se observa
el desplazamiento que realiza de -140mm sobre el eje Z, 308
mm sobre el eje X'y 228 mm en el eje Y.

Si se observa en el plano XY se comprueba que la trayectoria
del cabezal realiza un cuadrado con las dimensiones de 18 mm
de lado, ver figura 12.
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Figura 11. Trayectoria de maquinado sobre el plano XYZ
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Figura 12. Trayectoria de maquinado sobre el plano XY
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Figura 13. Trayectoria de maquinado sobre el plano XZ

La figura 13 presenta la profundidad de la caja maquinada.
Sin embargo, se muestra una diferencia de 4 mm de
profundidad.

Por otra parte, las fuerzas de corte se deben considerar
debido a que la maquina realiza tareas de desbaste y
perforacion. Con base al trabajo previo de (Mandujano, et al.,
2022), se tiene que el corte de fresado es de 9.89 N, mientras
que el corte de taladrado es de 50.8 N.

6. Conclusiones

Por medio de experimentacion se comprobo la cinematica
directa del prototipo para los tres primeros ejes; ya que se logro
maquinar un cuadrado de 20 mm, cabe aclarar que las
mediciones muestran un cuadrado de 18 mm, lo que implica
una diferencia de 2 mm, lo cual corresponde al diametro del
cortador. Por otro lado, aun no se tiene la comparaciéon de
avance en cuanto a los ejes rotatorios (B y C) del prototipo
CNC. En trabajo a futuro se realizara la validacién de la
dindmica del prototipo CNC considerando los 5 ejes
simultaneos de acuerdo con cada componente que lo
constituye.
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