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Resumen

En este trabajo, se diseñó una solución de control para resolver el problema de seguimiento trayectoria de un robot manipulador.
El control considera una estructura proporcional derivativa (PD) con ganancias adaptables. La ley de adaptación de las ganancias se
obtiene mediante una función de Barrera de Lyapunov, que considera una forma logarı́tmica y una cota variable en el tiempo a través
de una función exponencial decreciente. El diseño de la barrera impone una disminución exponencial del error de seguimiento con
una velocidad prescrita. El control diseñado se implementa numéricamente para un modelo de robot manipulador de dos grados
de libertad. Los resultados se comparan con un controlador PD clásico mostrando que el control diseñado se desempeña mejor
en la tarea de seguimiento. El PD adaptable tiene un error cuadrático medio más pequeño que el PD clásico. El control diseñado
se prueba con diferentes parámetros de convergencia y los resultados muestran cómo el lı́mite exponencial impone una velocidad
prescrita.

Palabras Clave: Restricciones Exponenciales, Función de Barrera de Lyapunov, Control Proporcional Derivativo Adaptable.

Abstract

A controller is designed to solve the problems associated with the trajectory tracking of a manipulator robot. The structure that
contemplates the control is proportional derivative (PD) with the implementation of adaptive gains. A Lyapunov barrier function is
used as the law of adaptation of the controller gains. This function considers a logarithmic structure and a variable limit or barrier in
time through a decreasing exponential function. The designed barrier imposes an exponential decrease in the following error. The
designed control is implemented numerically for a two-degree-of-freedom robotic arm model. Also, to observe the advantages of
the designed control, it was compared with a classic PD controller. The adaptive PD has a smaller root mean square error than the
classical PD. The designed control is tested with different convergence parameters, and the results show how the imposed barrier
causes a preset system velocity.

Keywords: Exponential Constraint, Lyapunov Function, Adaptative Proportional Derivative Controller.

1. Introducción

Los manipuladores robóticos (MR) se pueden implementar
en varias aplicaciones, incluida la industria, el sector médico y
la investigación. En particular, el uso de estos robots ayuda a
mejorar los servicios, disminuye los tiempos en los procesos de
producción, reduce los costos y aumenta la utilidad de los equi-
pos (Tika et al., 2020). En consecuencia, el seguimiento de tra-
yectoria de los MR es un problema relevante en varios sectores,
considerando que las restricciones de estado en el seguimiento
de trayectoria tienen gran importancia ya que garantizan requi-

sitos preestablecidos para evitar problemas en el rendimiento
del sistema como la violación del espacio de trabajo y limita-
ciones en el rango de movimiento. También asegura que no se
excedan los lı́mites mecánicos de MR y evita las respuestas im-
predecibles que pueden provocar una falla del sistema (Dai et
al., 2020; Soukhanov, 1992).

Como se describe en (Hu et al., 2019), algunos métodos ha-
bituales para resolver este problema son el control por modos
deslizantes, el control de seguimiento sincronizado adaptable,
el control robusto, las redes neuronales y el control no lineal
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exponencial, entre otros. Por ejemplo, el control predictivo de
modelos se implementa en el sector industrial, lo que permi-
te el control de un sistema complejo y el manejo eficiente de
las restricciones (Dai et al., 2020). Asimismo, se han estudiado
otros métodos, como el control adaptativo basado en redes neu-
ronales para solucionar los problemas asociados al seguimiento
de la trayectoria de los MR. Esta técnica se utiliza para apli-
caciones que contemplan sistemas no lineales complejos con
incertidumbres (Liu et al., 2019; Ballesteros et al., 2020).

Especı́ficamente, el controlador proporcional derivativo
(PD) se usa ampliamente para controlar la posición de los ro-
bots. Este tipo de controlador ha sido implementado en varios
sistemas gracias a su fácil implementación y diseño. A pesar
de esto, en aplicaciones donde se requiere alta precisión en la
trayectoria, el desempeño de los PD convencionales no es el
adecuado, ası́ como en sistemas complejos no lineales y varia-
bles en el tiempo. Este tipo de controlador presenta una con-
vergencia asintótica, por lo que el error sólo convergerá cuando
el tiempo tienda a infinito, y sus ganancias suelen ser fijas, lo
que limita su desempeño y aplicación. Para mejorar su rendi-
miento sin perder las ventajas de utilizar un controlador de di-
seño simple, se implementan controladores PD en conjunto con
otras técnicas (Ballesteros-Escamilla et al., 2019; Guerrero et
al., 2020; Santoso et al., 2019).

En (Guo et al., 2019), se implementó un controlador PD di-
fuso en el estudio de un robot submarino esférico aplicando un
controlador adaptable cuyo principal reto fue el ajuste de las
ganancias cuando el robot estaba bajo el agua. Por otro lado,
en (Teng et al., 2020) se combinaron un control PD, un control
por modos deslizantes y un control de lógica difusa para regular
una silla de ruedas de tal manera que esta pueda ser utilizada en
personas con disfunción neuromuscular. A pesar de los avan-
ces en la adaptabilidad de los controladores PD, estos no suelen
considerar las leyes de adaptación que imponen las restriccio-
nes en los estados. Adicionalmente, en la literatura se pueden
encontrar controladores que permiten la inclusión de restriccio-
nes de estado como los controladores basados en Funciones de
Barrera de Lyapunov (FBL) (Cruz-Ortiz et al., 2022).

Por ejemplo, la FBL se considera una herramienta eficaz
para aplicaciones con lı́mites variables en el tiempo y el control
de sistemas no lineales inciertos. Además, la FBL ofrece la ven-
taja de establecer condiciones iniciales menos restrictivas que
otros métodos. Lo anterior genera restricciones más leves para
los parámetros libres considerados en las condiciones iniciales
y además, provoca la restricción del error de identificación (Liu
et al., 2021; Yang et al., 2020).

Por lo anterior, considerando la fácil implementación de los
controladores de PD, las ventajas de tener ganancias adaptables
y los resultados obtenidos con la FBL, este trabajo desarrolla
un control de PD adaptable para MR, utilizando restricciones
de barrera de tipo exponencial. Las principales contribuciones
de este trabajo, en relación con otros estudios, son las siguien-
tes:

El diseño del controlador con la FBL variable en el tiem-
po genera que el error de seguimiento disminuya expo-
nencialmente, lo que permite su convergencia con una
velocidad predefinida.

La aplicación del PD adaptable implica la reducción del

sobreimpulso, lo que evita daños cuando la estructura tie-
ne restricciones mecánicas.

El esquema de control propuesto garantiza el cumpli-
miento de la restricción del error de seguimiento. En par-
ticular, la restricción viene predefinida por una función de
tipo exponencial, lo que asegura que el error este acotado
en todo momento por la función exponencial. Es crucial
resaltar que el cumplimiento de la restricción por el error
de seguimiento implica las restricciones de los estados.

Notaciones y preliminares: En este trabajo, el conjunto de
los números reales se define como R. Rn es el espacio vectorial
de n elementos reales. R+ = {a ∈ R : a ≥ 0}. Para la matriz
dada por R ∈Rn×m, su transpuesta se denota como R⊤ ∈Rm×n.
Para el vector p=

[
p1, p2, ..., pn

]⊤ la norma Euclidiana está de-
finida como ∥q∥ y ∥q∥G es la norma ponderada, definida como
∥q∥G =

√
q⊤Gq, con G ∈Rn×n como matriz definida positiva,

In denota la matriz identidad con n×n dimensiones. La traza de
la matriz S ∈ Rn×n está definida como tr{S}. La norma de Fro-

benius está denotada por ∥D∥F =
√

tr
{

D⊤D
}

para D ∈ Rn×r.

Lema 1. (Desigualdad de logaritmos (Cruz-Ortiz et al.,
2021)):

La siguiente desigualdad es válida ∀Ω ∈ (0,1): − Ω

1−Ω
≤

− ln
(

1
1−Ω

)
.

2. Planteamiento del Problema

El problema de control de este trabajo consiste en encontrar
las entradas para regular cada trayectoria de un MR conside-
rando una restricción exponencial decreciente para el error de
seguimiento. La Figura 1 muestra un diagrama de cuerpo libre
del manipulador considerado en este estudio, d1 y w1 indican
la longitud y la masa del primer eslabón, mientras que d2 y w2
indican la longitud y la masa del segundo eslabón, g es la ace-
leración de la gravedad, p1 y p2 son la posición angular del
primer y segundo eslabón respectivamente. La Subsección 2.1
describe su modelo matemático.

Figura 1: Diagrama de cuerpo libre, MR de dos eslabones.

2.1. Descripción de la Planta
Considere el MR de dos eslabones de la Figura 1, la cual

satisface la siguiente representación (Spong et al., 2020).
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I(p(t))p̈(t)+K(p(t), ṗ(t))ṗ(t)+M(p(t))+ϕ(t) = u(t), (1)

donde p ∈ Y ⊂ R2 caracteriza la posición angular generaliza-
da del manipulador con p =

[
p1 p2

]⊤, y ṗ ∈ Yd ⊂ R2 de-
nota el vector de velocidad angular correspondiente, el cual
está dado por ṗ =

[
ṗ1 ṗ2

]⊤, u ∈ R2 representa el vector de
control, y ϕ : R+ → R2 describe las perturbaciones externas
que actúan sobre el sistema robótico. Los conjuntos Y y Yd
están definidos como Y := {p ∈ R2 : ∥p∥ ≤ y+1 ,∀t ∈ R+} y
Yd := {ṗ ∈ R2 : ∥ ṗ∥ ≤ y+2 ,∀t ∈ R+}, y+1 y y+2 son constantes
positivas. Adicionalmente, es importante resaltar que en este
modelo no fue considerada la fricción.

En (1), I representa la matriz de inercia, K denota la matriz
centrı́peta de Coriolis y M describe el vector de fuerzas gravi-
tacionales. Las matrices mencionadas ası́ como el vector se de-
finen a continuación (se omite la dependencia del tiempo para
facilitar la lectura del trabajo).

I(p) =
[

ζ1 +ζ2 +2ζ3 cos(p2) ζ2 +2ζ3 cos(p2)
ζ2 +2ζ3 cos(p2) ζ2

]
,

K(p, ṗ) = ζ3 cos(p2)

[
−ṗ2 −ṗ1 − ṗ2
ṗ1 0

]
,

M(p) =
[

ζ4 cos(p1)+ζ5 cos(p1 + p2)
ζ5 cos(p1 + p2)

]
,

donde ζ1 = (w1 +w2)d2
1 , ζ2 = w2l2

2 , ζ3 = w2d1d2, ζ4 = (w1 +
w2)gd1 y ζ5 = w2gd1.

Nota 1. Note que en este trabajo consideramos un MR de dos
eslabones. Sin embargo, el trabajo se puede extender a otras
configuraciones robóticas. El modelo dinámico de manipula-
dores de robots planares se puede obtener con el enfoque de
Euler-Lagrange Spong et al. (2020).

El modelo para le MR descrito por la ecuación (1), se puede
representar como se observa a continuación.

p̈ = E(p, ṗ)+S(p)u+ϕ(p, t). (2)

En la ecuación anterior, p(0) = p0 y ṗ(0) = pd0 son las
condiciones iniciales del sistema, p0 ∈ R2, pd0 ∈ R2. La fun-
ción E : Y×Yd → R2 corresponde al término de la derivada,
E =−I−1 (K ṗ+M) y satisface la condición de Lipchitz local-
mente. El término S : Y →R2×2 es una matriz conocida asocia-
da a la señal de entrada u ∈ R2, esto es S = I−1. La función no
lineal ϕ : Y×R+ → R2 representa incertidumbres y dinámicas
no modeladas, ϕ =−I−1ϕ.

Definiendo y =
[
p⊤ ṗ⊤

]⊤, tal que, y1 = p y y2 = ṗ, El
sistema (2) acepta la siguiente representación

ẏ1 = y2,

ẏ2 = E(y)+S(y1)u+ϕ(y, t).
(3)

Note que y1 =
[
y1,1 y1,2

]⊤ y y2 =
[
y2,1 y2,2

]⊤, y1,1 = p1,
y1,2 = p2, y2,1 = ṗ1 y y2,2 = ṗ2. A lo largo de este manuscrito
se cumplen las siguientes suposiciones para el sistema (3).

Suposición 1. El elemento ϕ no es conocido pero está acotado
en el siguiente sentido, ∥ϕ(y, t)∥ ≤ ϕ+, ∀t ∈R+, donde ϕ+ > 0
es una constante positiva.

Suposición 2. La función no lineal E(y) acepta el siguiente
lı́mite superior ∥E(y)∥2 ≤ ε+, ∀t ∈ R+ donde ε+ > 0 es una
constante positiva.

Para el sistema actual, es sencillo suponer que se deben im-
poner algunas restricciones sobre los estados y1 y y2.

Suposición 3. Los estados en (3) están acotados por ∥y1∥2 ≤
y+1 , ∥y2∥2 ≤ y+2 , ∀t ∈ R+, con y+1 , y y+2 siendo constantes po-
sitivas conocidas . En consecuencia, es posible suponer que
cada estado está limitado individualmente por |y1,i| ≤ a+c1,i

,
|y2,i| ≤ a+c2,i

, donde a+c1,i
> 0 y a+c2,i

> 0 son constantes positi-
vas, i = {1,2} considerando los dos eslabones.

2.2. Problema del seguimiento de trayectoria

El planteamiento del problema a tratar en este trabajo tie-
ne como objetivo diseñar un control de seguimiento para el
sistema (3) tal que a) el origen se convierte en un punto de
equilibrio asintótico para el error de seguimiento, b) todas las
señales en sistema de lazo cerrado estén acotadas; y c) no se
violan las restricciones de estado impuestas en el error de se-
guimiento, es decir, el error de seguimiento hi = yi − zi de-
be satisfacer el lı́mite ∥hi∥2

Ci
< h̄i(t), ∀t ∈ R+, donde h̄i(t) es

una función decreciente exponencial positiva que se definirá a
continuación, Ci = C⊤

i ∈ R2×2 es una matriz definida positiva,
zi :=

[
zr,i żr,i

]⊤ es el vector que contiene la trayectoria desea-

da y su velocidad angular, yi :=
[
y1,i y2,i

]⊤. Por lo tanto, la

siguiente definición está implı́cita hi =
[
h1,i h2,i

]⊤. La trayec-
toria deseada para cada eslabón del MR satisface la siguiente
suposición.

Suposición 4. Las trayectorias deseadas zr,i ∈ R y su prime-
ra derivada żr,i ∈ R, i = {1,2} para cada eslabón, son conti-
nuos y acotados en el sentido subsiguiente, |zr,i| ≤ z+r,i ≤ a+c1,i

,
|żr,i| ≤ dz+r,i ≤ a+c2,i

.

La siguiente sección describe la estrategia de control para
resolver el problema descrito.

3. Diseño del Control

La estrategia de control adopta una estructura general de un
PD adaptable con ganancias variables en el tiempo, diseñadas
para cumplir con los requisitos establecidos en el planteamiento
del problema. Las leyes de adaptación para estas ganancias se
obtienen mediante un FBL que analiza el punto de equilibrio del
error de seguimiento. Para describir esta estrategia, considera-
mos una descomposición del sistema para diseñar cada entrada
ui de forma independiente. En este caso ui, i = {1,2}, descri-
be la entrada para cada enlace. Tal descomposición se describe
en la siguiente subsección. Observe que este fue descrito para
el manipulador de dos enlaces. Sin embargo, puede usarse para
otros MR que cumplan con los supuestos 1 al 4.
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3.1. Descomposición del Sistema

El sistema incierto (3) se puede descomponer en dos siste-
mas de segundo orden, es decir,

ẏ1,i = y2,i,

ẏ2,i = ei(y)+ si,i(y1,i)ui +
2

∑
j=1, j,i

si, j (y1)u j +ϕi (y1, t) .

Aquı́, los elementos si,i son los elementos diagonales de la
matriz S(x), ei es el elemento i-ésimo de la función E. El ele-
mento si, j agrupa el efecto de las restantes acciones de control
u j con i , j. Teniendo en cuenta la definición del error de se-
guimiento hi, su dinámica se convierte en

ḣ1,i = h2,i

ḣ2,i = ei(y)+ si,i(y1,i)ui

+
2

∑
j=1, j,i

si, j (y1)u j +ϕi (y1, t)− z̈r,i.

(4)

3.2. Diseño del Control

Propongamos el control resultante para resolver la tarea del
seguimiento de trayectoria.

ui = s−1
i,i (y1,i)(uk,i +ul,i) ,

uk,i =−

(
γ
+
i +

2

∑
j=1, j,i

si, j (y1)u j − z̈r,i

)
,

ul,i =−β̄i(t)hi(t),

(5)

donde β̄i(t) = βi(t)+ ρ̄i y el vector constante ρ̄i =
[
ρ1,i ρ2,i

]
,

ρ1,i > 0, ρ2,i > 0, γ
+
i > 0 son constantes positivas. Calculamos

la ley de adaptación con la siguiente ecuación,

β̇i(t) = ψ
−1
i φ

−1
k,i N⊤Cihih⊤i −φ

−1
k,i φl,iβi(t), (6)

donde φk,i y φl,i son constantes positivas seleccionadas tales que

φl,i ≥ 2φk,iφc,i, con φc,i =
ζiλmáx

{
T̃i
}

λmı́n {Ci}
, ζi > 0 es una constan-

te positiva, las matrices Ci y T̃i son matrices definidas positi-
vas que se definirán a continuación, N ∈ R2 está definida como
N = [0 1]⊤, ψi = h̄2

i (t)−∥hi(t)∥2
Ci

, ψi es un elemento de las
funciones de barrera diseñado para cumplir con las restriccio-
nes para cada error de seguimiento de ambos eslabones. Esta
restricción se establece con la variable h̄i(t) propuesta como
un lı́mite variable en el tiempo, esta es una función exponen-
cial decreciente, esto es, h̄i(t) = h+i e−bit , con bi ≥ 0 y h+i como
constantes positivas, Ci ∈R2×2, Ci =C⊤

i > 0 es la solución po-
sitiva definida de las siguientes desigualdades de la matriz de
Lyapunov,

CiD̄i + D̄⊤
i Ci +Ti ≤ 0,

1
4

Ti −biCi ≥ 0,
(7)

donde D̄i :=D−Nβ∗
i −Nρ̄i, D=

[
0 1
0 0

]
, Ti = 4ζiT̃i, T̃i ∈R2×2,

T̃i = T̃⊤
i > 0 es una matriz definida positiva, ζi > 0 es una cons-

tante positiva y β∗
i = [β∗

1,i β∗
2,i], β∗

1,i > 0 y β∗
2,i > 0 son cons-

tantes positivas, tal que ∥β∗
i ∥F ≤ β

+
i . El Teorema 1 establece el

resultado del controlador diseñado.

Teorema 1. Considerando el cumplimiento de los supuestos
1-4, la dinámica del error de seguimiento dada en (4) impulsa-
da con la estrategia de señal de control adaptable descrita en
(5), y la ley de adaptación en (6). Si el conjunto de desigualda-
des dado en (7) son factibles para soluciones definidas positi-
vas Ci =C⊤

i > 0 para cualquier condición inicial que satisfaga
∥hi(0)∥2

Ci
<
(
h+i
)2. Entonces, el origen es un punto de equili-

brio estable exponencial para el error de seguimiento dentro

de la zona Γi definida como Γi =
β
+
i

2φc,i
. Además, se cumple la

restricción ψi > 0 ∀t ≥ 0.

Demostración. Observe que (4) está acotado superiormente por

ḣ1,i = h2,i,

ḣ2,i ≤ si,i(y1,i)ui +
2

∑
j=1, j,i

si, j (y1)u j − z̈r,i + γi,
(8)

donde γi = |εi|+ |ϕi|. Considerando los Supuestos 1 y 2, es váli-
do que, γi ≤ γ

+
i , donde γ

+
i es una constante positiva. Reescriba-

mos (8) en forma vectorial sustituyendo el control (5), tal que,

ḣi ≤ Dzi −Nβihi −Nρ̄ihi. (9)

La FBL candidata utilizada para el diseño de las entradas se
selecciona de la siguiente manera,

Vi(t) =
1
2

ln

(
h̄2

i

h̄2
i −∥hi∥2

Ci

)
+

1
2

γk,i∥β̃i∥2
F , (10)

donde β̃i = βi −β∗
i , se calcula la derivada de tiempo completo

de (10), tal que,

V̇i(t) =
1
ψi

h⊤i Ciḣi +
˙̄hi

(
1
h̄i

− h̄i

ψi

)
+φk,itr

{
β̃⊤

i β̇i

}
. (11)

Sumando y restando el elemento Nβ∗
i hi en (9), y sustitu-

yendo (9) en el primer elemento de (11), se obtiene la siguiente
desigualdad,

1
ψi

h⊤i Ciḣi ≤
1
ψi

h⊤i Ci

(
(D−Nβ

∗
i −Nρ̄i)hi −Nβ̃ihi

)
. (12)

Sumando y restando los términos
1
ψi

bih⊤i Cihi y 2
ζi

ψi
h⊤i T̃ihi, la

desigualdad (12) se convierte en,

1
ψi

h⊤i Cḣi ≤
1

2ψi
h⊤i
(
CiD̄i + D̄⊤

i Ci +Ti
)

hi −
1
ψi

h⊤i CiNβ̃ihi

−bi
1
ψi

h⊤i Cihi +bi
1
ψi

h⊤i Cihi −2
ζi

ψi
h⊤i T̃ihi.

(13)
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Ahora, considerando la desigualdad (11), la derivada de tiempo
completo cumple la desigualdad subsiguiente,

V̇i(t)≤
1

2ψi
h⊤i
(
CiD̄i + D̄⊤

i Ci +Ti
)

hi

− 1
ψi

h⊤i CiNβ̃ihi −bi
1
ψi

h⊤i Cihi −
ζi

ψi
h⊤i T̃ihi

− 1
ψi

h⊤i
(
ζiT̃i −biCi

)
hi +

˙̄hi

(
1
h̄i

− h̄i

ψi

)
+φk,itr

{
β̃⊤

i β̇i

}
.

(14)
Contemplando el cumplimiento de (7), tomando la definición
de la función h̄i(t), calculando su derivada, y reescribiendo
1
ψi

h⊤i CiNβ̃ihi usando el operador traza, la desigualdad (14) se

convierte en,

V̇i(t)≤−bi
1
ψi

h⊤i Cihi −
ζi

ψi
h⊤i T̃ihi

−bi

(
1− h̄2

i
ψi

)
+ tr

{
φk,iβ̃

⊤
i β̇i −

1
ψi

β̃⊤
i N⊤Cihih⊤i

}
.

(15)

Reuniendo los términos que incluyen vi en (15) y conside-
rando la ley adaptativa (6), la desigualdad (15) se puede reex-
presar de manera que,

V̇i(t)≤− ζi

ψi
h⊤i T̃ihi −φl,itr

{
β̃⊤

i βi

}
. (16)

Recordando la definición β̃i = βi −β∗
i , la desigualdad (16)

da como resultado,

V̇i(t)≤− ζi

ψi
h⊤i T̃ihi −φl,i∥β̃i∥2

F −φl,itr
{

β̃⊤
i β∗

i

}
. (17)

Considerando la desigualdad de Rayleigh podemos reescri-
bir (17) tal que,

V̇i(t)≤−
φc,i

ψi
h⊤i Cihi −φl,i∥β̃i∥2

F −φl,itr
{

β̃⊤
i β∗

i

}
. (18)

Tomando la definición de ψi, reescribiendo −
φc,i

ψi
h⊤i Cihi y

aplicando el Lema 1, (18) se convierte en,

V̇i(t)≤−φc,i ln

(
h̄2

i (t)
h̄2

i (t)−∥hi∥2
Ci

)
−φl,i∥β̃i∥2

F −φl,itr
{

β̃⊤
i β∗

i

}
.

(19)

Ahora, considerando (10), y agregando y restando el ele-
mento φk,iφc,i∥β̃i∥2

F , la desigualdad (19) da como resultado,

V̇i ≤−2φc,iVi +φk,iφc,i∥β̃i∥2
F −φl,i∥β̃i∥2

F

−φl,itr
{

β̃⊤
i β∗

i

}
.

(20)

Considerando la desigualdad de Young podemos obtener
la siguiente expresión V̇i ≤ −2φc,iVi −αi∥β̃i∥2

F +β
+
i , con αi =

φl,i

2
−φk,iφc,i. Finalmente, mediante el lema de comparación he-

cho en (Khalil, 2015), se puede probar la estabilidad práctica a
la zona definida en el Teorema 1.

4. Simulación Numérica

El control diseñado fue probado para regular el seguimiento
de la trayectoria del sistema (1). Para la simulación del modelo,
el valor de la gravedad es 9,81 m/s2. Asimismo, para el primer
eslabón, el valor de masa coincide con w1 = 0,8 Kg, y la lon-
gitud fue de d1 = 0,3 m. En cambio, para el segundo eslabón,
el valor de masa corresponde a w2 = 0,6 Kg, y la longitud a
d2 = 0,25 m. Además, para la simulación se utilizó la caja de
herramientas de Matlab®, Simulink. En particular, el soluciona-
dor ode4 (Runge-Kutta) se implementó con un tamaño de paso
fijo de 0.000001 s.

Las trayectorias fueron seleccionadas como z1(t) =
π

2 sin(2t)+ π

2 y z2(t) = π

4 sin(2t)+ π

4 . Las Figuras 2 y 3 mues-
tran la comparación del seguimiento de la trayectoria de ambos
eslabones. Estas figuras muestran las trayectorias de referencia
y el rendimiento obtenido al utilizar los controladores PD y el
PD adaptable (PDA). De lo anterior, se evidencia que el rendi-
miento obtenido con el controlador PDA es superior en com-
paración con el controlador PD convencional, demostrando que
se alcanzó la trayectoria de seguimiento en menor tiempo.

Figura 2: Comparación de seguimiento de trayectoria para el primer enlace uti-
lizando los controladores PD y PDA.

Figura 3: Comparación de seguimiento de trayectoria para el segundo enlace
utilizando los controladores PD y PDA.

La Figura 4 compara la norma de error de seguimiento de
z =

[
h⊤1 h⊤2

]⊤. De esta figura se puede observar que la norma
obtenida con la implementación del PDA es menor que la obte-
nida con el controlador PD. Además, el PDA propuesto ofrecı́a
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una convergencia más rápida de la norma de error de segui-
miento.

Figura 4: Comparación de la norma de error entre controladores PD y PDA.

La Figura 5 representa la integral de la norma de las señales
de control. A partir de esto, se evidencia que el PD convencio-
nal requiere menos energı́a para hacer cumplir la trayectoria de
seguimiento. Por el contrario, la PDA propuesta asegura el se-
guimiento de la trayectoria con más consumo de energı́a pero
satisface las restricciones de error.

Figura 5: Comparación de la norma del controlador entre controladores PD y
PDA.

Además, las Figuras 6 y 7 muestran el comportamiento ge-
neral del error de seguimiento de ambos controladores. En es-
tos, se evidencia que para ambos casos el PD supera la barrera
mientras que el PDA ajusta la trayectoria a la barrera estableci-
da.

Figura 6: Comparación del rendimiento del error de seguimiento para el primer
eslabón.

Figura 7: Comparación del rendimiento del error de seguimiento para el segun-
do eslabón.

En la Figura 8 se muestra la evolución temporal de las ga-
nancias del control adaptable. El rendimiento obtenido mues-
tra la adaptación variable en el tiempo, que coincide con el
fenómeno descrito por la integral de la norma de la señal de
control en la Figura 5.

Figura 8: Evolución de las ganancias adaptables del PDA para ambos enlaces.

Para evidenciar el desempeño superior obtenido con el PDA
propuesto, se ejecutaron un conjunto de simulaciones numéri-
cas considerando diferentes valores para vi. Para estas pruebas
se seleccionó b1 = b2 = b. Por lo tanto, la matriz ponderada C

es C =

[
C1 0
0 C2

]
. La Figura 9 muestra los rendimientos obte-

nidos. Esta figura muestra que si el valor de b aumenta, la ve-
locidad de convergencia es más rápida ya que la función expo-
nencial disminuye más rápido cerca del origen. Adicionalmen-
te, para ver el desempeño con una perturbación, se agregó una
función sinusoidal r(t) = 30sin(60πt). La Figura 10 evidencia
cómo, a pesar de la perturbación, el PDA siempre permanece
por debajo de la barrera h̄i(t), situación que no ocurre con el
PD convencional.

Figura 9: Comparación de la norma del error del seguimiento de trayectoria se-
leccionando diferentes valores para bi en las funciones exponenciales h̄i(t).
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Figura 10: Comparación de la norma del error del seguimiento de trayectoria
entre el PD convencional y el PDA propuesto considerando la perturbación.

5. Conclusiones

En el presente trabajo, se diseñó un controlador de segui-
miento adaptable con restricciones exponenciales. El FBL im-
plementado permitió modificar las ganancias mediante una ex-
presión exponencial decreciente que genera un mejor desem-
peño controlando un MR de dos grados de libertad en compa-
ración con un controlador PD clásico. En particular, el PDA
tuvo un error cuadrático medio más pequeño que el PD clási-
co. Asimismo, los resultados evidenciaron la reducción expo-
nencial del error de seguimiento, confirmando que éste estaba
acotado para todos los tiempos, por lo que la disminución de la
velocidad de la restricción exponencial determinaba su conver-
gencia. Finalmente, considerando que el controlador propuesto
delimitaba todos los estados, presentaba una ventaja en los sis-
temas fı́sicos ya que se podı́an contemplar las restricciones que
presentan los sistemas. Esta situación no ocurre con los contro-
ladores PD convencionales ya que no limitan la velocidad, lo
que permite superar las condiciones fı́sicas del sistema.
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