® DESDE 2013
' https://repository.uaeh.edu.mx/revistas/index.php/icbi/issue/archive
Pddi Boletin Cientifico de Ciencias Bdsicas e Ingenierias del ICBI I

Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo

ISSN: 2007-6363

Publicacién Semestral Padi Vol. 12 No. 23 (2024) 64-75

Moduladores geométricos fraccionarios de sehales de tipo senoidal
Fractional geometric modulators of sinusoidal baseband signals

M. V. Vega-Blanco ““*, L. Toledo-Sesma"“?
“Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria Campus Hidalgo. Instituto Politécnico Nacional. Carretera Pachuca-Actopan Kilbmetro 1+500, Distrito de

Educacion, Salud, Ciencia, Tecnologia e Innovacion, San Agustin Tlaxiaca, 42162, Hidalgo.

Resumen

Presentamos una técnica de modulacién de sefiales de tipo senoidal utilizando ideas de la geometria diferencial de superficies y
del célculo fraccionario, en particular de los flujos geodésicos sobre superficies y de la derivada de Caputo de orden fraccionario. El
trabajo incia con la introduccién de los objetos geométricos denominados embudos que son superficies de revolucién con frontera
y sobre los cuales se define un flujo geodésico a partir de una sefal portadora. Se muestra que si se define la sefial modulada punto
a punto como la componente normal a la frontera del vector velocidad de una geodésica de dicho flujo, entonces, bajo la derivada
usual, tanto sefial portadora como sefial modulada tienen la misma frecuencia. Sin embargo, se muestra que cuando se utiliza la
derivada de Caputo de orden fraccionario variable, donde el orden depende de una sefial moduladora, entonces la sefial modulada y
la sefial portadora tienen, en general, pardmetros distintos, por lo cual se tiene un método de modulacién factible en el cual la sefal
modulada depende tanto de la sefial moduladora como de la geometria del embudo, caracteristica que permite no solo la modulacién
sino también la encriptacién de la informacién contenida en la sefial moduladora.

Palabras Clave: Amplitud modulada, Geodésicas, superficies de revolucion, flujo geodésico, modulacién geométrica fraccionaria

Abstract

A sinusoidal-like signal modulation technique is presented, incorporating concepts from differential geometry of surfaces and
fractional calculus, specifically involving geodesic flows and Caputo’s fractional derivative. We start by introducing geometric
objects called funnels, which are revolution surfaces with boundaries. Over these surfaces, we define a geodesic flow based on a
carrier signal. We demonstrate that if we define the output signal point-to-point as the normal component of the velocity vector of
a geodesic, then, under the first-order derivative, both the carrier signal and the output signal share the same frequency. However,
we establish that when Caputo’s fractional derivative with a time-dependent fractional order is considered, especially when the
variable order depends on a baseband signal, both the carrier signal and the output signal generally exhibit distinct parameters. As
a result, an applicable modulation method becomes available where the output signal depends not only on the baseband signal but
also on the geometry of the surface. This characteristic not only enables signal modulation but also facilitates the encryption of the
information contained in the baseband signal.

Keywords: Amplitude modulation, Geodesics, surfaces of revolution, geodesics flows, geometric fractional modulation.

1. Introducciéon electromagnéticas dificulta la transmision de las sefiales. Por lo
que dentro de la teoria de sefiales y sistemas existe el concepto

Los sistemas de comunicacién han desempefiado un papel de modulaci6n de banda de paso; que se clasifica en dos tipos,

fundamental en el quehacer cotidiano, estos permiten la trans-
ferencia de informacion mediante sefiales que son moduladas.
Sin embargo, las sefiales que cominmente estdn en la escala
de microondas se propagan a través de medios continuos, por
ejemplo, la atmosfera terrestre. Sin embargo, la naturaleza ab-
sorsiva y dispersiva del medio en que se propagan las ondas
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a saber, portadores analégicos y portadores digitales, de hecho
los primeros serdn el tema de estudio de este trabajo. Dentro de
los portadores analégicos figuran la amplitud modulada (AM),
frecuencia modulada (FM) y fase portadora (PM).

El primer método de transmisién de sefiales con aplicacién
directa al telégrafo y teléfono se remonta al uso de la AM.
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Sin embargo, este método presenta algunos inconvenientes; el
método es susceptible de que el receptor de las sefiales ampli-
fique y detecte ruido e interferencia electromagnética, hacien-
do que deba incrementarse la potencia del transmisor. Ademas,
dentro de las otras desventajas de la técnica AM es que no es
apropiada para la transmisién de musica, restringiéndose su uso
a situaciones mads especificas como la comunicacién mediante
transmision de voz (Bray y of Electrical Engineers, 2002).

Estas desventajas presentes en la AM orillan a los especia-
listas a la necesidad de buscar nuevas técnicas de modulacion
y demodulacién de senales, tales como Quadrature Amplitude
Modulation and Digital Modulation Theory, entre otras (Gar-
diol, 2011), (de Alencar, 2022) y (Faruque, 2016). Los sistemas
de comunicacion, tales como la telefonia celular, sistemas de
comunicacion satelital, estaciones de radio y otros mas, pueden
funcionar debido a un modelo fundamental, que de forma muy
simplificada, consiste de un transmisor, un canal de transmisién
y un receptor de la sefial.

Los modelos matemdticos concebidos para modular
sefiales, consisten en variar una o mas caracteristicas de la geo-
metria de la onda portadora en funcién de la sefial que contiene
la informacién que se transmitird. Por lo que, si la amplitud
fuese el parametro portador de la sefial, entonces esta resultard
ser una funcién de la sefial modulada, en el caso de la frecuen-
cia modulada (FM), la caracteristica de la onda portadora de la
sefial es la fase de la onda y por ultimo el esquema en el que
ambos parametros la amplitud y la fase varfan simultineamente
(de Alencar, 2022). El presente trabajo aborda una perspectiva
completamente diferente de la modulacién de sefales a las ya
existentes hoy en dia, al hacer uso de los conceptos de la geo-
metria diferencial de superficies y el calculo fraccionario, con
la finalidad de proveer un marco tedrico en el cual se estudien
los métodos de modulacién en términos geométricos.

El cédlculo fraccionario es un conjunto de teorias matemati-
cas que generalizan los conceptos de derivada e integral al caso
de 6rdenes arbitrarios; es un conjunto de teorias, porque exis-
ten diversas aproximaciones que generalizan a la derivada y a
la integral y que no son consistentes entre si (Podlubny, 1998),
sin embargo, todos estos diversos enfoques coinciden en que la
derivada usual con orden entero positivo puede recobrarse de
las diversas derivadas de orden fraccionario como un caso limi-
te. La denominacién de cdlculo fraccionario quizés no es muy
afortunada, pues sugiere que el orden puede restringirse sola-
mente a los nimeros racionales, los expertos apuntan que seria
mejor llamarle calculo de orden arbitrario (Mainardi, 2010), sin
embargo, por razones histéricas se ha conservado la primera
denominacién. Aun cuando el cédlculo fraccionario se origind
casi a la par que el cilculo usual, no fue hasta finales del siglo
XIX, en una primera instancia y, después, en la segunda mi-
tad del siglo XX, que adquirié un renovado empuje, debido a
sus diversas y exitosas aplicaciones a la fisica y a la ingenieria
(Oldham y Spanier, 1974). En particular, el calculo fraccionario
demostr6 ser til para modelar fenémenos visco-elasticos y de
propagacién anémala de ondas en cierto tipo de medios mate-
riales (Mainardi, 2010). En este trabajo consideraremos la deri-
vada de Caputo de orden fraccionario introducida por Michele
Caputo en 1967 (Caputo, 1967) y que comparte con la deriva-
da usual varias propiedades como la aditividad, homogeneidad
y la regla de Leibniz, ademas, como caracteristica distintiva, la

derivada de Caputo de orden fraccionario de una constante es
cero.

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera.
En la seccién 2 se describe brevemente la ecuacién de onda y
su solucidn, ademds de los métodos cldsicos existentes para la
modulacién de sefiales senoidales. En la seccion 3 se introducen
los conceptos de superficies regulares y parametrizacion de su-
perficies, aunado a estos conceptos en la seccidn 4 se introduce
el concepto de curva geodésica en superficies regulares y de re-
volucién. Estas nociones permiten definir los objetos geométri-
cos denominados embudos en R?, que se presentan en la seccién
5. En la seccién 6 se introduce el concepto de flujo geodésico
en un embudo a partir de una sefial periddica. La parte medular
de este trabajo es la construccién de un método de modulacién
geométrico-fraccionario, por lo que la seccién 7 estd dedicada
a dar los rudimentos de la derivada de Caputo de orden fraccio-
nario y a continuacidn, en la seccién 8 se presenta el método de
modulacién fraccionaria el cual se ilustra con un ejemplo con-
creto. Finalmente, la seccion 9 corresponde a las conclusiones
en la que los autores discurren acerca de posibles desarrollos
de este método y formulan algunos cuestionamientos dirigidos
al andlisis y la reflexion acerca de las implicaciones que dicho
método pudiera tener en diversas dreas de la fisica y la inge-
nierfa.

2. Ondas y modulacion de ondas

2.1. La ecuacion de onda

Si se considera una cuerda tensada por la que actuara una
fuerza transversal neta, se veria que el movimiento en dicha
cuerda se describe mediante la ecuacion de onda:

8u(x,1) _ l 8 u(x,1) )
0x? V2o
donde v es la velocidad de propagacién. La ecuacién (1) admite
como soluciones todas las funciones de la forma:

u(x,t) = f(x = ve). 2)

Las soluciones (2) representan ondas propagandose en la direc-
cién negativa y positiva del eje x, respectivamente, esto permite
construir la solucién mds general a la ecuacion de onda al su-
mar dos ondas viajando una a la izquierda y la otra a la derecha
(Griffiths, 1989):

u(x,t) = f(x —vt) + g(x + vr). 3)

De todas las formas posibles de ondas, una de las mas relevantes
es la forma senoidal con nimero de onda k, frecuencia angular
w viajando a la derecha y fase ¢ dado por:

f(x,t) = Acos (kx — wt + 9). 4)

La expresion (4) es muy comun en la teoria de sefiales y sis-
temas para su aplicacion en los sistemas de comunicacion para
la transmision de la informacion a través de los distintos me-
dios, tales como radio, television, internet, etc., donde la onda
(4) conocida como la fuente se transmite por un canal de comu-
nicacién por medio un transmisor o modulador (Oppenheim et
al., 1997).

Sin embargo, cuando una sefial entra a un medio continuo,
tal como la atmésfera, cuyas propiedades eléctricas y magnéti-
cas son relevantes; puede apreciarse variaciones significativas
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de los parametros que caracterizan a la sefial, i.e., se presentan
los fenémenos de senales reflejadas y transmitidas, haciendo
que el medio atende y propague (la mayoria de las veces) las
seflales en un intervalo de frecuencia mas alto a través de dis-
tancias mds grandes. Lo anterior conduce al uso de conceptos
muy especificos en la teoria de sefiales y sistemas, tales como la
modulacién y demodulacién de sefiales senoidales. En términos
simples, la modulacién consiste en que el transmisor inserta una
sefal dentro de otra sefial de frecuencia mayor y el proceso de
extraer la sefial que contiene la informacion se conoce como de-
modulacion. La modulacién de sefiales permite la transmision
simultdnea de varias sefiales con espectros traslapados en un
mismo canal, dando lugar al uso de multiplexaje (Oppenheim
etal., 1997).

2.2. Método cldsico de modulacion de sefiales, amplitud mo-
dulada (AM)

En esta seccién tinicamente se aborda la modulacién de
sefiales cuya amplitud es una funcién dependiente del tiempo,
por lo que se sugiere al lector interesado consultar las siguien-
tes referencias para abordar y ahondar en las otras técnicas de
modulacién (de Alencar, 2022), (Faruque, 2016) y (Oppenheim
etal., 1997).

La técnica de modulacién mas conocida es la de la amplitud
modulada, que consiste en que la onda portadora de la sefial su
amplitud varia de acuerdo con una sefial modulada, esta técnica
también se le conoce como Double-Sideband Amplitude Modu-
lation (AM-DSB), y es muy empleada para la radio comercial,
ademas de ser muy simple en el disefio del receptor y tener facil
mantenimiento (de Alencar, 2022).

La sefial AM puede representarse como una onda senoidal,
tal como vemos de la siguiente expresion:

f(x, 1) = Acos (kx — w.t + 0), 5)

donde A es la amplitud de la sefial, w, es la frecuencia angular
y o representa la fase de la sefial. En teoria de sefales denotan
por m(¢) la seial de modulacidn, tal que su frecuencia maxima
sea mucho menor que la frecuencia de la sefial portadora i.e.,
wy < w.. El método AM tiene como objetivo que la ampli-
tud de la portadora tenga variaciones proporcionales a la sefial
de modulacién m(z), por lo que, véase (de Alencar, 2022) para
mayores detalles, la amplitud de la portadora toma la forma:

a(t) = A(1 + Ay m(1)) (6)

donde Asy = B/A, la razén de las amplitudes de la portado-
ra B modulada y la amplitud A de la sefial; a esta razén de las
amplitudes se le conoce como indice de modulacion AM. La
amplitud de la portadora produce la forma de onda modulada
de la siguiente manera:

s(t) = A1 + Agym(t)] cos (kx — wet + 6). 7)

3. Existencia y unicidad de las geodésicas sobre una super-
ficie regular

En este trabajo se utilizard como marco tedrico la geometria
diferencial de curvas y superficies en R? como se aborda en los
textos de (do Carmo, 2016), (O’Neill, 2014) y (Thorpe, 2012).

Con la finalidad de hacer mas clara la exposicién de las
ideas centrales de este trabajo, se recuerda al lector la defi-
nicién de geodésica sobre una superficie regular, las ecuacio-
nes diferenciales de las geodésicas y el resultado que establece
su existencia y unicidad, la demostracion de este dltimo puede
consultarse en (do Carmo, 2016).

Antes de introducir dichas definiciones, es importante in-
troducir la definicién de plano tangente a una superficie regular
(do Carmo, 2016), esta se presenta a continuacion.

Definicién 1. Dada una superficie regular S en R? y dado
p € S, se define el plano tangente a S en p como la colec-
cién de parejas ordenadas de la forma (p, v) donde v € R3 para
los cuales existe € € R con € > 0, asi como una curva regular
y : (=&,&) — R3 cuya traza est4 contenida en S, para la cual
v(0) = py 7(0) = v. En lo subsecuente se denotara al plano
tangente a S en p por TpS.

Definicion 2. Sea S una superficie regular. Una curva regu-
lar y : (a,b) — S es llamada geodésica sobre S, si la compo-
nente tangencial de ¥(¢) es nula. Es decir, si para todo ¢ € (a, b)
y para todo v € TS se cumple que ¥(¢) - v = 0.

Sean § una superficie regular, p € S, U C R? un
abierto y x : U — R’ una parametrizacion de S entorno
a p. En coordenadas rectangulares se tiene que x(u,v) =
(x(u,v), y(u,v), z(u, v)) para todo (u,v) € U. Las funciones coor-
denadas x(u, v), y(u,v) y z(u, v) son funciones diferenciables. Se
define

X, (u,v) = ( au(u, V), au(u, V), ™ (u, V)), (8)
(P, Py,

X,(u,v) = ( ™ W, v), av(u, V), av(u, V)), 9)

n(u,v) = x,(u,v) X x,(u, v). (10)

Como se sabe, los vectores X, (i, V) y X,(u,v) son una base
de Tx(.)S . Luego, x,(u,v), X,(u,v) y n(u,v) forman una base
de R3.

Como se puede consultar en (do Carmo, 2016), dada una
curva regular y : (a,b) — S tal que y(#) € x(U) para todo
t € (a,b), se tiene que su aceleracién viene dada por la ecua-
cion:

(t) = (it + T}y + 200 + Th,97)x,
+ (v + T30 + 2000 + T3,9°)x, + Nn, (1)

donde los coeficientes l"f? son los simbolos de Christoffel y N
es la componente de y(¢) en n.

Como consecuencia de (11), resulta que y : (a,b) — S es
una geodésica si y solo si

it + T} ii® + 2T} iev + Th, 0% = 0, (12)
b+ T2 + 2035 0w + 15,0 = 0. (13)

Las ecuaciones (12) y (13) forman un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden, no lineales y acopla-
das, llamadas ecuaciones diferenciales de las geodésicas. Co-
mo también se puede consultar en (do Carmo, 2016), la siguien-
te proposicion es verdadera.

Proposicion 1 [Existencia y unicidad de las geodésicas]
Sean S una superficie regular. Dado p € S y w € TS, tal
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que w # 0, existe & > 0 y una Unica geodésica parametrizada
v:(—¢g,&) = S talque y(0) = pyy(0) =w.

También, se recuerda al lector que para hacer geometria en
superficies regulares, se requiere medir distancias y dngulos,
para ello, un concepto fundamental en la geometria diferen-
cial es el de la primera forma fundamental (do Carmo, 2016),
(O’Neill, 2014) y (Thorpe, 2012), la cual se define a continua-
cién.

Definicion 3. La primera forma fundamental sobre una su-
perficie S, se define como la funcién que a cada p € S le asigna
la forma bilineal sobre TS x TpS definida por la férmula:

Iw,v)=u-v, Yu,veTysS, (14)

donde - denota al producto punto de R>.

Sea U c R? un abierto. Si x : U — R’ es una pa-
rametrizacion de S entorno a p, asi x(up,v9) = P, enton-
ces X,(up,vo) y X,(ug, Vo) son una base de T,S. Asi, dados
a = a1x,(uo, vo) + axX, (o, vo) y b = b1x,,(uo, vo) + ba2x,(u0, vo)
arbitrarios en TS, los escalares ay, as, by y b, son las coorde-
nadas de a y b en la base {x,, X,}, y se tiene que

I(a, b) = alblE + (albz + azbl)F + ClzbgG, (15)

donde
E :=x, Xy, (16)
F :=x, x,, (17
G =X, "-X,. (18)

Las funciones E, F'y G son llamados coeficientes de la primera
forma fundamental.

4. Geodésicas en superficies de revolucion

En lo que sigue, S es una superficie de revolucion definida
mediante una parametrizacion de la siguiente forma:

x(r,0) = (f(r)cos 6, f(r)sen8, g(r)), (19)

donde f'y g son funciones continuas en el cerrado [y, 1], don-
de ry > O; diferenciables en el abierto (rg,7;), y tales que
f(r) > 0y g(r) > 0 para todo r € [rg,r1]. A partir de la de-
finicién de la primera forma fundamental, un célculo directo
muestra que los coeficientes de la primera forma fundamental
de S vienen dados por:

E=()+(@) (20)
F=0, 21
G=f (22)

Un resultado bien conocido de la geometria diferencial
clasica de curvas y superficies (do Carmo, 2016) es que las
ecuaciones diferenciales de las curvas geodésicas sobre S son

é+2;{'m=o, (23)
R Ay
- g =0. 24
e T eer )

Ya que se requiere manipular soluciones explicitas del sis-
tema anterior, se mostrara como resolver estas ecuaciones.
Para tal efecto, note que

2ff  d

T InG, (25)
frro o _1d

Ry 2Ed " .

flfl! +glgll _ li]n E, (27)

P+ 2dr

Luego, al sustituir (25) en (23) y al sustituir (26) y (27) en
(24) el sistema (23) y (24) se reescribe como

b+ (i lnG) 7 = 0, (28)
dr
. 1 (d o 1(d o

Para resolver el sistema formado por (28) y (29), primero se
aplica reduccién de orden a (28) mediante el cambio z = 6, asi
de (28) se obtiene la ecuacion

Z+(ilnG) iz = 0. 30)
dr

Por la regla de la cadena se tiene que

dz
;= i— = i7. 31
i=io =iz (3D
Por lo que combinando (30) y (31) queda la ecuacién
, d
Z+[—InG|z=0. (32)
dr

La ecuacién (32) es de variables separables, por lo que una
solucién particular de esta es

1
==, 33
i=c (33)

es decir |
0= —. 34
G (34)

Al sustituir (34) en (29) se llega a la ecuacién
1(d 1 d

P+~ |—InE|i* = —1InG. 35
r+2(drn )r 2EGEdr 33)

Al aplicar una reduccién de orden a (35) mediante el cam-
bio p = i se obtiene la ecuacién

1({d 1 d
)+ = |—InE|p* = —InG. 36
p+2(drn )p 2EGEdr (36)

En virtud de la regla de la cadena, se tiene que

d ,
p=pdp=pp- (37
r
Asi, al sustituir (37) en (36) se llega a la ecuacién
1(d 1 d
"+ |—lE|p*= —InG.
pp = Z(dr " )” 2EGE ar C (38)
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Si se supone que las geodésicas son propias, entonces 7 # 0,
es decir p # 0. Luego (38) se reescribe como

-1
(ilnE)p P46 (39)

1
+= = —
P dr 2EG? dr

2

La ecuacién (39) es una ecuacién de Bernoulli (Zill y Cu-
llen, 1997) que puede resolverse mediante técnicas estdndar,
por ejemplo, hagase

P=¢y, (40)
donde ¢ y ¢ son funciones derivables. Es claro que
Pr=¢y+ey. (41)

De esta manera, al sustituir (40) y (41) en (39) se obtiene la
ecuacion

o'+

, 1(d _ da 11
ST R RIS

El método exige que en (42) se tenga

, 1(d B

La ecuacién (43) es de variables separables y una solucién

particular es
1
y=—. (44)
VE
Ahora bien, la ecuacion (43) implica que (42) se reescribe
como

PRIR B L pn gy
ww—zEG(drlnG)so /20 45)

Si en (45) se agrupan a la izquierda términos con ¢ y a la dere-
cha términos con ¥ y se sustituye ¢ de (44), entonces la ecua-
cién resultante es

, 1 d
wp' = ﬁd_rlnc. (46)

Ahora, nétese que ¢’ = %d«pz/dr y que dInG/dr = G'/G,
entonces (46) se reescribe como

d¢* G
—_ = . 47
dr  G? “7)
Luego, al integrar ambos lados de (47) se obtiene que
5 1
p=C- (43)

53
donde C es una constante de integracion.

De (48) se sigue que (47) tiene dos soluciones particulares,
a saber

C-—, (49)

2 = -—. (50

De esta manera, la ecuacion (39) tiene soluciones
) (51)

= (52)

(33)
i) = ——. (54)

Ambas soluciones representan a la misma geodésica, la so-
lucién (53) corresponde con la geodésica recorrida en el sentido
opuesto al vector tangente inicial, mientras que (54) correspon-
de con la geodésica recorrida en direccién del vector inicial,
esta ultima es la que se considerara.

Finalmente, una geodésica particular sobre S quedara de-
terminada en forma tnica dadas las condiciones iniciales y las
condiciones de frontera. De hecho, sabemos que E = (f')* +
(g")? yG = 72, luego (52), se obtiene que

—_

C f2 —
V) +(8)?
Note que, de (55) se tiene en particular que

VCf2(rp) — 1
VPGP + 18 o)

1) = (55)

70) =

(56)

por lo que al despejar a c se llega a que
C={lf' (0P + [ o)V (O + 1/ (o). (57)

Asi, de (55) y de (57) se concluye que

_ VI Go)? + [8 (r)Pi2(0) + 1/ f2(ro) = 1/f2(r)

i(T)
[f'(M1P + [g'(N]?

(58)

5. Embudos en el espacio

Ahora se introducird un nuevo concepto que serd ttil para
los propésitos de este trabajo.

Definicién 4. Sea & C R? no vacio. Un conjunto no vacio &
es un embudo en R? si

1. & es conexo y compacto.

2. Existe S ¢ R?, una superficie regular orientable tal que
& C S, se llamard a S la superficie de fondo de &.

3. El conjunto S\ &N &Eeslaunion disjunta de dos curvas
simples cerradas. Una serd denotada por 0& y serd lla-
mada la entrada del embudo y la otra serd denotada por
08, y sera llamada la salida del embudo (vease la figura

D).
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0&

06,
Figura 1: Embudo & con su entrada &, salida &, y superficie de fondo S.

Observacion 1. En particular, las superficies de revolucion
definidas mediante parametrizaciones de la forma (19) son em-
budos en R? los cuales tienen por frontera la unién disjunta de
dos circunferencias, una de radio ry y la otra de radio r;. La
entrada y la salida del embudo son las circunferencias parame-
trizadas por

X(ro, 1) = (f(ro) cos, f(ro) sent, g(ro)), (59)
X(ri, 1) = (f(r) cost, f(r1) sent, g(r1)), (60)

respectivamente y donde ¢ € [0, 2r). En lo que sigue, se consi-
deraran solamente a esta clase de embudos.

6. Flujo geodésico en un embudo asociado a una seiial pe-
riddica

Para los fines que se persiguen en este trabajo, se considera
que una sefial es cualquier f : R — R que sea diferenciable
y periddica. Dada una sefal f arbitraria con periodo p, se de-
fine oy(t) = f(2nt/p) para todo ¢ € R. Claramente, oy es una
sefial con periodo 27r. Luego, para determinar completamente a
oy basta restringirse al intervalo [0, 27r). Asi, se identifica a las
sefiales con las funciones continuas o en [0, 27) que son dife-
renciables en (0, 27) y para las cuales se verifican las siguientes
condiciones:

1. Se cumple que 0(0) = lim,_,y,+ o7 (),
2. ademas lim,_,o+ 07’ (t) = lim,_,»,- o7 (¢).

Sea & un embudo y S su superficie de fondo, sea 6 € R ar-
bitrario tal que 0 < ¢ < 1. Dada una sefial o~ se define para cada
t € [0, 27) el vector:

Wit 4) =~ epla O 0. + =Xt (6)
El vector wy(t; 6) definido de esta manera, resulta ser un vector
tangente a S en X(rp, f). Se llamard a ¢ la desviacion de la sefial
de entrada.

Al aplicar la proposicién 1 a la superficie de fondo S, se
asegura que existe una tinica geodésicay : (to—&, 79 +&) — R
sobre S para la cual se cumplen las condiciones iniciales si-
guientes:

Y(TO) = x(79, 1), (62)
¥(70) = Wo(t: ¢). (63)

La situacién se puede visualizar como nos sugiere la figura
2. En consecuencia, la solucién que se escogera serd (54), ya
que implica que r, es creciente y, asi, la geodésica correspon-
diente estard contenida en el embudo.

De esta manera se obtiene una familia de geodésicas sobre
S parametrizada por . Con la finalidad de enfatizar la depen-
dencia de la geodésica de t y de ¢, se escribird y(t; ¢, d) para de-
notar al punto de la geodésica en 1 correspondiente al pardmetro
t'y aladesviacion 6.

La construccion anterior sugiere que, dada una sefial por-
tadora o(?), se puede definir una sefial modulada o (¢), en la
salida del embudo, si se consideran las componentes de las ve-
locidades de las geodésicas en los vectores normales a la cir-
cunferencia de salida, esto es, un primer candidato a sefial mo-
dulada es

o1(t) :=In[y(r1) - n(r, 61)], (64)

donde 7 es tal que y(t;) = x(r1,6;), siendo 6, el dngulo que
corresponde a .

En la proposicién que se enuncia a continuacién se afirma
que si se transmite una sefial portadora por unas de las circunfe-
rencias de la frontera de un embudo, entonces, independiente-
mente de la geometria del embudo, la sefial de salida en la otra
circunferencia de la frontera tendrd la misma frecuencia que la
sefial de entrada.

Proposicion 3. Sean & un embudo, o7(f) una sefial de entra-
da con frecuencia wy y amplitud Ay. Si la sefial de salida o (%),
como se define en (64), tiene frecuencia w,(¢) y amplitud A, (%),
entonces:

1. Se tiene que w(?) es constante, ain mds, wy = wy, ¥
2. la amplitud A;(?) es constante, aiin mds, existen constan-
tes @y B tales que Ay = % In (a/eZAU +,8).

DemosTtrAcION: Un célculo directo nos ofrece que

oi(t) =1n

Y+ x(r1,6)|
= ln{[f(‘rl)/ VE(r)x.(r1,6,)

+0(t1)/ VG(ry, 9t)X9(r1,91)] < x(ry, 9;)}
=Ini(1y)
I {Lf'(ro)? + [g' (ro)1?}e270® + 1/ f2(ro) — 1/ f2(r1)
L7 (r)1? + [g"(r)]?
_1 ln{ [f' (ro)]* + [g(ro)1? 2700
2 Lol + g r))?
N f2(r1) = f2(ro) }
F2ao) )l (r)1? + f2(ro) f2(r)lg’ (r)]?

Por lo tanto,

[f'(ro)]2 + [g/(rO)]zezg—o([)
PP + g
F2(r) = f2(ro) }
65
PP P+ Lo e &)

oi(t) = %ln{
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Ahora, en (65), hiagase

. Lf' (ro))* + [’ (ro)]? 66)
Lf7(rol? + (g (rD]?
20N 42
g for) = f~(ro) 67)

T P PO (P + o) g (P

Claramente « y 8 asi definidas son constantes que no dependen
nidet, 7, r o 8. Se colige de (65), (66) y (67) que

o (f) = % [a/eZ(rU(t) + ﬁ] ) (68)

Es inmediato de (68) que w; = wy, ademads, nétese que o (¥)
alcanza su maximo cuando o (t) alcanza también su maximo,
que es Ay, luego se cumple la ecuacion siguiente:

Al = éln (anA“ +ﬁ).

De esta manera, la proposiciéon ha quedado demostrada.

Figura 2: Un punto en &y y un vector tangente anclado en este punto determi-
nan una tnica geodésica y sobre S'.

7. Laderivada de orden fraccionario de Caputo

Ahora introduciremos el concepto de la derivada de Capu-
to de orden fraccionario. Mas detalles acerca de esta derivada
pueden consultarse en (Caputo, 1967) asi como en (Mainardi,
2010) y (Podlubny, 1998).

Definicion 5. Sea f una funcidn de clase C sobre un abier-
to (a, ), sean n un entero positivoy @ € Rtalquen — 1 <
a < n. La derivada de Caputo de orden fraccionario a de f en
t € (a, 00) se define como

1 !
D0 = s [ = O de (69)

En particular, sia =0y 0 < @ < 1, entonces

1 !
Cna —a g1
D )= ——— t— du. 70
ARG m_a)fo< W wydu. (70)

Esta derivada fraccionaria cumple las propiedades que se
enuncian a continuacién y cuya demostracion puede consultar-
se en (Podlubny, 1998).

Teorema 2. La derivada de Caputo de orden fraccionario &
conn—1<a<ndef:(a00)— Rcumple que

lim (DY f(1) = f'(1), V1€ (0,00). (71)

Teorema 3. Sean fy g funciones tales que SD?[f]y {D%[g]
existen y sea ¢ € R. Las siguientes propiedades son validas:

1. $D%[c] = 0.
2. SDeLf + ] = SDeLf1+ SDY gl
3. SDe1Af] = ASDLf1.

8. Método de modulacion geométrico fraccionario

Ya se demostré que no tiene valor alguno, para efectos de la
modulacién de una sefial, propagarla a lo largo de un embudo
utilizando la primera derivada, ya que la primera derivada es un
operador diferencial local y no tiene en cuenta la geometria glo-
bal del embudo, es decir, no toma en cuenta los efectos no loca-
les o histéricos en un punto cualquiera de un embudo, a diferen-
cia de las diferentes versiones de derivada fraccionaria, cuyos
nucleos contienen una funcién de memoria (también llamada
funcién causal) que permite la interaccién global-local, como
puede consultarse en (Podlubny y El-Sayed, 1996) y (Podlubny,
2004). Por esto, la propuesta central de este trabajo consiste en
propagar una sefial a lo largo de un embudo mediante la deriva-
da de Caputo de orden fraccionario, considerando que el orden
de derivacioén es variable, en particular que el orden de deriva-
cién es una funcién del tiempo, y con mayor exactitud, que el
orden de derivacién se puede expresar en términos de la sefial
moduladora. Si se conviene en interpretar el orden fraccionario
como una medida de cuanto el operador derivada fraccionaria
tiene en cuenta los efectos no locales, significa que la sefial por-
tadora dicta en cada instante el grado de olvido o ponderacién
de dichos efectos por parte de la derivada fraccionaria, y por
esto, intuitivamente, se espera que dicha influencia se refleje en
la sefal de salida o sefial modulada.

8.1.  Propuesta

Sean & un embudo y p € 0&. Sea 0,,(¢) la sefial modula-
dora con amplitud A,,, sea 0 ,(?) la sefial portadora, sea wq el
vector tangente correspondiente a o, (f) dado como en (61), sea
(1) la inica geodésica tal que y(0) = p y ¥(0) = wy, y sea i(1)
la componente de y(t) sobre Xx,. Se propone, como método de
modulacién, lo siguiente:

1. El orden fraccionario « sea funcién de ¢ y venga dado por

1 o) )2 )

N=|=-
a(?) (2 4, +1

donde 1 es una constante tal que 0 < n < 1 a la cual
se denominara constante de acoplamiento entre el orden
fraccionario y la sefial moduladora.

2. La sefial de salida, la sefial modulada, se definird como

(1) 1= In [SDIOH(T) |, | (73)

En este caso, (1) = ry.
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La primera condicién garantiza que 0 < «a(f) < 1, en efecto,
nétese que

L oou® ) _ 1 nou) | w0 )
2 2A,+1) 4 24,+1 (QA,+1D?*
Proposicion 5 . Se cumple que 0 < a(f) < 1 para todo
t € [0, 2x].
DemosTtrACION:  Puesto que |o,(f)) < A, entonces

lom @I/ QA + 1) < Ap/QRAy + 1) = 1/2 + 1/A,) < 1/2,
asi 0,(1)/(2A,, + 1) < 1/2, esta dltima desigualdad, junto con
el hecho de que 0 < n < 1, implican que no,,(1)/(2A,, + 1) <
n/2 < 1/2 de ésta dltima se sigue que r]zoﬁq(t)/(ZAm +1)? <
1?/4 < 1/4. Como consecuencia de las desigualdades obtenidas
en este andlisis y de (74) se tiene que

1 (1)
0§a'(t):(5— 27;0- f)l)

1 pow® | o0
T4 24,+1 (A, +1)?
1 1 1
_+_
2 4

< -+ =1.

4

O
Ahora, desarrollemos ng(t)r(T) lr=7,. Aplicando la defini-

cién de derivada de Caputo fraccionaria (69), se tiene que

C
oDIr(T) [r=r, =

F(l ” f (11 — u)" " i(u) du (75)

Ya que #(u) = dr/du, se sigue que al aplicar el teorema de cam-
bio de variable a la integral del lado derecho de (75) que

f " = ) i) du = f " ) - ur ) Odr (76)
0 ro
Asi, de (75), (76) y (73) se obtiene que

o) = In [ f " (r(ry) - u(r))_“(’)dr} ) (77)

y(r;t,0)

0" (£)%p(r15t")

£ (t, 0)xe(r1,t7)

x(ry5, 6)

A(ri;3t,0)

Figura 3: La componente radial i(t1; ¢, §) puede interpretarse como el resultado
de modular la senal de entrada oy(f) mediante el embudo &y.

8.2. Aplicacion numérica del método de modulacion
geométrico-fraccionario

En general, la integral que se tiene que calcular en (77)

puede resultar dificil de expresar analiticamente en términos

de funciones elementales o estdndar, puesto que involucra, al
menos en el caso de integrandos algebraicos, la aparicién de
funciones irracionales que dan lugar a integrales elipticas o fun-
ciones especiales como las funciones hipergeométricas. A pesar
de esta aparente complicacion, es posible ilustrar el método de
modulacién propuesto en algunos casos particulares.

Considere la sefial portadora o, (¢) = sen (57), la sefial mo-
duladora o,,(f) = sen (¢) + sen (2¢), ambas son sefiales de tipo
senoidal con periodos 27 y 27/5 respectivamente, la amplitud
de o, (1) es A, = 2. Las gréficas de 0, (¢) y de o, (¢) se muestran
en la figura 4.

Sefial moduladora

Sefial portadora

Figura 4: La figura superior es la sefial moduladora o, (f) = sen(t) + sen(2t) y
la inferior es la sefial portadora o-,(f) = sen(51).

Sea & el embudo cuyas funciones generatrices son f(r) = r*
y g(r) = r* — 1 donde 1 < r < 2, este se muestra en la figura 5.

‘ & x(r,0) = (r*cos0,r*sen 0,7 — 1),

\\\\\\\\\\\\\\\i lII////////////

\\\\\\\\\\\‘\| HII///
!// / ’

Figura 5: Embudo cuyas funciones generatrices son f(r) = 1>y g(r) = r> — 1
donde I < r <2.

Los coeficientes de la primera forma fundamental de este
embudo son E = 87° y G = r*. Luego, al sustituir £ y F en (54)
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se obtiene

= —'i/r;r;l. (78)

Ya que en r = 1 se debe tener que #(0) = exp[o,(#)], entonces
de (78) se tiene que

explo, (D] = ———. (79)

V2

De (79) se tiene al despejar a ¢ que
¢ =2expl2o,(0)] + 1. (80)

Luego, sustituyendo c de (80) en (78) se concluye que

o~ NCexpRap(] + Drf -~ 1
V273

Notese que (81) es separable, asi, se tiene que (81) se escribe
en forma diferencial como

1)

V3

dr =
VQ2exp[20 (D] + 1)r* — 1

dr,

por lo que al integrar se tiene que

V2r
T= dr
V2 exp[20,(O)] + Dr* - 1
VJQ2exp[20 (D] + 1)r* — 1 r
(2 exp[20,(D] + 1) V2
V(2 exp[2sen(5t)] + 1rt — 1 Tt

(2 exp[2sen(51)] + 1) V2

(82)

donde k es una constante de integracion.
Luego, sustituyendo (82) en (76) se llega a

f = 00 du =
0

. \/(2 exp[2sen(50)] + Dt — 1
fro (2 exp[2sen(50)] + 1) V2

a(t)
_ N@expl2sen(5n] + Drt ‘]} dr. (83)

(2 exp[2sen(50)] + 1) V2

Abhora, si se sustituye 0, (f) = sen (¢) + sen (2¢) en (72) se obtie-
ne que

2
1 sen () + sen (2t) ‘ 84)

a(t)=(§—77 3

De esta manera, sustituyendo (84), ro = 1y r; = 2 en (83)
se obtiene la integral

f (11 = w) " Oi(u) du =
0

j‘z /32 exp[2sen(51)] + 15 85
1 | (2exp[2sen(5t)] + 1) V2

V(2 exp[2sen(51)] + Dr* — 1 (g -pnpenC) . 6)
— r.
(2 exp[2sen(50)] + 1) V2

De esta forma, al sustituir (86) en (77), la sefial modulada
queda escrita como

[ 2 { \32Zexp[2sen(50] + 15
oy(t) =1n f
1 | 2exp[2sen(5n)] + 1) V2

sen (f)+sen (2t )2

V2 exp[2sen(51)] + DA — 1 (=
(2 exp[2sen(50)] + 1) V2

dr} (87)

A continuacion, en la figura 6, se muestran las graficas de la
sefial modulada versus la grafica de la sefial portadora y la sefial
moduladora paran = 0,7 = 1/4,n = 1/2 yn = 3/4, en este
ejemplo, la integral (86) se resolvié numéricamente mediante
métodos estdndar.

Sefial portadoravs. Sefial modulada n=0

—— Sefial portadora —— Sefial modulada

Sefial portadora vs. Sefial modulada n=1/2

—— Sefial portadora ——Sefial modulada

Sefial portadora vs. Sefial modulada n=1/4

—— Sefial portadora —— Sefal modulada

Sefal portadora vs. Sefial modulada n=3/4

= Sefial modulada

= Sefal portadora

Figura 6: Gréficas de la sefial modulada (en rojo) versus sefial portadora (en
azul) correspondientes an =0,n=1/4,n=1/2yn=3/4.

Podemos aplicar una traslacién y una dilatacién/contraccién
respecto al eje vertical para normalizar las graficas de las
sefales moduladas. En este caso, el valor de la traslacion viene
dado por el valor promedio de la sefial en el intervalo [0, 27]:

1 27
Om==— f (b dt. (88)
27T 0
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Mientras que la dilatacién/contraccién viene dado por el co-
ciente de la sefial portadora y la sefial moduladora A,/A,,. Asi,
la sefal modulada normalizada viene dada por

O_Elorm(t) — j_p (O'S(t) - Em) . (89)

A continuacién, en la figura 7, se muestran las graficas de
la sefial modulada normalizada versus la sefial portadora y la
seflal moduladora para los valores de la constante de acopla-
mienton =0,np=1/4,n=1/2yn=3/4

Sefial modulada normalizada vs. Sefial portadora n=o

= Sefal portadora —— Sefial modulada

Sefial modulada normalizada vs. Sefial portadora n=1/4

— Sefial modulada

—— Sefal portadora

Sefial modulada normalizada vs. Sefial portadora n=1/2

—— Seial portadora —— Sefial modulada

Sefial modulada normalizada vs. Sefial portadora n=3/4

—— Sefial modulada

—— Sefal portadora

Figura 7: Gréficas de la sefial modulada normalizada (en rojo) versus sefial por-
tadora (en azul) la correspondientesan =0,np=1/4,n=1/2yn=3/4.

También se muestra, en la figura 8, las gréficas de la sefial
moduladora versus la sefial modulada y en la figura 9 las grafi-
cas de la sefial moduladora versus la sefial modulada normali-
zada para distintos valores de la constante de acoplamiento.
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Sefial modulada vs Sefial moduladora n=o

——Seifial moduladora —— Sefial modulada

Sefial modulada vs Sefial moduladora n=1/4

—— Sefial moduladora —— Sefial modulada

Senal modulada vs Sefal moduladora n=1/2

—— Sefial moduladora —— Sefial modulada

Senal modulada vs Sefial moduladora n=3/4

= Sefial modulada

—— Sefal moduladora

Figura 8: Grificas de la sefial moduladora (en azul) versus la seiial modulada
(en rojo) correspondientesan =0,p=1/4,np=1/2yn =3/4.

Finalmente, para dar al lector una idea de la dependencia
de la sefial modulada normalizada del orden fraccionario res-
pecto a la sefial portadora, se define, como una medida de la
desviacion de la sefial modulada respecto a la sefial portadora,
la variacion cuadrdtica de una sefial modulada respecto a la
sefial portadora por la férmula:

2

Vios, o)) = (o) = oY™(®) . Yre[0,27].  (90)

Se muestra en la figura 10, las gréficas de las variacio-
nes cuadraticas respecto de las sefiales moduladas normalizadas
respecto a la sefial portadora paran = 0,7 = 1/4,n=1/2y
n=3/4.

9. Conclusiones

En las gréficas de la figura 7 muestran que, para valores de
la constante de acoplamiento cercanos a cero, la sefial portadora
y la sefial modulada son muy parecidas y conforme la constante
de acoplamiento aumenta, también aumenta la influencia de la
seflal moduladora en la geometria de la sefial modulada. Asi,
la constante de acoplamiento, en efecto, regula la accién de la
sefial moduladora sobre la sefial portadora para determinar a la
sefial modulada.
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Seiial modulada normalizada vs Seiial moduladora n=0
Sefial modulada normalizada vs Sefial moduladoran=1/4

—— Sefial moduladora —— Sefial modulada —— Sefial moduladora —— Sefial modulada

Sefial modulada normalizada vs Sefial moduladoran=1/2 Sefial modulada normalizada vs Sefial moduladora n=3/4

—— Sefial moduladora —— Sefial modulada

—— Sefial moduladora —— Sefal medulada

Figura 9: Gréficas de la sefial moduladora (en azul) versus la sefial modulada normalizada correspondientes (enrojo)an =0,n=1/4,n=1/2yn=3/4.

Graficas de las variaciones cuadraticas de la sefial modulada respecto a la sefial portadora
1 1 3

:U, = -, = =, =
n =z "N =

/A\A

Figura 10: Variaciones cuadraticas de las sefiales moduladas normalizadas con respecto a la sefial portadora paran = 0,7 = 1/4, 7 = 1/2 y n = 3/4. Nétese que a
mayor valor de la constante de acoplamiento, mayor diferencia entre la sefial modulada respecto a la sefial portadora.

— =0 —n=7 —n=3 n= g
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En el caso de la grafica (10) se puede observar que entre
mayor es el valor de la constante de acoplamiento, mayores son
los valores maximos de la variacién cuadrética de la sefial mo-
dulada respecto a la sefial portadora. Los valores extremos, para
todos los valores de la constante de acomplamiento, se ubican
donde la sefial moduladora alcanza sus valores extremos. Este
patrén sugiere que la demodulacién, es decir, la obtencién de
la sefal moduladora, es posible a partir del conocimiento de la
seflal portadora y de la sefial modulada. Actualmente, este es
un tema de investigacién que ocupa a los autores del presente
trabajo.

Como se podrd advertir, aunque el método de modulacién
propuesto aln se encuentra en un estado incipiente, los resulta-
dos mostrados en este trabajo sugieren que puede ser ttil para
abordar problemdticas propias de la geometria diferencial, el
andlisis de sefiales y la fisica, por ende se sospecha que puede
ser base de algunas aplicaciones concretas en diversos campos
de la ingenieria. Por esto, los autores concuerdan en que puede
ser un punto de partida novedoso, al menos no convencional,
que merece ser estudiado acuciosamente.

El método propuesto insinta que los distintos métodos de
modulacién pueden unificarse en un solo marco teérico en el
cual, cada método corresponde con una clase de embudos y
ordenes fraccionarios. Surge la siguiente pregunta: ;Existe una
clasificacion de embudos y 6rdenes fraccionarios que corres-
ponda biunivocamente con los métodos de modulacién cono-
cidos? Es decir, /existe una particiéon (en consecuencia existe
una relacién de equivalencia) en la clase formada por parejas
ordenadas de embudos y drdenes fraccionarios, de tal manera
que cada conjunto de la particién corresponda con un método
de modulacién?

Con relacién a los cuestionamientos previos, si existe tal co-
rrespondencia biunivoca entre métodos de modulacion y clases
de equivalencia entre parejas ordenadas de embudos y érdenes
fraccionarios, ;qué criterios permiten decidir si dos métodos de
modulacién son equivalentes?
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