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Estados ligados en el Grafeno en presencia de campo magnético
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Resumen

En este trabajo se estudian soluciones exactas para los estados ligados para un electrén de Dirac en Grafeno en presencia de
varios campos magnéticos externos con simetria traslacional. Usando el Método de Iteracion Asintética, se resuelve la ecuacion de
Dirac-Weyl independiente del tiempo. Finalmente, se estudian los comportamientos del espectro discreto.
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Abstract

In this work we study exact solutions for the bound states for a Dirac electron in Graphene under the interacion of several
external magnetic fields with translational symmetry. Using the Asymptotic Iteration Method, the time-independent Dirac-Weyl
equation is solved. Finally, the behaviors of the discrete spectrum are studied.

Keywords: Graphene, Asymptotic Iteration Method, Bound states, Discrete spectrum.

1. Introduccion

El Grafeno visto como una monocapa de dtomos de carbono
ha recibido una enorme atencion en los ultimos afios debido a
que puede llegar a ser un material apropiado para el desarrollo
de dispositivos electrénicos (ver Kotov et al. (2012) para ma-
yor referencia). Uno de los puntos cruciales para el disefio de
dispositivos electrénicos, es el confinamiento de electrones en
Grafeno. Es bien sabido que los electrones de Dirac no pueden
ser confinados en el Grafeno por potenciales electrostaticos de-
bido a la paradoja de Klein, como se puede ver en el trabajo
de da Silva Leite et al. (2015), por ello se recurre a considerar
el confinamiento magnético, como se muestran en los trabajos
Castro Neto et al. (2009) y Miransky y Shovkovy (2015).

Recientemente, se han llevado a cabo una serie de estudios
sobre la interaccion de los electrones del grafeno que se mue-
ven en campos magnéticos perpendiculares a la superficie del
grafeno Ghosh (2008), Kuru et al. (2009), Eshghi y Mehraban
(2017) y de de Souza et al. (2014) o tambien pueden incluir
campos electrostaticos paralelos a la superficie como se aborda
en el trabajo de Peres y Castro (2007). Estos trabajos muestran
las diferentes formas en las que se pueden confinar las cargas,
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estudiando la ecuaciéon de Dirac-Weyl para poder entender la
dindmica de los electrones en el grafeno.

Los trabajos antes mencionados, muestran que los portado-
res de carga sin masa pueden ser confinados por barreras eléctri-
cas y magnéticas apropiadas, para un nimero limitado de ejem-
plos. Estas configuraciones de campos eléctricos y magnéticos,
aun no han sido reportado a nivel experimental, debido a que di-
chas configuraciones de campo no son féciles de implementar
en el laboratorio. Sin embargo, se ha mostrado que diferentes
configuraciones de campos eléctricos y magnéticos conllevan a
diferentes efectos en el confinamiento.

Por otra parte, los efectos combinados de los campos
eléctricos y magnéticos, pueden usarse como filtros o interrup-
tores de frecuencia controlados casi linealmente a través de di-
sefios adecuados Song y Guo (2011). Por ejemplo, en el trabajo
reportado por Silvestrov y Efetov (2007), las muestras de gra-
feno son cortadas de formas adecuada y considerando ciertos
perfiles de campos magnéticos y campos eléctricos a través de
puertas con un tamaifio adecuado para superar el efecto Klein,
lo que los convierte en posibles bloques de construccion de dis-
positivos nanoelectrénicos.

Las ideas mencionadas en los parrafos anteriores, muestran
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que desde el punto de vista tedrico, el Grafeno es una estructu-
ra ideal para estudiar la fisica de los sistemas bidimensionales,
inmersos en campos eléctricos y magnéticos. En este trabajo se
estudian dos perfiles especificos (un campo magnético constan-
te y un campo magnético singular) de campo magnético. Resol-
viendo las ecuacién de Dirac-Weyl para estos perfiles de campo
magnético se obtiene soluciones exactas usando el Método de
Iteracion Asintdtica. Cabe mencionar que las técnicas estandar
para resolver este tipo de ecuaciones son el Método de Frobe-
nius, el de Nikoforov-Uvarov (ver Eshghi y Mehraban (2017))
o técnicas de Teorias de Supersimetria (ver Kuru et al. (2009)).

El Método de Iteracién Asintética fue propuesto por Ciftci
et al. (2003) para obtener los eigenvalores y eigenfunciones de
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo or-
den, el cual ha mostrado ser més eficiente en algunos casos. Por
ejemplo en el trabajo desarrollado por Cho et al. (2012) se ha
empleado para el calculo de las frecuencias de los modos cuasi
normales para una gran variedad de agujeros negros y mas re-
cientemente se han estudiado los modos cuasi normales de un
agujero negro de Schwarzschild de Sitter rodeado de quintae-
sencia (ver el trabajo de Jiménez-Camargo et al. (2022)).

La estructura de este trabajo es la siguiente, en la seccién
2, se discute de forma breve la ecuacién de Dirac-Weyl a resol-
ver en presencia de campos magnéticos externos. En la seccion
3 se estudian los dos perfiles de campo magnético: un campo
constante y un perfil de campo magnético singular, usando el
Meétodo de Iteracién Asintética. Finalmente en la seccidn 4 se
discuten los resultados obtenidos.

2. Ecuacion de Dirac-Weyl

En el Grafeno, un electrén de Dirac se mueve con una ve-
locidad de Fermi efectiva vp ~ ¢/300 = 10°m/s, siendo ¢ la
velocidad de la luz en el vacio y se comporta como una particu-
la sin masa. El Hamiltoniano efectivo alrededor de un punto de
Dirac para un electrén de Dirac tiene la siguiente forma

H=vro-p, (D

donde o = (o7, 07) son las matrices de Pauli y p = —if(d,, d,)

es el operador de momento en dos dimensiones. Por lo tanto la

ecuacion de Dirac-Weyl en (2+1)-dimensiones toma la siguien-

te forma

oD(x,y,1)
or

Aqui, inicamente se considerardn estados estacionarios, enton-
ces sustituyendo ®(x,y,7) = P(x,y)e E/" en (2), se tiene la
ecuacién de Dirac-Weyl independiente del tiempo

ve (0 p) D(x, y,1) = il @

vr (- p)¥(x,y) = E¥(x,y), (3)
donde
— lﬁ#— (X, Y)
¥(x,y) = (l/,_ G y)) , @

es la funcién de onda de dos componentes, siendo ¢ . las com-
ponentes del vector columna.

Si el electrén de Dirac interactda con un campo magnético
externo (B = V x A) perpendicular al plano del Grafeno, en-
tonces es necesario remplazar al operador p por p + eA/c, de

acuerdo a la regla de minimo acoplamiento, siendo —e la carga
del electrén y el vector potencia es dado por

A=(A.A).0). Q)
Entonces (3) se puede represar como
vr [0’ : (p + fA)] W(x,y) = E¥(x,y). ©6)
c

De la ecuacién (6), uno puede tener dos ecuaciones acopladas
para las componentes ¥, (x,y) y ¥-(x,y), dadas por

.0 ey,
_l[ﬁx migt At A) v = &b @
i .0 ey,
—1 a+15—£(l‘4x_‘4y)]'ﬁ+ = &y, ®)

donde & = E/(fivy). Particularmente considerando que el cam-

po magnético externo posea una simetria a lo largo de una direc-

cion en la cual el problema pueda ser resuelto de forma analiti-

ca, es decir, fijando el eje de simetria en la direccioén y y usando

la norma de Landau, el vector potencial puede escribirse como
dA,

A =(0,A,(x),0), B= (0, 0, —) :

dx ©)

Con la norma de Landau, las expresiones (7) y (8) son indepen-
dientes de la coordenada y, por lo que la funcién de onda pude
ser parametrizada como

W, y) = e (@ (0, ip- ()", (10)

donde k es el nimero de onda en la direccién y y T denota la
transpuesta del vector columna. Asi, las expresiones (7) y (8)
toman la siguiente forma

d

a*“%‘y]w—m = &, an
d e
[‘a*“&f‘y]‘“(” R (12)

Usando las ecuaciones (11) y (12), se obtiene una ecuacién tipo
Schrodinger para .. y ¥, las cuales pueden escribirse como

d2
[‘ﬁ + Vi(X)} Ve = €fs(x). (13)

Con
€= E*/(Wv}), (14)

y el potencial efectivo V. (x) es dado por

e dA,(x)
ch dx

2
Vo(x) = (k + éAy(x)) + (15)

En la siguiente seccion se estudiaran algunos casos especiales
de campo magnético externo.

3. Perfiles de campo magnético

En esta seccién se considerard el caso especial del vector
potencial que produzca soluciones analiticas, particularmen-
te se estudiard un campo magnético constante y un campo
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magnético singular, es decir, estos campos toman la siguiente
forma:

B, = (0,0,By), A;=(0,Byx,0), (16)
B B

B, = (0.0.), A=(0.-220). (17)
X X

Cabe mencionar que estos perfiles de campo magnetico has si-
do obtenidos en el trabajo de Kuru et al. (2009), usando técni-
cas de Supersimetria. En este trabajo se estudian dichos per-
files usando el Método de Iteracién Asintdtica (ver apéndice
Apéndice A), en las siguientes subsecciones.

3.1.  Campo magnético constante

De (16) y (15), los potenciales efectivos vienen dados por

+ 2€B()
+—, w=
2 ch

(18)

En la figura 1 se muestran los potenciales efectivos dados por
(18).

Figura 1: Griéfica del los potenciales efectivos V., (x) y V_(x), dados por (18),
para un campo magnético constante. Aqui w =k =1.

En este caso, las ecuaciones a resolver son:

> 2 2%\
{_E-F%( ) ig}lﬁ+=€lﬁ+- (19)

.= —(x+—). (20)

Asi, implementando (20), las expresiones dadas por (19) se pue-
den escribir como

2

[—% - zz] Va2) = (2—%1)%@. @)
z )

Para resolver estas ecuaciones con el Método de Iteracion

Asintética, es importante primer estudiar el comportamiento

asintético de (21) cuando 7 — #oo0 (x — =+o0). Entonces las

ecuaciones (21) se pueden reescribir como

d2
|:—— + Z2

dZZ !/Ii = 0 ’ (22)

cuyas soluciones son:

Ve ~ae <1+ bet 2. (23)

Para satisfacer condicién de frontera y.(z — +o00) = 0, enton-
ces b = 0, es decir, (23) define el comportamiento de la funcién
de ondaen z — +co (x — *co0). Por lo tanto, uno puede escribir
a la funcién de onda como

Ve =7 f.). (24)

Donde f.(z) es una nueva funcién de onda a determinar. Intro-
duciendo (24) en (21), se tiene

d2 + d +L
N NCTAC R ce)
Donde

A+(@) = Ao0-(2) =2z, (26)

2
so+(z) = —(w-¢), 27)

w

2
so-(z2) = —f. (28)

De acuerdo a (A.3) y (A.4), se pueden calcular las siguientes
funciones auxiliares:

() = % (Zw —e+ 2sz) , (29)
L-(z) = % (w-e+20), (30)
O = Lw-a, 31)
0@ = - 32)
Do) = 45 (5w - 2e+207%) (33)
b(z) = % (3w - 26+ 20w7) . (34)
520(2) = % (@=-6)(3w-€+2w7), (35)
$(2) = —% (2w - €+ 2w) . (36)

Con la ayuda de las ecuaciones (26)-(36), se pueden encontrar
los niveles de energia. Aplicando (A.17), se tiene:

01:2) = 4(w-6Rw-¢=0, m=1, 37
0:(2) = 8(w—-6)Rw-¢)Bw-€ =0, m=2.(38)

Aqui los niveles de energia son obtenidos de las raices de las
expresiones anteriores. De esta forma se tiene que las raices de
(37) son: €+ = WYy &+ = 2w, mientras que las raices de (38)
son: €14 = w, &+ = 2wy €4 = 3w. En el caso general, los
niveles de energia son

n=1,23,.... (39)

€y = NW,

En el célculo de las eigenfunciones, se emplea (A.16), asi pri-
mero se deben de calcular las funciones a14(z) y a@24(z), eva-
ludndolas en las energias correspondientes. De esta forma se
tiene que

_ 50+(2) _ 514(2) _

a1+(z) = 0@l T @l T 0, (40)
o s14(2) _524(2) _ 1

@ = O, @l T Y
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Por lo que las eigenfunciones para el estado base y el primer
estado excitado toman las siguiente forma

fis@ = eXp[—fa1+(z’)dz’}=l, (42)

exp[fzg}=z. (43)

Donde nuevamente, en el caso general las funciones f,(z) son
los polinomios de Hermite ( f,,.(z) = H,(2)). De esta forma, las
funciones de onda del estado base, el primer estado excitado y
el estado n-esimo son

i@ =

V1. = e P Hy(z) = cre 2, (44)
Uri(x) = ¢ PHI(2) = cre T2z 45)
Uni@ = e P PHL(R) (46)

con ¢, ¢y y ¢, constantes de normalizacién a determinar. En el
caso f_(z), se procede de forma similar que en caso anterior.
Ast se tiene

01-(z) =4e(w-€)=0, m=1, 47)
0. (2) =4e(w-6)Rw-¢) =0 m=2. (48)
Las raices de (47) son: - = 0y €- = w, y las raices de (48)

son: - =, €,- = wYy &_ = 2w. En el caso general, los niveles
de energia son

€ =nw, n=0,12,.... 49)
Es posible obtener las funciones:

_51-(2)

50-(2)

ap-(z) = poaes) e N =0, (50)
I ) _ -2 _ 1
w-@ = ol T ol Tz OV

Por lo que para el estado base y el primer estado excitado se
tiene:

fo-(@

exp [— f ozo(z’)dz’] -1, (52)

exp[fzg]=1- (53)

Nuevamente las funciones f_(z) son los polinomios de Hermite

(fn-(2) = Hy(2)).

Por lo tanto, se obtienes las siguientes funciones:

f-@

Yox) = coe TP Ho(z) = coe 12, (54)
U-(2) = coe P PH () = et 2z, (55)
Un@®) = e PHN2), n=1,23,... (56)

con ¢y, c] y ¢, constantes a determinar. Insertando (56) y (46)
en (10), se tiene

Wy(x,y) = e—“:(x+%f)2+fky(‘ 8 " ) (57)
icoH) [ \/;(x + ;)]
2k

W, (x,y) = e F0E) b [C”IH’” [VE(x+ )]

iCan[\/?(x+ %)] ] «(58)

conn = 1,2,3,..., mientras que usando (39) y (49) en (14), las
energias en cada caso son

2neBohv%
Epo=s\ P n=0,1,2,..., (59
c

Estos niveles de energia son llamados lo niveles de Landau,
donde la energia del estado base no depende de By, mientras
que los niveles de los estados excitados depende del campo
magnético como v/By. Los eigenvalores E,. > 0 corresponden
a la banda de conduccién del Grafeno, mientras que E,- < 0
corresponden a la banda de valencia de Grafeno.

Los valores de energia (59) considerando un campo
magnético constante encontrados aqui usando el Método de Ite-
racién Asintética, coinciden con los que fueros reportados por
Kuru et al. (2009), asi como las eigenfunciones dadas por (57)
y (58).

3.2.  Campo magnético singular

Nuevamente, insertando de (17) en (15), se tiene

vi=k2+D(D—fl)—2k—D, p=50 0
x X ch

Cabe mencionar que D > 1 en V_. A diferencia del campo
magnético constante, aqui el sistema esta definido Gnicamente
en la mitad del intervalo (x € (0, +c0)). También a diferencia
del caso anterior, el campo magnético diverge en el origen de
coordenadas y se anula cuando x — +oo. La gréfica de los po-
tenciales (60) se muestran en la figura 2.

500F
400
300F
X 200}
100f

0

-100f

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 2: Grifica del los potenciales efectivos V. (x) y V_(x), dados por (60),
para un campo magnético singular. Aqui D =3y k =20.

Las ecuaciones a resolver para este campo magnético sin-
gular son:

d2
[— +k+

d D(D=+x1) 2kD
dx?

) - Y =Y. (61)
X X

Para implementar el Método de Iteracion Asintdtico, estudie-
mos el comportamiento asintético de las ecuaciones anteriores
cuando x — +oo (particularmente se realiza un desarrollo de
Taylor de los potenciales V., cuando x — +o0). As{ se tiene

2
[—d— +i Y = ey . (62)

dx?
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Implementando el cambio de variable z = 2px, (con p =
VK2 — €), la expresion anterior se transforma en
a1
-—— + —|¥(2) =0. 63
[ e [ (63)

Este par de ecuaciones, tiene las siguiente solucion
Y. = Aél? + Be™? (64)

Nuevamente, se debe de satisfacer la condicion de frontera
Yi(x = +00) = 0 (Y(z = +00) = 0), por lo que A = 0. El
otro comportamiento que se debe de analizar de (61) es cuando
x — 0. Esto conlleva a

& DD=1)
— |y, =0, 65
[ e T2 Vs (65)
que en la variable z, se puede expresar como
& DMD=1)
—— = y.()=0,. 66
[ el [ (66)

Donde las soluciones de estas ecuaciones son

';0+ — a/ZD+l +er—D’ (67)
w. = AP +BIP. (68)

Aqui, las funciones i, deben de estar bien definidas cuando
x — 0 (z = 0), por lo que aplicando estas condiciones de fron-
tera, se tiene que b’ = B’ = 0.

De acuerdo a los comportamientos asintéticos de las funcio-
nes . estudiadas alrededor de infinito y cero (ver ecuaciones
(64), (67) y (68)), estas se implementan de la siguiente forma
en la funcién de onda, como

e f(2), (69)
Le 2 (2), (70)

Yo(x) =
Y-(x)

donde f.(x) son funciones a determinar. Introduciendo (69) y
(70) en (61), se tiene el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales de segundo orden para las funciones f.(x)

A’ fs df.
deZ(Z) = Ap+(2) J;Z(Z) + 50:(2) [+ (2) . (71)
con
-2(D+1
to@ = ZEEED )
2 2 )
50.(2) = (4k° — p~ — 4e)z 1— i(D + 1)p~ — 8Dkp (73
0’z
-2D
W@ = S z (74)
2 2 )
s0.(2) = 4k —p 4eiz 2+ 4Dp* — 8Dkp . 75)
%z

Introduciendo (72)-(75) en (A.3), (A.4), se calculan 4,.(x) y
sp+(x) y usando (A.17), la solucién de 6,,(z,€) = 0, permite
obtener los niveles de energia. Asi, param = 1 se tiene

01+ =Dk -p[D+2])(Dk—-p[D+1]), (76)

cuyas soluciones son

222D +2)
@ = =T (77)

22D+ 1)
€1y = ———,
T T D+ 1y

Param = 2, se tiene

62+ = (Dk —p[D + 1)) (Dk = [D + 3] p) (Dk = [D + 2] p) .

(78)
Las raices de la ecuacién anterior son
K Q2D+1) 2k (2D +2) 3k (2D + 3)
€ = € =, Gy = —————— .
T T+ T p+2y T D43y
(79
En el caso general se obtiene
K¥*n(2D 1 1
€t = n(—+2n) =k2D2(—2 - —2) n=1,2,3,....
(n+ D) D>  (n+D)
(80)

Para f_(x), los niveles de energia de la primera iteracion (m = 1)
conduce a

Si-=@—-k) (o[D+1]-Dk) =0, 81)

cuyas soluciones son

K @2D+1
€0 = O, €| = (—2) . (82)
(D+1)
Mientras que para m = 2, se tiene
6r-=@=-k)([D+1]1-Dk)(p[D+2]-Dk), m=2.
(83)
Las raices de d,_ son
kK @2D+1 2k> (2D +2
@ =0 q = CPD - HCDED g
D+1) (D +2)
Para el caso general se tiene
kK*n’ 2D +n’ 1 1
e = @D =k2D2(—2 - —2) W=0,1,2,....
(n’ + D) D w+ D)
(85)

Usando el resultado obtenido para €., la variable p toma la si-
guiente forma

kD kD

_ _ = . 86
n+D P n+D (86)

P+ =
Combinado (80) y (85) se puede escribir la energia como

1 1
E, = +hvpkD I~ B
D* (n+D)

n=0,1,2,.... (87
Aqui, cabe mencionar que la energia del estado base no tiene
dependencia de By, pero los niveles de Landau de los estados
excitados tiene dependencia de By de forma no trivial, donde
la dependencia con k es una relacién lineal, dando un nimero
infito de de niveles de energia. De la figura 3, se aprecia que si
n crece, la separacion entre los niveles de energia se van redu-
ciendo.
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2+(k,D)/Fve

k

Figura 3: Grafica de los niveles de energia ;:; como funcién de k, dados por

(87), para diferentes valores de n, con D = 3.

Para calcular las funcione f.., primero se deben de hallar las
siguientes funciones auxiliares

504+(2) 51+(2)
o = = = 0 . 88
* /10+(Z) €=€4 /11+(Z) €=€]4 ( )
514(2) 524(2) 1
(0% = = — = . 89
> Al+(z) €=€4 /12+(Z) €=€)4 2D + 2 ( )
- M@ 8@ 00)
/lO—(Z) €=€)- A41-(2) €=€)-
51-(2) 52-(2) 1
_ = —_— = —_—— = . 91
al /llf(Z) €=€]- AZ*(Z) €=€]- 2D -z ( )
De esta forma, se tiene
fir = exp —fan(z’)dz/] =1, (92)
- a7
= - | ————|=2D+2-
s exp » f Y Z,} +2-z, (93)
for = exp|- f ozo_(x’)dx’] =1, (94)
: kdx'
_ = —— | =2D—7%.
/i P\ v D+ 1 ¢ ©2)

En el caso general f,.(z) = L*2*(2) y fr_(2) = L2P7!(z), con

n—1
L’(z) los polinomios asociados de Laguerre. Introduciendo fi.,

fres fo- ¥ f1- en (69) y (70), se tiene

Ve = 01ZD+1e—z/2 _ clzD+le—z/2L(2]D+l(Z) i (96)
Yo = e [2D+2-7]

— CzZDHE_Z/ZL%DH (Z) , (97)
Yoo = cpPe i = chPe PPN (o), (98)
Y- = cPe 2D - 7] = ¢ PP ). (99)

Con cy, ¢, c6 y c’1 constantes de normalizacion a determinar.
Que en el caso general

(100)
(101)

D+1 —z/272D+1
e ?te PP (D),

= cn,zDe_Z/zLﬁ,D_l(z) .

l;bn’—
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Nuevamente, introduciendo (100) y (101) en (10), se obtienen

; 0
— piky
Yo(x,y) = e (ico [2kx]? e 120! [ka]) ) (102)
2%Dx |P*HY ks op g [2kDx
. n— n+D L
¥(ry) = € (C . 1 [;ng D _e@ 2D”__1l '2[1;):1)]] (103)
ICn [ n+D ] e mb Ln [ n+D ]
Aquin =1,2,3,.... Cabe mencionar que los resultados halla-

dos aqui para la energia y las funciones de onda para los por-
tadores de carga en presencia de un campo magnético singular,
coinciden con los reportados por Kuru et al. (2009).

Es bien sabido que si el Hamiltoniano de Dirac-Weyl, no de-
pende explicitamente de la coordenada y el momento canénico
py = hk es una constante. Por otra parte, si la particula carga-
da —e esta bajo la influencia de un campo magnético B, con
un vector potencial A,(x), entonces la componte y del momento
ahora es p, = m, — eA,/c, donde 7, es el momento cinemdtico
en la direccidn y, es decir, , = fik+eA,/c define el movimiento
en la direccion y.

Para entender a r,, consideremos un ejemplo muy particu-
lar, es decir, tomemos k = 0y A, = Box, por lo que

ny = eBox/c, (104)
silos valores de y, son positivos (lo cual implica que x > 0), en-
tonces la particula situada en algtin punto (x, y) se movera hacia
y > 0, mientras que si 7, < 0 para alguna x’ (x" < 0), entonces
la particula localizada en (x’, y) se mover en la direccion en la
quey < 0.

Finalmente, como se menciono en los parrafos anteriores,
los resultados hallados para las energias y las funciones de on-
da usando el Método de Iteracidon Asintdtica coinciden con los
reportados por Kuru et al. (2009) usando técnicas de Teorias de
Supersimetria.

4. Conclusiones

En este trabajo se han estudiado dos casos especificos don-
de la funcién de onda de electrones en una capa de Grafeno
puede ser hallada de forma exacta bajo la presencia de un cam-
po magnético perpendicular a la superficie del Grafeno. La in-
tencién principal de este trabajo es mostrar como el uso del
Meétodo de Iteracién Asintética permite resolver la ecuacion de
Dirac-Weyl de forma exacta, brindado asi una técnica adicional
a las ya empleadas, como lo son el Método de Frobenius, el de
Nikoforov-Uvarov o técnicas de Teorias de Supersimetria.

De esta forma se han estudiado dos perfiles de campo
magnético que han podido ser resueltos de forma exacta, es de-
cir, se han obtenido las funciones de onda y las energias para un
electrén de Dirac.

De los resultados obtenidos para las configuraciones de
campo magnético que se consideraron, los estados ligados co-
rresponden tnicamente al movimiento de los portadores de car-
ga en la direccién x y en el caso de campo magnético singular
los niveles de Landau presentan una dependencia explica del
numero de onda k.

Se ha mostrado en este trabajo, que el Método de Itera-
cién Asintética ha probado ser util para resolver la ecuacion de
Dirac-Weyl, por lo que eventualmente podrian estudiarse otras
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configuraciones de campo magnético usando este método para
hallar soluciones exactas.

Cabe mencionar también que la mayor parte de los po-
tenciales magnéticos que conllevan a soluciones exactas, son
dificiles de implementarlos en el laboratorio. Usualmente uno
asume que el material es infinito y que se puede implementar
algin perfil de campo magnético en todo el espacio.

En esta direccidn, seria interesante definir algtin perfil de
campo magnético en una region finita del espacio. El problema
de este escenario es implementar adecuadamente las condicio-
nes de frontera para hallar soluciones.

Finalmente, los estados ligados hallados en este trabajo co-
rresponden Gnicamente al movimiento en la direccidn x, sin em-
bargo, como el problema es bidimensional, entonces la veloci-
dad promedio en la direccién y de esos estados ligados pueden
ser calculados al tomar la derivada respecto de k a los niveles de
energia. De la figura 3 y de la ecuacidén (87), se puede ver que
existe una envolvente que toca los puntos finales de los niveles
de energia y dicha envolvente se obtiene cuando n se incremen-
ta considerablemente. Esto significa que, en estos puntos, es
donde los estados desaparecen como estados ligados y se trans-
forman en estados de dispersion, con una velocidad promedio
+Vp.
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Apéndice A. Método de Iteracion Asintética

En este apéndice se muestra la estructura del Método de Ite-
racion Asintdtica presentado por Ciftci er al. (2003). El punto
de partida es la ecuacién diferencial homogénea lineal de se-
gundo orden

d’x(x) dy(x)
dx? dx
donde Ap(x) y so(x) son funciones C(a, b). Para hallar una so-

lucién a esta ecuacidn, se aprovecha la estructura simétrica del
lado derecho. Derivando (A.1) respecto de x, se tiene

= Ap(x)

+ so(x)x(x) (A.D)

43 d
20— 40 A 4 5 oo, (A2)
X X
con
dA, d
1100 = 0O o Aol 5109 = P00
(A.3)
Tomando nuevamente la segunda derivada a (A.1), se obtiene
d* d
2~ ™ 4 sy, (A4)
donde
bn=2 ‘ix)+s1<x)+ﬂo(x>al(x>, 520 = B9 0.
(A5)

Asi, para la derivada de orden n + 1 y de orden n + 2 (n =
1,2,3,...), se pueden obtener las siguientes expresiones

X(n+ 1) ( x) —
X" ()

aqui, la tilde ’ y los super indices indican derivada respecto de
x. Las funciones 4,(x) y s,(x) son definidas como

(A.6)
(A.7)

/171—1 (x))('(x) + Sp—1 (X))((X) B
(0 (%) + s (O (x)

() = () + 51 (%) + () (A.8)
sp(x) = s, (%) + 50(X) A, 1(x) . (A.9)
Tomando el cociente de (A.6) y (A.7)
d n+2 Ay X/ 4 5
St =t = AleE) . (A.10)

Para una n suficientemente grande, el aspecto asintético del
método establece que
Sn Sn—1

— = = a(x).
/ln /ln—l

(A.11)

De la definicién dada por (A.11), la ecuacién (A.10), puede es-

cribirse como 4 1
“ (Xn+1) _ In

. A.12
dx /]-n—l ( )
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Cuya solucién es

Xn+1(_x) =Cjexp [fx A (1) dt} '

A.13
D) (&.13)

Siendo C; una constante de integraciéon. Usando nuevamente
(A.11) y (A.8) en (A.13), se puede expresar a x"™!(x) como

X)) = Craumi(x) exp [fx {a(0) + ﬁo(t)}dt] - (A4

Ahora, sustituyendo (A.14) en (A.6) se obtiene la siguiente
ecuacion

X' (x) + a(x)x(x) = CiA,-1(x) exp [f {a(@®) + lo(t)}dt} ,
(A.15)

donde la solucién a la ecuacién anterior es dado por

exp [— fx a(t)dt} {C,
+Cy fx exp (fT [A0(8) + 2a(t)] dt) dT} .

Con C; es una constante. Es importante mencionar que el pri-
mer término de esta expresion en general es una solucién poli-
nomial, la cual es convergente, mientras que el segundo término
en general produce una solucién que no converge. Por lo que
para generar soluciones exactas C; = 0.

Los niveles de energia son obtenidos de las raices de la con-
dicién de cuantizacién dada por la condicién (A.11). La cual
puede expresarse como

x(x) = (A.16)

() = () Smet (X) = A1 (X)sm(X) =0, m=1,2,3,...,
(A.17)

con m el numero de iteraciones.
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