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Resumen

En este trabajo se presenta el diseño de un control con observador de estados para el seguimiento de trayectoria de un robot
móvil diferencial. El modelo matemático del robot se construye con base en una extensión cinemática de segundo orden. Las
velocidades lineales del modelo extendido no son fácilmente medibles, para lo cual se utiliza un observador de estados. Con el
control (linealización entrada/salida) y utilizando los estados observados se garantiza la convergencia a cero del error, entre la
trayectoria deseada y los estados. Los resultados teóricos, se validan por medio de una simulación numérica con el software Matlab
Simulink.

Palabras Clave: observadores de estados, modelo cinemático extendido, robot diferencial, robots móviles, seguimiento de
trayectorias.

Abstract

This work presents the design of a control with a state observer for the trajectory tracking of a differential mobile robot. The
mathematical model of the robot is built based on a second-order kinematic extension. The linear velocities of the extended model
are not easily measurable, for which a state observer is used. With control (input/output linearization) and using the observed states,
convergence to zero of the error is guaranteed between the desired trajectory and the states. The theoretical results are validated
through a numerical simulation with the Matlab Simulink software.

Keywords: state observers, extended kinematic model, differential robot, mobile robots, trajectory tracking.

1. INTRODUCCIÓN

Los robots móviles con ruedas son los más utilizados y efi-
cientes para el desplazamiento en superficies suficientemente
duras y libres de obstáculos, permitiendo velocidades relativa-
mente altas (Baturone, 2005). Estos robots se diseñan con dis-
tintas configuraciones en su sistema de locomoción. Las más
comunes son: Ackerman, triciclo clásico, diferencial, omnidi-
reccional.

Los robots móviles diferenciales son vehı́culos de dos rue-
das estándar motorizadas y una rueda libre que brinda soporte.
Los movimientos del robot dependen de la diferencia de las ve-
locidades entre las ruedas motorizadas, de allı́ su nombre de ro-
bot diferencial. Las tareas que desempeñan estos tipos de robots
pueden ser realizadas, ya sea en forma guiada por un operador
o en forma autónoma. Una de estas tareas, el seguimiento de
trayectorias, puede expresarse como la obtención de una estra-

tegia de control a fin de que el robot siga en forma autónoma
una trayectoria de referencia (Baturone, 2005). Para la obten-
ción de la estrategia de control es necesario conocer los estados
del sistema. Sin embargo, algunas veces no se cuenta con los
sensores necesarios para medir todos los estados o son difı́ciles
de medir. En estos casos, los observadores son una alternativa
para estimar los estados del sistema. Los observadores han si-
do ampliamente aplicados en sistemas de robótica móvil. Por
ejemplo en (Lima-Pérez et al., 2021) se propone un control pa-
ra un robot de dos ruedas tipo péndulo invertido utilizando un
observador de estados. En (González et al., 2012) se hace uso
de observadores de estados en robots móviles aéreos, aplican-
do una retroalimentación de estados, estimando los estados no
medibles del robot. En (Rosaldo-Serrano et al., 2019) se hace
uso de observadores de estados en multi-agentes, estimando las
velocidades angulares y lineales para generar una estrategia de
control para el seguimiento de trayectorias.
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En este trabajo se aborda el problema de seguimiento de
trayectoria. Se considera el control del punto medio del eje de
las ruedas traseras para realizar el seguimiento de trayectorias
de un robot móvil diferencial utilizando el modelo cinemático
extendido. A la cinemática extendida se asocian estados no me-
dibles. Por lo que, a fin de estimar estos estados se propone un
observador tipo Luenbergen (Marquez-Rubio et al., 2019)(Do-
minguez et al., 2006).

Este trabajo se encuentra organizado en 4 secciones. En la
sección 2 se describe el modelo cinemático y su extensión. Pos-
teriormente, en la sección 3, se diseña la estrategia de control
para el seguimiento de trayectoria. La sección 4 presenta los re-
sultados obtenidos de la validación numérica. Por último, en la
sección 5 se plantean las conclusiones.

2. PRELIMINARES

2.1. Modelo cinemático
El modelo cinemático de un robot móvil es una representa-

ción matemática que describe el desplazamiento del robot en el
plano en función de sus entradas de control, sin tener en cuenta
las fuerzas involucradas. Para construir el modelo cinemático
de un robot móvil a ruedas, se utilizan las siguientes premisas:

El robot se mueve sobre una superficie plana.

Los ejes de guiado son perpendiculares al suelo.

No hay deslizamiento de las ruedas del robot sobre la su-
perficie.

El robot no tiene partes flexibles (Guzmán et al., 2014).

2.1.1. Modelo cinemático del robot móvil diferencial
El robot móvil diferencial es una de las configuraciones más

utilizadas debido a la simplicidad de su modelo cinemático. Es-
te describe el desplazamiento y orientación de un marco de re-
ferencia móvil sobre el robot (xr, yr,θ) con respecto al marco de
referencia inercial fijo (X,Y), como se muestra en la figura (1).
El punto de control del robot esta situado en el origen del marco
de referencia móvil y el ángulo de orientación θ es la diferencia
angular del marco de referencia fijo (X,Y) con respecto al mar-
co de referencia móvil (xr, yr). La velocidad v es la velocidad
longitudinal del robot y ω es la velocidad angular.

El modelo cinemático, del robot diferencial está dado porẋ
ẏ
θ̇

 =
 cos(θ) 0

sin(θ) 0
0 1


[
v
ω

]
=

[
A(θ)
0 1

] [
v
ω

]
, (1)

donde A(θ) es la matriz de desacoplamiento del sistema.
Para que el robot móvil realice el seguimiento de una trayec-

toria deseada (xd, yd), es necesario una estrategia de control. La
estrategia de control seleccionada en este trabajo está basada en
linealización entrada/salida (linealization input/output)(Bruno
et al., 1994). Esta estrategia requiere que la matriz de desaco-
plamiento A(θ) sea invertible, sin embargo, ésta es singular en
el modelo cinemático (1). Para evitar la singularidad, se utiliza
una técnica llamada extensión cinemática. Ésta técnica consiste
en agregar un integrador a la entrada del sistema generando una
nueva variable de control.
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Figura 1: Esquema del robot diferencial.

2.1.2. Modelo cinemático extendido

El modelo cinemático extendido tiene una nueva variable
de control, la aceleración longitudinal u. El modelo cinemático
extendido es el siguiente:


ẋ
ẏ
θ̇
v̇

 =

v cos(θ)
v sin(θ)

0
0

 +

0
0
1
0

ω +

0
0
0
1

 u. (2)

Debido a que ẋ y ẏ, en el modelo (2), no dependen de las
variables de control (u, ω), se propone una dinámica de segun-
do orden (Ren y Beard, 2008). Esta se obtiene derivando las
velocidades ẋ y ẏ y sustituyendo los valores de θ̇ y v̇. La forma
matricial del modelo es

[
ẍ
ÿ

]
=

[
cos(θ) −v sin(θ)
sin(θ) v cos(θ)

] [
u
ω

]
= A(v, θ)

[
u
ω

]
. (3)

La nueva matriz de desacoplamiento A(v, θ) es no singular
(det A(v, θ) , 0). Esto permite la aplicación de una estrategia
de control por linealización entrada/salida. Como consecuencia
de la extensión cinemática, la velocidad lineal no es fácilmente
medible.

La opción seleccionada para estimarla en este trabajo es el
uso de observadores de estados.

2.2. Observadores de estados

Un observador estima las variables de estado de un sistema,
a partir de la medición de las entradas de control y las salidas
del sistema (Ogata, 2003). El sistema es completamente obser-
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vable si la matriz de observabilidad

O =



C
CA
CA2

CA3

.

.

.
CAn−1


, (4)

tiene rango igual a la dimensión del vector de estado. A conti-
nuación se presenta el diseño un observador de estados.

2.2.1. Diseño del observador de estados para el modelo ci-
nemático extendido

La representación en variables de estado del sistema

η̇ = Aη + Bµ, (5)
ψ = Cη,

donde η = [η1, η2, η3, η4]T , η1 = x, η2 = y, η3 = ẋ, η4 = ẏ,
µ = [u, ω]T es el vector de entrada y

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; B =


0 0
0 0

cos(θ) −v sin(θ)
sin(θ) v cos(θ)

 ;

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
.

La matriz de observabilidad (4) del sistema (5) es

O =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , (6)

con rango 4, por lo tanto, el sistema (5) es de estado completa-
mente observable.

La forma general del observador de estado se presenta a
continuación

˙̂η = Aη̂ + Bµ + L(ψ − ψ̂), (7)

ψ̂ = Cη̂. (8)

En donde η̂ es el vector de estados observados y ψ̂ son las sali-
das observadas.

La siguiente proposición garantiza la convergencia de los
estados estimados a los estados del sistema.

Proposición 1. Sea el error ê = η− η̂ y la dinámica del error
como ˙̂e = η̇ − ˙̂η. Los estados estimados del observador (7) con-
vergen a los estados del sistema (5), si se selecciona una matriz
L Hurwitz (Ogata, 2003).

Prueba. Se define la dinámica del error como

˙̂e = η̇ − ˙̂η,
= Aη + Bµ − Aη̂ − Bµ − LC(η − η̂),
= (A − LC)ê.

(9)

El comportamiento del error (9), con respecto al tiempo,
está determinado por los valores propios de la matriz (A−LC).
Si se selecciona L, tal que los valores propios de (A−LC) estén
en el semi-plano complejo izquierdo, el error converge asintóti-
camente a cero, por lo tanto los estados del observador conver-
gen a los estados del sistema. De esta manera, el diseño del
observador se reduce a encontrar tal matriz L.

3. ESTRATEGIA DE CONTROL PARA EL SEGUI-
MIENTO DE TRAYECTORIAS

La estrategia de control por linealización entrada/salida li-
nealiza el modelo del robot vı́a retroalimentación de estados
reduciendo el problema de seguimiento de trayectoria a un con-
trol lineal en términos del error (Bruno et al., 1994).

Está estrategia de control está dada por

[
u
ω

]
= A−1(v, θ)

[
rx

ry

]
, (10)

donde A−1(v, θ) es la inversa de la matriz de desacoplamiento
y el vector (rx, ry)T contiene las variables de control auxiliar.
Sustituyendo la estrategia de control (10) en el sistema (3) se
obtiene

[
ẍ
ÿ

]
= A(v, θ)

[
u
ω

]
= A(v, θ)A−1(v, θ)

[
rx

ry

]
=

[
rx

ry

]
. (11)

Proposición 2. Considere el sistema de ecuaciones (3). La apli-
cación de la estrategia de control (10) garantiza la convergencia
de los errores de seguimiento a cero.

Prueba. Para establecer las señales auxiliares de control rx

y ry se definen las componentes del error en x y y como sigue

e1 = x − xd = η1 − xd,

e2 = y − yd = η2 − yd.
(12)

Por lo tanto, se puede utilizar un control lineal de la forma

rx = −kpe1 − kd ė1 + ẍd,

ry = −kpe2 − kd ė2 + ÿd,
(13)

donde ėi =
d ei

dt
, para i = 1, 2.

Sustituyendo las señales de control (13) en el modelo ma-
temático de segundo orden (11) se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones [

ẍ
ÿ

]
=

[
−kpe1 − kd ė1 + ẍd

−kpe2 − kd ė2 + ÿd

]
. (14)

Igualando (14) a cero y definiendo se obtienen ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden

ë1 + kd ė1 + kpe1 = 0,
ë2 + kd ė2 + kpe2 = 0,

donde ëi =
d2 ei

dt2 , para i = 1, 2.
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La selección de los valores de kp y kd. Determinan la forma
en que el error decae a cero. La convergencia de los errores de
seguimiento a cero se garantiza cuando los valores de kp y kd
son mayores que cero

4. ESTRATEGIA DE CONTROL HACIENDO USO DEL
OBSERVADOR DE ESTADOS

Considere el sistema (5) utilizando la estrategia de control
(10). Dado que la velocidad en las componentes η3, η4 del ro-
bot, no son fácilmente medibles, se construye un observador
que estime estos estados. El sistema robot-control-observador,
con η̂3 y η̂4 estimadas, es el siguiente

η̇1
η̇2
˙̂η3
˙̂η4

 =

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



η1
η2
η̂3
η̂4

 +


0
0
rx

ry

 , (15)

sustituyendo los valores de rx y ry definidos en (13), consideran-
do la velocidad lineal y la velocidad angular observadas (η̂3, η̂4),
se tiene
η̇1
η̇2
˙̂η3
˙̂η4

 =

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



η1
η2
η̂3
η̂4

 +


0
0

−kp(η1 − xd) − kd(η̂3 − ẋd) + ẍd

−kp(η2 − yd) − kd(η̂4 − ẏd) + ÿd

 .
Sea e el error entre el estado del sistema (5) y la trayectoria

deseada, en cada uno de sus componentes, y definase ê como en
la proposición 1. Agrupando términos diferenciales de segundo
orden se obtiene

ė1 + ẋd

ė2 + ẏd
˙̂η3 − ẍd
˙̂η4 − ÿd

 =

η̂3
η̂4
0
0

 +


0
0

−kpe1 − kd ê3
−kpe2 − kd ê4

 . (16)

Por lo tanto, la dinámica del error es la siguiente
ė1
ė2
˙̂e3
˙̂e4

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
−kp 0 −kd 0

0 −kp 0 −kd



e1
e2
ê3
ê4

 . (17)

Proposición 3. Sea (17) la dinámica del error entre la trayec-
toria deseada, los estados del sistema y los estimados, entonces
el error converge a cero siempre y cuando los valores de kp y

kd sean positivos. Más aún, si se selecciona kd =
2
√

kp
√

2
el error

tendrá una rápida convergencia con muy poco sobrepaso.
Prueba. Los valores propios de (17) son (s(s + kd))2 +

2kps(s + kd) + k2
p = (s(s + kd) + kp)2, por lo tanto, si se se-

lecciona los valores kp y kd positivos, el polinomio es Hurwitz.
Adicionalmente si se selecciona kd = 1,4

√
kp el polinomio ca-

racterı́stico tendrá un factor de amortiguamiento de 0,707.
Observación: En (Ogata, 2003) se demuestra que los po-

los de lazo cerrado del sistema control-observador consisten
en los polos debido al diseño del control más los polos debidos
al diseño del observador. En la proposición 1 se garantiza la
convergencia de error de observación, en la proposición 2 se
garantiza el seguimiento de trayectoria con error igual a cero,

para kp y kd mayor que cero, con lo que se cumple este cri-
terio. Adicionalmente la proposición 3 establece condiciones
suficientes en forma reducida de este criterio, para el sistema
controlador-observador.

5. VALIDACIÓN NUMÉRICA

La estrategia de control para el seguimiento de trayecto-
rias y el observador de estados diseñado, se validaron numéri-
camente mediante el software Matlab Simulink. Para el segui-
miento se seleccionaron dos trayectorias, un circulo y una Lem-
niscata de Bernoulli.

Para el diseño del observador de estados se consideró que
la matriz (A − LC) es Hurtwitz, por lo tanto, los estados obser-
vados convergen asintóticamente a los estados del modelo del
robot.

Considere L como sigue

L =


l11 l12
l21 l22
l31 l32
l41 l42

 .
La dinámica de error del observador (9), tiene el siguiente

polinomio caracterı́stico

det(λI − A) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ + a4,

donde a1 = l11 + l22; a2 = l11l22 − l12l21 + l31 + l42; a3 =

l11l42 + l22l31 − l21l32 − l21l41; a4 = l42l31 − l32l41.
Por el criterio de Routh, si en la primer columna no hay

cambio signo, es condición suficiente para garantizar la conver-
gencia asintótica del error a cero.

Tabla 1: Tabla de Routh

λ4 1 a2 a4
λ3 a1 a3 0
λ2 b1 a4 0
λ b2 0 0
λ0 b3 0 0

donde b1 =
a1a2−a3

a1
, b2 =

b1a3−a1a4
b1

y b3 = a4.
Los valores seleccionados para L se presentan a continua-

ción

L =


10 7
8 20

30 1
2 5

 .
Con estos valores se satisfacen cada uno de los puntos del cri-
terio de Routh, garantizando la convergencia del error a cero.

Cabe resaltar que la posición (x, y) se considera medible por
medio de sensores, por lo tanto, para este trabajo solo se utilizan
la velocidades lineales en x y y estimadas por el observador.

A continuación se presentan las simulaciones numéricas.
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5.1. Simulación 1

En la simulación 1 se selecciona la siguiente trayectoria de-

seada: xd = 3 cos
(

2π ∗ t
T

)
, yd = 3 sin

(
2π ∗ t

T

)
, la cual describe

un cı́rculo con un diámetro de 3m.
En la Figura (2) se muestra el seguimiento de trayectoria

por el robot diferencial. Se observa como el robot converge ha-
cia la trayectoria deseada y una vez alcanzada, permanece sobre
ella.

-3 -2 -1 0 1 2 3
X[m]

-3

-2

-1

0

1

2

3

Y[
m

]

Trayectoria del robot Trayectoria deseada

Figura 2: Movimiento del robot en el plano.

Los errores de seguimiento se presentan en la Figura (3).
Dado que la posición inicial del robot es (−2, 5,−2) y la trayec-
toria deseada inicia en xd = 2,5, el error en x, en t = 0, es 5 y
decrece exponencialmente, de acuerdo a lo diseñado. Por otro
lado, en el instante inicial, el error en y es de −2, sin embargo
este también decrece exponencialmente a cero.

Las señales de control rx y ry se utilizan con la finalidad de
que la trayectoria del robot converja a la deseada. Estas señales
auxiliares de control se presentan en la Figura (4).

En la Figura (5) se muestran las velocidades estimadas por
el observador de estados, se puede observar que las velocidades
son suaves y continuas durante el tiempo de ejecución.

0 10 20 30 40
t [s]

0

2

4

ex
 [m

]

Error en x

ex

0 10 20 30 40
t [s]

-2

-1

0

ey
 [m

]

Error en y

ey

Figura 3: Errores de seguimientos.
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t [s]

-5

0

5
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 [m

/s
, r

ad
/s

] Señales de control (A)

rx
ry

10 15 20 25 30 35
t [s]

-0.2

0

0.2

0.4

U
 [m

/s
, r

ad
/s

] Señales de control (B)

rx
ry

Figura 4: Entradas de control.

0 10 20 30 40
t[s]

-2

-1

0

1

2

3

4

5

U
[m

/s
,ra

d/
s]

Velocidades estimadas y del sistema

Vx estimada
Vx del sistema
Vy estimada
Vy del sistema

Figura 5: Velocidades estimadas.

5.2. Simulación 2

Una Lemniscata de Bernoulli es la trayectoria seleccionada
para la segunda simulación, la cual tiene las siguientes ecuacio-
nes paramétricas:

xd = 3 cos
(

2πt
T

)
,

yd = 3 sin
(

4πt
T

)
. (18)

En la figura (6) se muestra, en una lı́nea continua azul, la
trayectoria del robot y en verde, en lı́neas punteadas, la trayec-
toria deseada. Como se puede observar, el robot inicia en la po-
sición inicial (−2, 5,−0,5) fuera de la trayectoria deseada. Este
se desplaza sobre el plano hasta alcanzar la trayectoria deseada
después de 3seg. Como se puede observar la Figura (7) el error
decrece exponencialmente.

Las señales de control auxiliar se presentan en la Figura (8).
Como se observa, en el instante que el robot inicia su trayecto-
ria, la señal auxiliar de control es relativamente grande, una vez
terminado este impulso las señales de control son continuas y
suaves.
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Trayectoria del robot Trayectoria deseada

Figura 6: Lemniscata de Bernoulli.
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Figura 7: Errores de seguimiento.
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Figura 8: Entradas de control.

Las velocidades estimadas por el observador de estados, pa-
ra el seguimiento de la lemniscata de Bernoulli, definida en
(18), se muestran en la Figura (9).

0 10 20 30 40
t[s]

-1

0

1

2

3

4

5

U
[m

/s
,ra

d/
s]

Velocidades estimadas y del sistema

Vx estimada
Vx del sistema
Vy estimada
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Figura 9: Velocidades estimadas.

En esta figura se puede observar como la velocidad en ”y”
y la velocidad en ”x” son continuas y oscilan durante el tiempo
de ejecución.

6. CONCLUSIÓN

En este trabajo, se realizó la construcción de un modelo
cinemático extendido para un robot móvil diferencial. La ci-
nemática extendida se utilizó para evitar que la matriz de des-
acoplamiento cinemático en el modelo del robot fuera singular.
Esto permitió hacer uso de la estrategia de control linealización
entrada/salida.

Se construyó un observador de estados, a fin de estimar las
velocidades lineales del modelo del robot, las cuales se consi-
deran que fı́sicamente no son fácilmente medibles. La selección
de la matriz L, para el observador, garantiza que los estados es-
timados del observador converjan a los estados del robot. Utili-
zando una estrategia de control linealización entrada/salida, con
las entradas de velocidad observadas y con la selección adecua-
da de las ganancias de control kp y kd, se verificó la convergen-
cia de la posición del robot hacia la trayectoria deseada.

Para las pruebas numéricas se emplearon dos trayectorias
distintas. En ambas, observamos que la trayectoria del robot
converge relativamente rápido a las trayectorias deseadas.

Para trabajos futuros, en primera instancia se considera la
implementación del control con observador de estados en un
robot móvil diferencial. Además, la construcción del modelo
cinemático de segundo orden, haciendo uso de un punto de
control externo (punto frontal), con fines comparativos. Evaluar
el desempeño del control con observador en comparación con
otros sistemas de control, por ejemplo, con sistemas de control
con retroalimentación por medio de sensores abordo, con con-
trol no lineal y/o con retardo.
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de trayectorias con un robot móvil de configuración diferencial. Ingenierı́as
USBMed, 5(1):26–34.
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