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Resumen

En este trabajo se presenta el diseño de una estrategia de control para lograr el seguimiento de trayectorias de un punto en el
último eslabón de un robot manipulador 3R. El diseño de la estrategia de control está basado en el modelo cinemático del robot,
haciendo uso del Jacobiano. Los resultados teóricos son validados numérica y experimentalmente. La implementación se realiza
sobre una plataforma con un sistema de cámaras Optitrack para obtener la posición de un punto en el último eslabón y utilizando
Matlab/Simulink para el cálculo de las señales de control.
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Abstract

This work presents the design of a control strategy to achieve trajectory tracking by a point in the last link of a 3R manipulator
robot. The design of the control strategy is based on the kinematic model of the robot, making use of the Jacobian. The theoretical
results are validated numerically and experimentally. The implementation is carried out on a platform with an Optitrack camera
system to obtain the position of a point in the last link and using Matlab/Simulink to calculate the control signals.

Keywords: Kinematic control, trajectory tracking, manipulator robots, Jacobian, kinematic model.

1. Introducción

Un robot manipulador es un brazo mecánico multifuncional
reprogramable diseñado para mover materiales, partes, herra-
mientas o dispositivos especializados a través de movimientos
variables programados (Colorado, 2016). Su objetivo princi-
pal es reemplazar la intervención directa de los humanos en
tareas de manipulación de objetos de alto riesgo, manejo de
objetos pesados o trabajos de alta precisión (Swerdlow et al.,
2017),(Carrozza et al., 2007). Dentro de los esquemas de con-
trol más importantes para los manipuladores se encuentran el
control de las articulaciones, la generación de trayectorias y la
teleoperación, ya sea considerando el espacio de las articula-
ciones o el espacio cartesiano (Baturone, 2005).

Algunos trabajos relacionados con el modelado y con-
trol de robots manipuladores se presentan a continuación. En
(Ramı́rez-López y Martnı́ez-Aragón, 2022) se realiza la simu-

lación del seguimiento de trayectoria de un manipulador de 3
grados de libertad mediante cinemática diferencial donde las
trayectorias se generan a partir de segmentos rectos. En (Ponce
et al., 2022) se presenta una solución para la obtención de la
cinemática directa e inversa de manipuladores empleando álge-
bra de cuaterniones duales. El trabajo (Li et al., 2022) se centra
en el modelado cinemático y diseño de un esquema de control
para prototipos de investigación rudimentarios de endoscopios
robóticos. Por último, en (Yin, 2018) se muestra un análisis
cinemático y simulación de un robot industrial de seis grados
de libertad ocupando como trayectorias, curvas paramétricas de
dos dimensiones.

El objetivo de este trabajo es implementar en forma ex-
perimental una estrategia de control para el seguimiento de
trayectorias en un robot antropomórfico de tres grados de li-
bertad con articulaciones revolutas (3R). Especı́ficamente, se
busca desarrollar una estrategia de control basada en el mo-
delo cinemático del robot. Los resultados teóricos se validan
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numérica y experimentalmente. La implementación se lleva a
cabo sobre una plataforma experimental compuesta de un siste-
ma de cámaras Optitrack para obtener mediciones precisas de
posición y orientación del punto de control en el último eslabón
y a partir de ellas, utilizando la cinemática inversa, determinar
las posiciones articulares del robot para calcular el Jacobiano
del mismo. Se utiliza el software matemático Matlab/Simulink
para el cálculo de las señales de control.

El presente trabajo se estructura de la siguiente manera. En
la Sección 2, se aborda la obtención de la cinemática directa, in-
versa y diferencial del manipulador 3R. La Sección 3 presenta
el planteamiento del problema. La Sección 4 describe el diseño
de una estrategia de control para el seguimiento de trayectoria
basada en el modelado cinemático del robot, incluyendo una
validación numérica utilizando los parámetros fı́sicos del robot.
En la Sección 5 se presenta la validación experimental donde se
evalúa la efectividad de la metodologı́a propuesta. Finalmente,
la Sección 6 presenta las conclusiones y trabajo a futuro.

2. Modelado cinemático

La cinemática de un manipulador se puede obtener a par-
tir de su descripción geométrica, con respecto a un sistema de
coordenadas de referencia fija, sin tener en cuenta las fuerzas o
momentos que provocan el movimiento (Ibarra et al., 2019). El
problema de la cinemática generalmente consta de dos subpro-
blemas: la cinemática directa e inversa (Lee, 1982).

2.1. Cinemática directa
La cinemática directa consiste en determinar la posición del

efector final con respecto al marco de referencia a partir del
conocimiento de los ángulos articulares del robot (Petrescu y
Petrescu, 2016).

Figura 1: Colocación de marcos coordenados del robot.

Existen varios métodos para obtener la cinemática directa.
Sin embargo, cuando el número de grados de libertad es gran-
de una alternativa es el algoritmo Denavit-Hartenberg (D-H)
(Spong et al., 2020). Este algoritmo establece una metodologı́a
simple para la construcción del modelo cinemático (Cortés,
2012).

Utilizando la representación D-H, se establecen los marcos
coordenados en el robot, como se muestra en la Figura 1, y se
construye la tabla de parámetros D-H (Tabla 1).

Tabla 1: Parámetros D-H del Robot

ESLABON θi di ai αi

1 q1 d1 a1 π/2
2 q2 0 a2 0
3 q3 0 a3 0

A partir de la tabla de parámetros D-H se construye una ma-
triz de transformación homogénea T 0

3 , que permite representar
cualquier posición y orientación de un punto en el último es-
labón en términos del marco base. La matriz T 0

3 está dada por

T 0
3 =


r11 r12 r13 x
r21 r22 r23 y
r31 r32 r33 z
0 0 0 1

 =
[
R(q) P

0 1

]
, (1)

donde R(q) = {ri j} es una matriz de rotación con

r11 = cos(q1) cos(q2 + q3),
r12 = − cos(q1) sin(q2 + q3),
r13 = sin(q1),
r21 = sin(q1) cos(q2 + q3),
r22 = − sin(q1) sin(q2 + q3),
r23 = − cos(q1),
r31 = sin(q2 + q3),
r32 = cos(q2 + q3),
r33 = 0,

y P =
[
x y z

]T es el vector de traslación que nos indica la
cinemática directax

y
z

 =
cos(q1)(a1 + a2 cos(q2) + a3 cos(q2 + q3))
sin(q1)(a1 + a2 cos(q2) + a3 cos(q2 + q3))

d1 + a2 sin(q2) + a3 sin(q2 + q3)

 . (2)

2.2. Cinemática diferencial

Para realizar el seguimiento de una trayectoria se requiere
conocer las relaciones entre las velocidades y las posiciones
de los diferentes elementos de un robot cuando se desplaza, lo
que se conoce como cinemática diferencial (Siciliano y Kha-
tib, 2008). A través del análisis de estas relaciones, es posible
comprender y controlar el movimiento del robot en función
de las velocidades deseadas o las restricciones impuestas por
el entorno. La cinemática diferencial se convierte ası́ en una
herramienta clave para la planificación de movimientos y el
control de robots, permitiendo obtener un control preciso y efi-
ciente del robot en diversas tareas y aplicaciones.

La cinemática diferencial se puede obtener al derivar la ci-
nemática directa con respecto a cada una de las variables arti-
culares,  ẋ

ẏ
ż

 = J(q) · q̇, (3)

donde q̇ son las velocidades angulares del robot y J(q) se
le conoce como el Jacobiano. En particular para el robot de la
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Figura 1 el Jacobiano es el siguiente:

J(q) =

J11 J12 J13
J21 J22 J23
0 J32 J33

 , (4)

donde

J11 = − sin(q1) (a2 cos(q2) + a3 cos(q2 + q3) + a1) ,
J12 = − cos(q1) (a2 sin(q2) + a3 sin(q2 + q3))

J13 = −a3 cos(q1) sin(q2 + q3),
J21 = cos(q1) (a2 cos(q2) + a3 cos(q2 + q3) + a1) ,
J22 = − sin(q1) (a2 sin(q2) + a3 sin(q2 + q3)) ,
J23 = −a3 sin(q1) sin(q2 + q3),
J32 = a2 cos(q2) + a3 cos(q2 + q3),
J33 = a3 cos(q2 + q3).

Cuando |J(q)| = 0, J(q) es no invertible, ocurre una singu-
laridad y en estos puntos no es posible controlar al robot.

El determinante del Jacobiano está dado por

|J(q)| = − sin(q3)(a1a2a3 + a2
2a3 cos(q2) + · · ·

· · · + a2a3
2 cos(q2 + q3)),

(5)

y por lo tanto los puntos singulares suceden en 2 casos:

sin(q3) = 0, con q3 = 0, π, 2π, . . . nπ, (6a)

a1a2a3 + a2
2a3 cos(q2) + a2a3

2 cos(q2 + q3) = 0. (6b)

Estas condiciones serán evitadas en el diseño de la trayec-
toria a seguir.

2.3. Cinemática inversa
Para calcular las variables articulares presentes en el Jaco-

biano (4), es necesaria la trayectoria deseada y la cinemática in-
versa (Petrescu et al., 2017). A partir de la Figura 2 y la Figura
3, realizando un análisis trigonométrico, es posible determinar
los ángulos de las articulaciones. Estos ángulos son

x
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Figura 2: Vista superior del robot.
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Figura 3: Vista lateral del robot.

q1 = arc tg
( y

x

)
, (7)

q2 = arc tg
(

z − d1

r − a1

)
− arc tg

(
a3 sin(q3)

a2 + a3 cos(q3)

)
, (8)

q3 = arc tg


√

(2a2a3)2 −
[
(r − a1)2 + (z − d1)2 − a2

2 − a3
2]2

(r − a1)2 + (z − d1)2 − a2
2 − a3

2

 .
(9)

3. Planteamiento del problema

Sea m(t) =
[
mx my mz

]T
una trayectoria deseada conti-

nuamente diferenciable. ϵ =
[
x y z

]T la posición de un punto
en el último eslabón de un manipulador 3R. El objetivo de este
trabajo es implementar una estrategia de control q̇ = f (t) tal
que

Se logre el seguimiento asintótico de trayectoria por par-
te de un punto en el último eslabón del manipulador 3R
(control de seguimiento), i.e.

lı́m
t→∞

(ϵ − m(t)) = 0. (10)

4. Diseño del control

Se propone una estrategia de control a partir de la matriz
Jacobiana inversa (Colorado, 2016) dada por.

q̇ = J−1(q)α, (11)

donde α es un control auxiliar definido por

α = −k(ϵ − m(t)) + ṁ(t), (12)

con ṁ(t) la velocidad de la trayectoria deseada y k =
diag(kx, ky, kz) las ganancias de control.

Proposición 1. Dada la cinemática diferencial de un robot
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3R (3) y la estrategia de control dada por (11), entonces en
el sistema en lazo cerrado (3)-(11) la trayectoria del punto de
control del robot converge a la trayectoria deseada m(t) siempre
y cuando la matriz k sea Hurwitz.

Demostración. Sustituyendo la estrategia de control (11) en
la cinemática diferencial (3) se llega a lo siguiente

 ẋ
ẏ
ż

 = J(q)
(
J−1(q)α

)
= −k(ϵ − m(t)) + ṁ(t).

Pasando al lado izquierdo de la igualdad la velocidad de la
trayectoria deseada ṁ(t) en forma vectorial se tiene ẋ

ẏ
ż

 −
 ṁx

ṁy

ṁz

 = −k


 x

y
z

 −
 mx

my

mz


 .

Definiendo el error como la diferencia entre la trayectoria
del robot y la trayectoria deseada e = ϵ − m(t) se obtiene una
expresión para la dinámica del error

ė = −ke. (13)

Para el sistema (13) la forma general de la matriz k es la
siguiente

k =

k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

 .
Cualquier selección de ki > 0, i = 1, 2, 3 garantiza que la

matriz k sea Hurwitz.
Utilizando los parámetros reales del robot mostrados en la

Tabla 2 y como trayectoria deseada un cuadrifolio dado por

 xd

yd

zd

 =


cx + A sin(2 f t) sin( f t)

cy + 3 sin
(

f t +
3π
2

)
cos

(
2 f t +

3π
2

)
cz + A sin(2 f t) cos( f t)

 , (14)

con f = 2π
T , cx = 0m, cy = 0,14m, cz = 0,22m, A = 0,7m

y un periodo de T = 120s, se realiza una validación numéri-
ca. Las ganancias de control utilizadas son kx = 0,6, ky = 1 y
kz = 0,8. La Figura 4 muestra la trayectoria descrita por el pun-
to de control en el último eslabón del manipulador 3R y en la
Figura 5 se presentan los errores de seguimiento.

Tabla 2: Parámetros del Robot

Parámetro Magnitud (m)
d1 0,10
a1 0,013
a2 0,12
a3 0,10

En la Figura 4 se observa como la trayectoria descrita por
el robot inicia con una posición fuera de la trayectoria deseada,
posteriormente la alcanza y realiza su seguimiento durante el

resto del tiempo de simulación. En la Figura 5 se muestra que
al inicio se tiene un pequeño error de seguimiento y aproxima-
damente a los 5s este converge a cero. La Figura 6 muestra las
señales de control en simulación.
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5. Resultados experimentales

5.1. Plataforma experimental

Para llevar a cabo la experimentación se utilizó la platafor-
ma experimental mostrada en la Figura 7.

Figura 7: Esquema de la plataforma experimental.

La plataforma se compone por un sistema de cámaras infra-
rrojas Optitrack Flex 13, una computadora de alto rendimiento
encargada de alojar el software de visión (Motive) y el software
de control (Matlab/Simulink), y por un robot manipulador 3R
con marcadores reflectantes en el último eslabón cuyas articu-
laciones son actuadas por servomotores MG996R.

Las cámaras infrarrojas detectan marcadores, colocados en
el último eslabón del robot. Motive calcula la posición y orien-
tación del centroide del conjunto de marcadores colocados en
el último eslabón, dentro del espacio de trabajo. Esta informa-
ción se envı́a a Simulink utilizando el SDK NatNet, por medio
de una comunicación UDP tipo multicast.

Para recibir los datos en Simulink se emplea un bloque S-
Function que utiliza las librerı́as facilitadas por NatNet. Se em-
plean los recursos disponibles en NPTrackingTools.h y Rigid-
BodySettings.h, que contienen las funciones para obtener la in-
formación enviada por Motive. En el bloque S-Function se re-
cibe la posición [x y z]T y un cuaternion para la orientación
del centroide del conjunto de marcadores. Con estos datos se
realiza el cálculo de la estrategia de control que se envı́a al ro-
bot. La comunicación entre Simulink y el robot se lleva a cabo
con una tarjeta Arduino Mega, a través de una comunicación
serial.

Para sincronizar el movimiento de las articulaciones del ro-
bot se hace uso de la tarjeta micro master servo la cual permite
la conexión de hasta 6 servomotores utilizando PWM por hard-
ware (Pololu Corporation, 2022). Cada servomotor del robot
opera con un voltaje de 4.8V a 7.2V, tiene un par máximo de
torsión de 9.4 kg/cm a 13 kg/cm y una velocidad de operación
de 0.17 s/60° a 0.12 s/60°. Cuenta con engranajes metálicos y
tiene un ángulo de rotación dentro del rango de 0 a 180 grados.

Para validar los resultados teóricos se realizaron dos experi-
mentos. El primero con una trayectoria semi-ovalo cuyas ecua-

ciones paramétricas son

 xd

yd

zd

 =


cx + dx sin
(

2πt
T

)
14

cz +

∣∣∣∣∣∣dz cos
(

2πt
T

)∣∣∣∣∣∣

 , (15)

donde cx = 0m, cz = 0,2m, dx = 0,1m y dz = 0,05m con un pe-
riodo T = 120s. Las ganancias de control son kx = 0,6, ky = 1
y ky = 0,8.

La Figura 8 muestra como la trayectoria realizada por un
punto en el último eslabón del robot (lı́nea discontinua roja)
converge a la trayectoria deseada (lı́nea continua negra). La Fi-
gura 10 presenta los errores de posición, los cuales se encuentra
en una vecindad al cero (menores a 8mm). El valor del error al
principio de la trayectoria en y es debido a la condición ini-
cial, sin embargo, el error se mantiene cercano a cero como se
puede ver en la Figura 5. La Figura 9 muestra las posiciones
articulares del robot y la Figura 10 detalla las señales de control
empleadas para el robot.

Para el segundo experimento se utiliza la trayectoria (14)
con los mismos parámetros. La Figura 11 muestra la trayecto-
ria realizada por el punto de control en el último eslabón. Los
errores de seguimiento se muestran en la Figura 12 los cuales
se encuentran en una vecindad de cero. La Figura 13 muestra
los ángulos del robot. Las señales de control son mostradas en
la Figura 14.

A continuación, se presenta un enlace donde se encuentran
3 videos en los cuales se muestra el funcionamiento de la plata-
forma experimental.

https://drive.google.com/drive/folders/10BPI92pV1Oh1Nj
m5DdgabJJ-5wMsZakR
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Figura 8: Trayectoria durante el experimento 1.
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Figura 9: Errores de posición del experimento 1.
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Figura 10: Posiciones articulares del experimento 1.
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Figura 11: Señales de control del experimento 1.
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Figura 12: Trayectoria en simulación.
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Figura 13: Errores de posición del experimento 2.
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Figura 14: Posiciones articulares del experimento 2.
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Figura 15: Señales de control del experimento 2.

6. Conclusiones

En este trabajo se presentó la implementación de una estra-
tegia de control para el seguimiento de trayectoria de un robot
manipulador antropomórfico 3R. Se propuso un modelo ma-
temático a partir de la cinemática diferencial del robot, defi-
niendo como salida a controlar un punto en el último eslabón.
Se diseñó una estrategia de control cinemático utilizando el Ja-
cobiano del robot. Para este, las posiciones articulares se recu-
peran por medio de la cinemática inversa del manipulador, utili-
zando la información recibida por el sistema de cámaras infra-
rrojas. Los resultados numéricos y experimentales validan los
resultados teóricos obtenidos. En ambos experimentos el error
no supera 1 cm lo cual puede ser debido a dinámicas no mo-
deladas, resolución de los servomotores, entre otros factores no
considerados en el diseño.
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