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Resumen

Este trabajo presenta el diseño de una estrategia de control de posición para un par de robots manipuladores de 3 grados de
libertad (3GDL). Para el diseño de la estrategia se emplea un esquema lı́der-seguidor, donde el robot lı́der está encargado del
seguimiento de una trayectoria, mientras que el robot seguidor debe posicionarse a cierta distancia con respecto al lı́der, es decir,
converge a una formación deseada. Los resultados teóricos obtenidos son validados numéricamente.
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Abstract

This paper presents the design of a position control strategy for a pair of manipulator robots with 3 degrees of freedom (3GDL).
A leader-follower scheme is used for the design of the strategy, where the leader robot is in charge of following a trajectory, while
the follower robot must position itself at a certain distance with respect to the leader, i.e., it converges to a desired formation. The
theoretical results obtained are validated numerically.

Keywords: Anthropomorphic robot, leader-follower scheme, kinematics, trajectory tracking, position control.

1. Introducción

La robótica es un campo nuevo de la tecnologı́a moderna
que va más allá de la ingenierı́a convencional. Comprender la
complejidad de los robots y sus aplicaciones requieren conoci-
mientos de distintas ramas de la ingenierı́a. La cinemática, pla-
nificación de movimiento y control; son conceptos importantes
en temas de aplicación en robots manipuladores industriales y
robots móviles (Spong et al., 2020).

Los robots manipuladores son de gran utilidad para el ser
humano y su uso se ha extendido en diferentes industrias gra-
cias a su capacidad para realizar tareas que resultarı́an muy can-
sadas o peligrosas para las personas (Ibarra et al., 2019), la ma-
yor parte de ellos son diseñados para mover materiales, piezas,
herramientas o dispositivos especiales, mediante movimientos
variados, programados para la ejecución de distintas tareas, in-
cluyendo áreas como medicina y ensamblado de automóviles
(Baturone, 2005), (Ramı́rez-López et al., 2022).

Algunos trabajos relacionados con el control de robots ma-
nipuladores se presentan a continuación. En (Johansson, 1988)

se analizan algoritmos para el control adaptativo de robots ma-
nipuladores, utilizando la función de Lyapunov para el diseño
de controladores y el análisis de estabilidad. En (Köker et al.,
2004) se presenta una solución de cinemática inversa de un
manipulador basada en el diseño de una red neuronal. En (Hu
et al., 2012) se propone una estrategia de control adaptativo con
backstepping para el seguimiento de trayectoria de robots mani-
puladores considerando perturbaciones externas. En (Liu et al.,
2021) se propone un método de control adaptativo mecánico ba-
sado en una red neuronal a partir de un modelo de movimien-
to de un manipulador. En (Shi and Dang, 2021) se estudia un
control PID de orden fraccional por modos deslizantes para un
manipulador de recolección forestal, donde se verifica teórica-
mente la propiedad de aproximación no lineal de dicho control.

En los últimos años, el tema del movimiento cooperativo
de múltiples agentes se ha vuelto popular, dado que estos sis-
temas tienen mayor eficiencia y son menos propensos a fa-
llas(Ren and Beard, 2008). Los sistemas multi-agente consis-
ten en un conjunto de agentes que se coordinan, cooperan y
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se comunican entre si. Su principal objetivo es realizar tareas
que son complicadas de realizar por agentes individuales. Una
de las principales áreas de investigación en estos sistemas es
la coordinación de movimiento donde se estudian los proble-
mas de consenso, formación, seguimiento de formación, entre
otros (Santiaguillo Salinas, 2017). Los sistemas multi-agente se
pueden representar mediante varios esquemas, uno de ellos es
el esquema lı́der-seguidor, donde un robot es designado como
lı́der, el cual realiza el seguimiento de una trayectoria predeter-
minada; y el resto como seguidores, que son los que realizan un
patrón geométrico con respecto al lı́der (Bugarı́n-Carlos et al.,
2022),(Lian et al., 2019).

En este trabajo se presenta el diseño de una estrategia de
control bajo un esquema lı́der-seguidor para lograr la coordina-
ción de movimiento de dos robots manipuladores antropomófi-
cos de 3GDL. El diseño de la estrategia de control se basa en el
modelo cinemático de los robots (cinemática diferencial) con el
objetivo de lograr que el robot lı́der converja a una trayectoria
deseada, mientras que el robot seguidor realiza una formación
deseada con respecto al lı́der, es decir, seguimiento en forma-
ción.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. La Sección
2 presenta el modelado cinemático del sistema. En la Sección
3 se presenta el planteamiento del problema. La Sección 4 está
dedicada al diseño de la estrategia de control y su validación
numérica. Por último, en la sección 5 se presentan las conclu-
siones y trabajo a futuro.

2. Modelado cinemático

2.1. Cinemática directa

La cinemática directa de robots manipuladores proporcio-
na la posición y orientación del efector o punto de referencia
final del robot en función de las variables articulares q. La ob-
tención de la cinemática directa se realiza mediante el algoritmo
D-H(Lechuca-Gutiérrez et al., 2022),(Cortés, 2020). Primero se
establece el marco de referencia fijo global y los marcos de re-
ferencia base para cada robot. Posteriormente, se establecen los
marcos de referencia para cada articulación de cada robot.
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Figura 1: Esquema de los robots manipuladores.

La Figura 1 muestra la colocación de los marcos de refe-
rencia. [XL,YL,ZL]T denota la posición del punto de referen-
cia final del lı́der con respecto al marco de referencia final,
[XS ,YS ,ZS ]T denota la posición del punto de referencia del se-
guidor con respecto al marco de referencia fijo y CLS es el vec-
tor de posición entre el punto de referencia final del robot se-
guidor con respecto del punto de referencia final del robot lı́der.

Suposición 1. Se considera que ambos robots se encuentran
sobre un plano (XY), es decir, misma posición de los marcos
base sobre el eje Z. Además, los marcos base de los robots no
presentan rotaciones entre ellos, ni entre ellos con el marco fijo.

Suposición 2. Para que el vector de posición CLS =[
Cx,Cy,Cz

]T
sea válido, se consideraCx

Cy

Cz

 =
△XS − △XL

△YS − △YL

0

 ,
donde △Xi y △Yi son las distancias en X y Y del marco base del
i-esimo robot al marco inercial fijo.

Una vez establecidos los marcos de referencia, se obtienen
las tablas de parámetros D-H, Tabla 1, de cada eslabón para
cada robot, i = L, S , lı́der y seguidor, respectivamente.

Tabla 1: Tabla de parámetros D-H
Eslabón ai j di j αi j qi j

i1 ai1 di1 90° qi1
i2 ai2 0 180° qi2
i3 ai3 0 0° qi3 −

π
2

De los parámetros obtenidos se forman las matrices de
transformación homogénea

Ai1 =


cqi1 0 sqi1 ai1cqi1
sqi1 0 −cqi1 ai1sqi1
0 1 0 di1
0 0 0 1

 , (1a)

Ai2 =


cqi2 sqi2 0 ai2cqi2
sqi2 −cqi2 0 ai2sqi2
0 0 −1 0
0 0 0 1

 , (1b)

Ai3 =


sqi3 cqi3 0 ai3sqi3
−cqi3 sqi3 0 −ai3cqi3

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (1c)

con cqi j = cos
(
qi j

)
y sqi j = sin

(
qi j

)
.

Se obtiene la matriz de transformación para pasar de las
coordenadas del marco del punto de referencia final, a las coor-
denadas del marco base para cada robot.

Ti
0
3 = Ai1Ai2Ai3 =


Ti11 Ti12 Ti13 Ti14
Ti21 Ti22 Ti23 Ti24
Ti31 Ti32 Ti33 Ti34

0 0 0 1

 , (2)
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donde

Ti11 = cqi1
[
s (qi3 − qi2)

]
,

Ti12 = cqi1
[
c (qi2 − qi3)

]
,

Ti13 = −sqi1,

Ti14 = cqi1
[
ai3s (qi3 − qi2) + ai2cqi2 + ai1

]
,

Ti21 = sqi1
[
s (qi3 − qi2)

]
,

Ti22 = sqi1
[
c (qi2 − qi3)

]
,

Ti23 = cqi1,

Ti24 = sqi1
[
ai3s (qi3 − qi2) + ai2cqi2 + ai1

]
,

Ti31 = c (qi2 − qi3) ,

Ti32 = s (qi2 − qi3) ,

Ti33 = 0,

Ti34 = ai3c (qi2 − qi3) + ai2sqi2 + di1.

De lo anterior tenemos que, la cinemática directa para cada
robot está dada por


Xi

Yi

Zi

1

 =

1 0 0 △Xi

0 1 0 △Yi

0 0 1 0
0 0 0 1



Ti14
Ti24
Ti34

1

 , i = L, S . (3)

2.2. Cinemática inversa

El cálculo de la cinemática inversa representa un problema
complejo, ya que consiste en resolver una serie de ecuaciones
cuya solución generalmente no es única (Zhang et al., 2013),
pero existe una alternativa que consiste en utilizar procedimien-
tos trigonométricos y geométricos para obtener los ángulos en
cada articulación, a partir de la posición del punto de referencia
final del robot(Ramı́rez-López et al., 2022).

La Figura 2 muestra una vista superior, plano XY , para cada
robot, a partir de la cual se obtiene el ángulo de la primera arti-
culación. La Figura 3 muestra una vista lateral, plano Zr, para
cada robot, de la cual se obtienen los ángulos de la segunda y
tercera articulación. De esta forma tenemos que

qi1 = tan−1
(

Yib

Xib

)
, (4a)

qi2 = tan−1
(

Zib − di1

ri − ai1

)
− tan−1

(
ai3sqi3

ai2 + ai3cqi3

)
, (4b)

qi3 = tan−1

 h√
4a2

i2a2
i3 − h2

 , (4c)

con h = (Zib − di1)2 + (ri − ai1)2 − a2
i2 − a2

i3.

yib

qi1

r ib
=  x

2 ib
+y2 ib

   
√  

yi0

xib xi0

Figura 2: Vista superior de cada robot, plano XY .
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Figura 3: Vista lateral de cada robot, plano Zr.

2.3. Cinemática diferencial

Para encontrar la cinemática diferencial de un robot
manipu- lador, se calcula la derivada parcial de la cinemática
directa con respecto a cada variable articular. A partir de lo an-
terior el modelo cinemático para cada robot resultaẊi

Ẏi

Żi

 = Ji (qi)ωi, i = L, S . (5)

donde ωi =
[
q̇i1, q̇i2, q̇i3

]T son las velocidades angulares de cada
articulación y Ji (qi) es la matriz Jacobiana del robot dada por

Ji (qi) =

Ji11 Ji12 Ji13
Ji21 Ji22 Ji23
0 Ji32 Ji33

 , (6)

con
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Ji11 = −sqi1
[
ai3s (qi3 − qi2) + ai2cqi2 + ai1

]
,

Ji12 = −cqi1
[
ai3c (qi2 − qi3) + ai2sqi2

]
,

Ji13 = ai3cqi1c (qi2 − qi3) ,
Ji21 = cqi1

[
ai3s (qi3 − qi2) + ai2cqi2 + ai1

]
,

Ji22 = −sqi1
[
ai3c (qi2 − qi3) + ai2s (qi2)

]
,

Ji23 = ai3sqi1c (qi3 − qi2) ,
Ji32 = ai3s (qi3 − qi2) + ai2cqi2,
Ji33 = −ai3s (qi2 − qi3) .

Para evitar singularidades en el diseño de la estrate-
gia de control, det (Ji (qi)) , 0, ya que det (Ji (qi)) =
a3 (a2 cos (2q2 − q3) − a3 sin (2q2 − 2q3)) (a1 + a2 cos (q2)
−a3 sin (q2 − q3)), se debe cumplir que

a2 cos (2q2 − q3) , a3 sin (2q2 − 2q3) ,
(7)

a1 + a2 cos (q2) , a3 sin (q2 − q3) .

3. Planteamiento del problema

Sea m (t) =
[
mx (t) ,my (t) ,mz (t)

]T
una trayectoria pre-

establecida y continuamente diferenciable. Sea ξL (t) =

[XL (t) ,YL (t) ,ZL (t)]T la posición deseada del punto de refe-
rencia final del robot lı́der con respecto al marco de referencia
fijo y ξS (t) = [XS (t) ,YS (t) ,ZS (t)]T del mismo modo para el
seguidor. El objetivo de este trabajo es diseñar una estrategia de
control wi = fi (t), tal que

Se logre el seguimiento asintótico de la trayectoria de-
seada por parte del robot lı́der (control de seguimiento),
i.e.

lı́m
t→∞

(ξL (t) − m (t)) = 0.

Se logre la convergencia a una formación deseada por
parte del robot seguidor con respecto al lı́der (control de
formación), i.e.

lı́m
t→0

(
ξS (t) − ξdS (t)

)
= 0.

donde ξdS (t) = ξL (t)+CLS es la posición relativa deseada
con respecto al lı́der.

4. Estrategia de control

4.1. Diseño del control

Para lograr el seguimiento en formación se propone una es-
trategia de control basada en el modelo cinemático de los ro-
bots, con retroalimentación de estados dada por

wL =J−1
L (qL)

[
−kL (ξL − m (t)) + ṁ (t)

]
, (8)

wS =J−1
S (qS )

[
−kS

(
ξS − ξ

d
S

)
+ ξ̇dS

]
, (9)

con J−1 (qi) el Jacobiano inverso del i-ésimo robot, kL y kS las
ganancias de control, ṁ (t) la velocidad deseada de la trayecto-
ria y ξ̇dS b la velocidad deseada para el robot seguidor.

Proposición 1. Sea el sistema (5) y la estrategia de control
(8)-(9). Suponga que ∀t ≥ 0 existe J−1

i (qi) y kL, kS > 0. En-
tonces en el sistema en lazo cerrado (5)-(8)-(9) el robot lı́der

converge a la trayectoria deseada mientras el robot seguidor al-
canza una formación deseada con respecto al lı́der.

Demostración. Los errores del sistema están dados por[
eS

eL

]
=

[
ξS − ξ

d
S

ξL − m (t)

]
. (10)

La dinámica del error resulta[
ėS

ėL

]
=

[
−kS 0

0 −kL

] [
eS

eL

]
, (11)

por lo que para kL, kS > 0 la dinámica del error converge
asintóticamente a cero y se logra el seguimiento en formación.

4.2. Validación numérica

Para validar los resultados teóricos obtenidos, se presentan
los resultados de dos simulaciones aplicando la estrategia de
control propuesta. Se consideran robots fı́sicamente iguales, los
parámetros son: di1 = 0.10 m, ai1 = 0.015 m, ai2 = 0.12 m, ai3
= 0.0855 m.

Para la primer simulación se tienen las ganancias de con-
trol del lı́der y del seguidor kL = 5, kS = 10 y CLS =

[0,12, 0,02, 0,0]T . La trayectoria deseada es una lemniscata da-
da por

m (t) =


0,05b1

1+(0,07b2)2

0,17 − 0,02b1b2
0,05b1

1+(0,08b2)2 + 0,12

 , (12)

donde b1 = sin
(

2πt
T

)
, b2 = cos

(
2πt
T

)
, con periodo T = 60s. Los

resultados se presentan a continuación. En la Figura 4 se mues-
tra la trayectoria deseada ası́ como las trayectorias que realizan
el robot lı́der y el robot seguidor, se observa como se logra el se-
guimiento en formación. En la Figura 5 se muestran los errores
de posición de ambos robots en cada eje, los errores convergen
a cero. En la Figura 6 se muestran los ángulos de cada articula-
ción tanto del lı́der, como del seguidor. Por último, en la Figura
7 se muestran las señales de control que se envı́an al robot.

Figura 4: Trayectoria de los robots manipuladores en el espacio.
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Figura 5: Errores de posición de los robots manipuladores.
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Figura 6: Ángulos de las articulaciones de cada robot.
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Figura 7: Señales de control para cada robot.

Para la segunda simulación se tienen las ganancias de con-
trol del lı́der y del seguidor kL = 5, kS = 10 y CLS =

[0,12, 0,02, 0,0]T . La trayectoria deseada es una curva de lis-
sajous dada por

m (t) =

 0,06 cos (3b3)
0,17 − 0,01 cos (b3)
0,04 sin (4b3) + 0,10

 , (13)

donde b3 =
2πt
T , con periodo T = 60s. Los resultados obtenidos

se presentan a continuación. En la Figura 8 se muestra la tra-
yectoria deseada ası́ como las trayectorias que realizan ambos
robots, logrando el seguimiento en formación. En la Figura 9 se
muestran los errores de posición del robot lı́der y el robot se-
guidor en cada eje, se observa que los errores convergen a cero.
En la Figura 10 se muestran los ángulos de cada articulación
tanto del lı́der, como del seguidor. Finalmente, en la Figura 11
se muestran las señales de control enviadas.

Figura 8: Trayectoria de los robots manipuladores en el espacio.
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Figura 9: Errores de posición de los robots manipuladores.



B. Mayora-Reyes et al. / Publicación Semestral Pädi Vol. 12 No. Especial 2 (2024) 129–134 134
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Figura 10: Ángulos de las articulaciones de cada robot.
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Figura 11: Señales de control para cada robot.

5. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se presentó el diseño de una estrategia de
control bajo un esquema lı́der-seguidor para un par de robots
manipuladores antropomórficos de 3GDL, la estrategia de con-
trol se basa en el modelo cinemático de robots, para lograr que
el robot lı́der converja a una trayectoria deseada, mientras que
el robot seguidor realiza una formación deseada con respecto
al lı́der. Se realizaron dos validaciones numéricas con distintas
trayectorias.

Como trabajo a futuro, se implementará la estrategia de con-
trol diseñada en la plataforma experimental mostrada en la Fi-
gura 12.

Posteriormente, se plantea añadir más manipuladores pa-
ra conformar un sistema multi-agente con n agentes, ası́ como
considerar la dinámica de los manipuladores y proponer estra-
tegias de control complejas.

Se propone continuar con el estudio y el perfeccionamien-
to de este tipo de trabajo, con el objetivo de ampliar y aplicar
los resultados en el ámbito de manipuladores industriales, es-
pecı́ficamente en la fabricación automotriz. En este contexto,

se busca implementar el esquema lı́der-seguidor en lı́neas de
ensamblaje de automóviles, donde múltiples robots colaboran
para llevar a cabo diversas operaciones como soldadura, pintu-
ra, ensamblaje y otras tareas relevantes en el proceso de pro-
ducción.

OptiTrack

Motive

Computadora de visión 

Router Computadora de control

Robot líder
virtual

Python

Robot seguidor

Wifi

Wifi

Wifi

USB

Figura 12: Esquema de la plataforma experimental.
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Ramı́rez-López, L. A., Martı́nez-Aragón, M., et al. (2022). Seguimiento de
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