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Resumen

En esta contribución, estudiamos las secciones de dispersión y absorción del agujero negro de Hayward rodeado por quin-
taesencia. Se muestra cómo se modifica el comportamiento de las secciones transversales de dispersión clásica y semi-clásica al
variar el valor de factor de normalización dependiente de la densidad de quintaescencia. Además, se estudia la sección de absorción
con la aproximación sinc en el lı́mite eikonal. En ambos casos se considera el parámetro de estado de quintaesencia en los casos
particulares ω = −2/3 y ω = −4/9.
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Abstract

In this contribution, we study the scattering and absorption sections of the Hayward black hole surrounded by quintessence. It
is shown how the behavior of the classical and semi-classical scattering cross sections is modified by varying the value of the nor-
malization factor dependent on the quintessence density. In addition, the absorption section is studied with the sinc approximation
in the eikonal limit. In both cases, the quintessence state parameter is considered in the particular cases ω = −2/3 and ω = −4/9.

Keywords: Black Hole, quintaessence, scattering, absorption.

1. Introducción

Los agujeros negros han sido objeto de numerosos estudios
debido a que los datos observacionales sugieren que los agu-
jeros negros se encuentran distribuidos en todas las galaxias.
Para el estudio de las propiedades fı́sicas de los agujeros ne-
gros, se pueden analizar los campos de prueba que los rodean.
Por ejemplo, un aspecto importante es el estudio de trayectorias
geodésicas, alrededor de agujeros negros con diferentes confi-
guraciones para determinar cómo los potenciales efectivos mo-
difican dichas trayectorias, la absorción y dispersión de materia
o campos tienen un papel importante en la fenomenologı́a de
los agujeros negros y se han estudiado en distintos escenarios;
Dolan (2008) Sebastian y Kuriakose (2014).

En los estudios clásicos de dispersión, se pueden conside-
rar geodésicas paralelas nulas que vienen del infinito con un
parámetro de impacto crı́tico Collins et al. (1973). La disper-
sión semi-clásica se analiza cuando consideramos la interfe-
rencia que se produce entre ondas parciales dispersas con di-
ferentes momentos angulares (aproximación de Glory abordara
por Matzner et al. (1985)). En la aproximación sinc, la sección

transversal de absorción es proporcional a la suma de la sección
transversal geométrica y la parte oscilatoria de la sección trans-
versal de absorción como lo muestran Decanini et al. (2011).

Por otra parte, debido a que los agujeros negros son objetos
que se encuentran en todo el universo, pueden interactuar de al-
guna forma con diferentes tipos de materia y campos. Teniendo
en cuenta que, según distintas observaciones, la energı́a oscu-
ra se encuentra distribuida en todo el universo y es causante de
la expansión del mismo, entonces los agujeros negros deberı́an
encontrarse rodeados de energı́a oscura.

Existen diferentes modelos como candidatos a la energı́a
oscura. La mayorı́a de ellos se basan en campos escalares. La
diferencia entre los modelos es la magnitud del parámetro de
estado ω, que es la relación entre la presión y la densidad de
energı́a, con una ecuación de estado P = ωρ, es decir se consi-
dera un fluido barotrópico. Para el modelo de la quintaesencia
−1 < ω < −1/3 y en el caso que ω = −1 se considera la cons-
tante cosmológica como es abordado por Padmanabhan (2003).
La importancia de ω tambien se ve presente si se considera ra-
diación ω = 1/3 o polvo ω = 0 ( ver Padilla et al. (2021)).
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Correo electrónico:lalopez@uaeh.edu.mx (Luis Alberto López-Suarez), vceron@uaeh.edu.mx (Victoria E. Cerón-Angeles), omarp@uaeh.edu.mx (Omar Pedraza-
Ortega), osvaldo tellez@uaeh.edu.mx (Luis Osvaldo Téllez-Tovar).

Historial del manuscrito: recibido el 02/04/2024, última versión-revisada recibida el 21/05/2024, aceptado el 31/05/2024,
en lı́nea (postprint) desde el 05/06/2024, publicado el 05/01/2025. DOI: https://doi.org/10.29057/icbi.v12i24.12644

https://repository.uaeh.edu.mx/revistas/index.php/icbi/issue/archive
https://orcid.org/0000-0002-6395-6777
https://orcid.org/0000-0003-3316-4741
https://orcid.org/0000-0001-5391-949X
https://orcid.org/0000-0002-0260-0910
https://doi.org/10.29057/icbi.v12i24.12644
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
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Para estudiar los agujeros negros rodeados de energı́a os-
cura, Kiselev (2003) presentó nuevas soluciones con simetrı́a
esférica que representan agujeros negros rodeados de quin-
taesencia. Investigaciones basadas en las ideas de Kiselev, se
han centrado en el estudio de cómo la quintaesencia modifi-
ca las secciones de dispersión y absorción en diversos aguje-
ros negros, por ejemplo; Schwarzschild–anti de Sitter con quin-
taesencia estudiado por Ramı́rez et al. (2022), Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom y Bardeen (ver López y Pedraza (2023)).
También, otras soluciones interesantes se han estudiado apli-
cando las ideas de Kiselev, como el agujero negro regular de
Hayward rodeado por quintaesencia en Pedraza et al. (2021).

La motivación para este tipo de estudios radica en que es
difı́cil pensar que la energı́a oscura pueda afectar los alrede-
dores de un agujero negro. Pero la modificación de la métrica
afecta la trayectoria de los rayos de luz y con ello es posible
tener una forma alternativa de medir indirectamente los efectos
de la energı́a oscura en nuestro universo.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En la sec-
ción 2 se presenta el agujero negro de Hayward rodeado de
quintaesencia. En la 3, damos una breve explicación para deter-
minar las expresiones para las secciones de dispersión clásica
y semi-clásica. Presentando las distintas secciones en los casos
especiales de ω = −2/3 y ω = −4/9. En la sección 4 se analiza
las secciones de absorción. Finalmente las conclusiones se dan
en la última sección.

2. Agujero negro de Hayward rodeado de quintaesencia

En las investigaciones sobre la quintaesencia y los agujeros
negros, Kiselev (2003) propuso una nueva solución de la métri-
ca para el espacio-tiempo estático y esféricamente simétrico,
considerando que el tensor energı́a-momento para la quintae-
sencia debe satisfacer;

T ϕϕ = T θθ = −
1
2

(3ω + 1)T r
r =

1
2

(3ω + 1)T t
t , (1)

donde ω se toma como una constante y la condición de
energı́a dominante requiere ρ = Ttt ≥ 0 ( ρ es la densidad
de energı́a) y | 3ω + 1 |≤ 2. Siguiendo las ideas de Kiselev,
nos enfocamos en el elemento de lı́nea (2) del agujero negro de
Hayward rodeado de quintaesencia (Hayw-ω), obtenido en Pe-
draza et al. (2021) y posteriormente un estudio complementario
en Pedraza et al. (2022);

ds2 = − f (r)dt2 +
dr2

f (r)
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (2)

donde

f (r) = 1 −
2Mr2

r3 + 2Mϵ2
−

c
r3ω+1 (3)

Aquı́, M es el parámetro de masa, ϵ es un parámetro rela-
cionado con la constante cosmológica, c es un factor de nor-
malización dependiente de la densidad de quintaesencia (ρq =

− c
2

3ω
r3(ω+1) ) y ω es el parámetro de estado de quintaesencia con

el rango −1 < ω < −1/3. El agujero negro de Schwarzschild
rodeado por la quintaesencia analizado por Fernando (2012) se
obtiene en el caso de ϵ = 0. Cuando c = 0 se obtiene un agujero
negro regular Hayward (2006).

Para c ≤ (ccrit/ϵ
3ω+1) y (Mcrit/ϵ) ≤ M, Hayward con quin-

taesencia puede representar un agujero negro con diferentes
horizontes, donde ccrit y Mcrit están dados por Pedraza et al.
(2021);

Mcrit = −
ϵ
2

A3
(

1
6 A3ω+2

√
C+ 1

2ωA3(ω+1)
)

(1+ 1
2ω)A3(ω+1)+ 1

6 A3ω+2
√

C
(4)

ccrit =
ϵ3ω+1

6

(
A3ω+2

√
C + 6A3ω+1 + 3ωA3(ω+1)

)
, (5)

donde

A =
√

2
6ϵ

√
27ω2(ω−1)+

√
(9ω2+16)(9ω2+15ω+4)2

−60ω−16
(ω+1)ω2 ,

C = 9ω2A2 + 26ω + 1 .

El número de horizontes depende enteramente de la elec-
ción de los valores de los parámetros, diferentes autores por
ejemplo; Fernando (2012) Malakolkalami y Ghaderi (2015) han
observado que al considerar el término quintaesencia emerge un
nuevo horizonte, el horizonte cosmológico (horizonte de quin-
taesencia), que corresponde a un horizonte aparente. Entonces,
como Hayward tiene dos horizontes, Hayw-ω podrı́a tener tres
horizontes; rin (horizonte interior), rext (horizonte exterior) y rω
(horizonte cosmológico).

El horizonte cosmológico nunca se desvanece, cuando solo
queda este horizonte, Hayw-ω describe una singularidad des-
nuda. Las regiones donde el Hayward con quintaesencia tiene
uno, dos o tres horizontes se analizan en Pedraza et al. (2021).

Para un análisis más detallado del comportamiento de Hay-
ward con quintaesencia es necesario elegir un valor de ω. Pro-
ponemos seleccionar el valor de ω = −2/3, el cual representa
un valor intermedio de Mcrit y el valor de ω = −4/9.

En las Fig. 1 y Fig. 2, se muestra la función métrica f (r) (3),
cuando consideramos diferentes valores de c y ϵ fijando a M y
ω, es posible observar que el horizonte rω siempre es mayor a
los otros dos horizontes rin, rext.
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Figura 1: Se muestra el comportamiento de las funciones métricas f (r) de
Hayw-ω. Se nota que el número de los horizontes son tres, dos o uno. Se con-
sidera ω = −2/3, c = 0,12 y M = 1.
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Figura 2: Se muestra el comportamiento de las funciones métricas f (r) de
Hayw-ω. Se nota que el número de los horizontes son tres, dos o uno. Para
el caso ω = −4/9 con c = 0,35 y M = 1.

3. Sección transversal de Dispersión

La interacción de una onda incidente con un agujero ne-
gro se puede entender en términos de tres cantidades; la sec-
ción transversal de dispersión, la sección de absorción y la po-
larización. Parte de la dispersión gravitacional de los objetos
astrofı́sicos se puede describir parcialmente en términos de la
óptica geométrica a través del análisis de las geodésicas. Por
ejemplo, la dispersión de la luz (geodésica nula) que viaja por
el espacio puede ser causada por agujeros negros u otros objetos
astrofı́sicos.

3.1. Dispersión clásica

Un procedimiento comúnmente utilizado en el estudio de
la sección transversal de dispersión, es la aproximación clási-
ca. Para la aproximación clásica de la sección transversal de
dispersión, consideramos que a frecuencias muy altas, la onda
incidente se propaga a lo largo de las geodésicas nulas como en
Collins et al. (1973). Se puede mencionar que al considerar a
la onda que viaja por la geodésica nula, un paquete de ellas se
puede extrapolar sumando las contribuciones de cada una de las
ondas de frecuencias altas.

Las partı́culas de prueba que se propagan a lo largo de
geodésicas nulas son descritas mediante la densidad lagrangia-
na L = − 1

2 ẋµ ẋµ = 0, donde el ”punto”denota la derivada res-
pecto a un parámetro afı́n.

Restringimos el movimiento geodésico al plano θ = π/2
y resolviendo para ṙ2, obtenemos ṙ2 = E2 − Ve f f , donde
Ve f f = f (r) l2

r2 es el potencial efectivo. La energı́a E y el mo-
mento angular l de la partı́cula de prueba se conservan. El
parámetro de impacto para una métrica con simetrı́a esférica
se define como b = l/E y es posible definir a un parámetro de
impacto (bc) asociado a las órbitas crı́ticas.

Una geodésica nula que comienza con el parámetro de im-
pacto bc = b termina en la órbita circular inestable, cuando
b < bc la geodésica nula es absorbida por el agujero negro y sı́
b > bc la geodésica nula es dispersada por el agujero negro.

Un diagrama del comportamiento de las geodésicas disper-
sadas con respecto al parámetro de impacto se muestra en la
figura (3), observando como varia el ángulo de deflexión.
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Figura 3: Diagrama del comportamiento de geodésicas dispersadas, tomado el
valor de ω = −2/3 con ϵ/M = 1,5 c = 0,01 y bc = 8,05811.

Ahora si definimos u = 1/r y consideramos ṙ2 = E2 −Ve f f ,
obtenemos la expresión;(

du
dϕ

)2

=
1
b2 − f (1/u)u2 . (6)

Diferenciando (6) con respecto a ϕ, obtenemos

d2u
dϕ2 = −

u2

2
d f (1/u)

du
− u f (1/u) . (7)

sı́ consideramos d2u
dϕ2 = 0, una raı́z positiva corresponde al

radio de la órbita circular crı́tica para geodésicas nulas uc y sus-
tituyendo en (6) e igualando a cero, se obtiene el parámetro de
impacto crı́tico bc.

En el caso de geodésicas que vienen del infinito a un punto
de inflexión u0, el ángulo de deflexión viene dado por;

Θ (b) = 2ϕ (b) − π , (8)

donde

ϕ =

∫ u0

0
du

(
1
b2 − u2 f (1/u)

)−1/2

. (9)

Con ayuda de (9) es posible obtener el parámetro de im-
pacto b(Θ), y dado que las geodésicas que pasan cerca de rc se
dispersan en ángulos que pueden ser múltiplos de 2π, la sección
transversal total es una suma infinita, asociada con el parámetro
de impacto de la forma;

dσ
dΩ
=

1
sinΘ

∑
b(Θ)

∣∣∣∣∣db(Θ)
dΘ

∣∣∣∣∣ . (10)

donde la suma se toma sobre los ángulos Θ, 2π−Θ, 2π+Θ,
4π − Θ, etc. Para los casos de Θ = 0 y Θ = π se debe aplicar
aproximaciones adecuadas como las discutidas por Dolan et al.
(2006).

3.2. Dispersión semi-clásica

Ahora bien, cuando consideramos ondas parciales en el
fenómeno de dispersión, es necesario considerar la interferen-
cia que se produce entre ondas parciales con diferentes momen-
tos angulares. Esta situación no es considerada por la sección
transversal de dispersión clásica (10). El método aproximado
que considera la interferencia de las ondas para ángulos bajos y
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ondas escalares planas de alta frecuencia (w ≫ 1) es la aproxi-
mación semi-clásica o dispersión Glory analizada por Matzner
et al. (1985). La aproximación de la sección transversal de dis-
persión de agujeros negros esféricamente simétricos está dada
por;

dσg

dΩ
= 2πwb2

g

∣∣∣∣∣ db
dΘ

∣∣∣∣∣
Θ=π

J2
2s(wbg sinΘ) , (11)

con w como la frecuencia de la onda. J2
2s representa la fun-

ción de Bessel de primer orden 2s donde s representa el espı́n,
s = 0 para ondas escalares. El parámetro de impacto de las on-
das reflejadas (θ ∼ π) se denota por bg. Como la aproximación
es semi-clásica, es válido para Mw ≫ 1 (M la masa del agujero
negro). A partir de la aproximación semi-clásica, se sabe que
los anchos de las franjas de interferencia dependen inversamen-
te del parámetro de impacto bg.

3.3. Secciones de dispersión de Hayw-ω

En esta subsección se obtienen las secciones transversales
de dispersión clásica y semi-clásica para Hayw-ω. Aplicamos
integración numérica para obtener el parámetro b y db/dΘ y
posteriormente analizar las secciones de dispersión. Para llevar
acabo el análisis de la secciones transversales de dispersión,
consideramos ω = −2/3 y ω = −4/9. La intención de consi-
derar dos valores distintos de ω radica en observar como los
efectos gravitacionales del agujero negro de Hayw-ω son mo-
dificados en función del comportamiento que pueda adoptar la
energı́a oscura.

El radio rc (uc) de la órbita crı́tica se obtiene de considerar
la ecuación (7) igual a cero, por lo que se resuelve la siguiente
expresión.

(
1 + 2Mu3

cϵ
2
)2 (

2 − 3cu1+3ω
c (1 + ω)

)
− 6Muc = 0 (12)

Al considerar la raı́z de (12) y sustituyéndola en (6) e igua-
lar a cero, obtenemos que el parámetro de impacto crı́tico bc

que está dado por;

b2
c =

u−2−3ω
c A

u−3ω
c − 2Mu1−3ω

c + 2Mu3−3ω
c − cucA

(13)

donde A = 1 + 2Mu3
cϵ

2.
En las figuras (4) y (5), las secciones transversales clásicas

para Hayw-ω se comparan considerando diferentes valores de
ϵ y c (en el caso de que Hayw-ω tenga tres horizontes ). Com-
parando las secciones transversales de dispersión observamos
que Hayw-ω es mayor que la de Hayward (c = 0) en ambos
casos ω = −2/3 y ω = −4/9. Indicando que la presencia de
quintaesencia aumenta la dispersión de las geodésicas nulas, en
otras palabras, el aumento del factor de normalización contribu-
ye a un aumento de la sección transversal clásica del Hayw-ω.
También es posible notar que en ambos casos (ω = −2/3 y
ω = −4/9) no existe diferencia significativa para ángulos pe-
queños y grandes.
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Figura 4: El comportamiento de la sección transversal de dispersión clásica se
muestra variando el valor de c. Para ω = −2/3 con ϵ/M = 0,6 .
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Figura 5: El comportamiento de la sección transversal de dispersión clásica se
muestra variando el valor de c. Para ω = −4/9 y ϵ/M = 0,4.

Las secciones transversales de dispersión semi-clásica para
Hayw-ω con ω = −2/3 y ω = −4/9 se muestran en las figu-
ras (6) y (7) respectivamente. Podemos observar que en el caso
de Hayw-ω la sección de dispersión es cualitativamente similar
para los diferentes valores de ω. Es posible deducir que la inter-
ferencia que se produce entre ondas parciales de dispersión con
diferentes momentos angulares (considerando la aproximación
Glory) es modificada por la presencia de la quintaesencia.

En los resultados semi-clásicos, vemos que los anchos de
las franjas de interferencia aumentan con ω = −4/9 y en el ca-
so de ω = −3/2 disminuyen, pero la diferencia entre Hayw-ω y
Hayward es más notable con ω = −2/3.

También es posible mencionar que en general en la sección
transversal clásica y semi-clásica ( dσ

dΩ )c=0 < ( dσ
dΩ )c,0 es decir, el

efecto de la quintaesencia incrementa el valor de las secciones
de dispersión.
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Figura 6: El comportamiento de la sección transversal de dispersión semi-clási-
ca se muestra variando el valor de c, para ω = −2/3 con ϵ/M = 0,6,
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Figura 7: El comportamiento de la sección transversal de dispersión semi-clási-
ca se muestra variando el valor de c, para ω = −4/9 y ϵ/M = 0,4.

4. Sección transversal de absorción

Un aspecto importante de los agujeros negros es su tasa de
acreción, relacionada con la materia y los campos absorbidos.
La acreción tiene un papel importante en la fenomenologı́a de
los núcleos galácticos activos. En el lı́mite clásico (alta frecuen-
cia), las secciones transversales de absorción están directamen-
te relacionadas con la sombra del agujero negro, en este lı́mite,
la sección transversal de absorción también se denomina sec-
ción transversal geométrica (σgeo = πb2

c). En la aproximación
para bajas frecuencias, la sección transversal de absorción de
los agujeros negros es igual al área del horizonte.

Decanini et al. (2011) mostrarón que en el caso de altas
frecuencias (lı́mite eikonal) la parte oscilatoria de la sección
transversal de absorción se puede escribir en términos de los
parámetros de las órbitas circulares nulas inestables.

La parte oscilatoria de la sección transversal de absorción
en el lı́mite eikonal está definida por;

σosc = −4π
λb2

c

w
e−πλbc sin

(
2πw
Ωc

)
, (14)

donde λ es el exponente de Lyapunov obtenido por Cardoso
et al. (2009);

λ2 =
f (rc)
2r2

c

[
2 f (rc) − r2

c f
′′

(rc)
]
, (15)

donde rc, es el radio de la órbita circular nula inestable y bc

es el parámetro de impacto crı́tico, mientras que la velocidad
angular orbital es

Ωc =

√
fc
r2

c
. (16)

Entonces la sección transversal de absorción en el lı́mite de
altas frecuencias es proporcional a la suma de σosc y σgeo (apro-
ximación sinc)

σsinc ≈ σgeo + σosc . (17)

4.1. Sección de absorción de Hayw-ω

En esta subsección se obtienen las secciones transversa-
les de absorción en la aproximación sinc para Hayw-ω para
ω = −2/3 y ω = −4/9.

El exponente de Lyapunov para ω = −2/3 esta dado por;

λ2
−2/3 =

(
B(crc − 1) + 2Mr2

c

) (
B3(crc − 1) + 36M2r5

cϵ
2
)

B4r2
c

(18)

y para ω = −4/9 es;

λ2
−4/9 =

(
B

(
Cr1/3

c − 1
)
+ 2Mr2

c

) (
B3

(
10Cr1/3

c − 9
)
+ 324M2r5

cϵ
2
)

9B4r2
c

(19)
donde los rc son los obtenidos por las ecuación (12) y

B = 2Mϵ2 + r3
c

Las secciones transversales de absorción para ω = −2/3 y
ω = −4/9 se trazan en las Fig. (8) y Fig. (9), respectivamente
en el caso de la aproximación sinc. Es obvio que la amplitud de
la sección transversal de absorción tiende a cero a medida que
aumenta wM. También muestra que la diferencia de las curvas
es numéricamente significativa con respecto a su amplitud con
valores mayores de wM en ambos casos.

Además, para cada valor ω, es posible mencionar que
σ−4/9 > σ−2/3, también la sección transversal de absorción
correspondiente comienza desde un valor y alcanza un valor
máximo σabs, y decrece asintóticamente. Finalmente, cuando
consideramos ω = −4/9, el comportamiento muestra que las
diferencias ocurren en una escala menor que con ω = −2/3.
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Figura 8: El comportamiento de la sección de absorción en en la aproximación
sinc, se muestra variando el valor de c, para ω = −2/3 con ϵ/M = 0,6.
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Figura 9: El comportamiento de la sección de absorción en en la aproximación
sinc, se muestra variando el valor de c, para ω = −4/9 y ϵ/M = 0,4.

5. Conclusiones

En esta contribución analizamos el agujero negro de Hay-
ward rodeado por quintaesencia en los casos especiales de
ω = −2/3 y ω = −4/9, hemos centrado nuestra atención en
estos casos que permiten un tratamiento relativamente simple
de la propiedades de los agujeros negros rodeados de quintae-
sencia.

Para el análisis de las secciones de dispersión y absorción,
consideramos valores del factor de normalización donde Hayw-
ω tiene tres horizontes. Observamos que las secciones de dis-
persión clásica y semi-clásica para Hayward con quintaesen-
cia son mayores que las corespondientes a Hayward. Es posi-
ble mencionar que en ambos casos, la quintaesencia incremen-
ta el valor de las secciones de dispersión. Para la sección efi-
caz de dispersión semi-clásica, observamos que los anchos de
las franjas de interferencia aumentan en el caso de ω = −2/3.
Entonces, el parámetro de estado de quintaesencia es la causa
de un aumento en la interferencia. Para ω = −2/3, las dife-
rencias entre las secciones transversales son más notorias ya
que los parámetros de impacto es más significativos que para
ω = −4/9.

En el caso de la sección transversal de absorción se utiliza
la aproximación sinc. Es posible denotar que el aumento de c
implica un aumento de la sección eficaz de absorción en am-
bos casos (ω = −4/9 y ω = −2/3), también en ambos casos
la sección eficaz de absorción disminuye asintóticamente con
respecto a la frecuencia.

Se puede denotar que el mayor efecto de apantallamiento en
el efecto gravitacional es observado en la vecindad de ω → −1
(constante cosmológica).

Finalmente es posible mencionar que al considerar el cam-
po de quintaesencia las distintas secciones son modificas, dan-
do lugar a posibles formas indirectas de medir los efectos de la
energı́a oscura en nuestro universo.
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