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Resumen

El presente trabajo propone un regulador no lineal en tiempo discreto para sistemas no lineales tipo descriptor. El diseño está
dividido en dos partes: 1) un estabilizador no lineal calculado por medio del método directo de Lyapunov y modelos convexos, 2) un
regulador lineal calculado a través de las llamadas ecuaciones de Francis-Isidori-Byrnes para modelos descriptores; las condiciones
de diseño de ambas partes están en términos de desigualdades matriciales lineales. A diferencia de la teoría de regulación tradicional,
se propone un exosistema desconocido, es decir, que las trayectorias se generan de forma arbitraria por algún otro sistema o usuario,
un observador de alta ganancia estima dichas señales para utilizarlas, posteriormente, en el diseño del regulador.

Palabras Clave: Regulación a la salida, Sistema Descriptor, Método de Lyapunov, Desigualdad Matricial Lineal, Modelo
Takagi-Sugeno.

Abstract

This work proposes a nonlinear regulator for discrete-time nonlinear descriptor systems. The approach is divided into two parts:
1) a nonlinear stabilizer calculated using the direct Lyapunov method and convex models, 2) a linear regulator calculated through
the so-called Francis-Isidori-Byrnes equations for descriptor models; the designing conditions for both parts are in terms of linear
matrix inequalities. In contrast with traditional regulation theory, it is proposed an unknown exosystem, i.e., the trajectories are
arbitrarily generated by some other system or user, then a high-gain observer estimates the signals to be tracked so they can be used
by the regulator.

Keywords: Output-regulation, Descriptor System, Lyapunov Method, Linear Matrix Inequality, Takagi-Sugeno Models.

1. Introducción

El problema de regulación a la salida es un tema importante
dentro del área de control porque permite realizar seguimiento
de trayectoria, sincronización de sistemas y rechazo a pertur-
baciones. En general, el problema consiste en diseñar una ley
de control tal que la salida de un sistema siga asintóticamente
una referencia deseada y a su vez rechace perturbaciones (Isi-
dori, 1995). En los años 1970 se desarrollan los primeros tra-
bajos sobre teoría de regulación principalmente para sistemas
lineales multivariables, las condiciones son llamadas ecuacio-
nes de Francis (Francis, 1977). Posteriormente, Isidori extendió
la solución para sistemas no lineales mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales llamadas Francis-
Isidori-Byrnes (FIB) (Isidori y Byrnes, 1990). Diversos inves-

tigadores han tratado de dar solución a este problema mediante
los modelos de Takagi-Sugeno (TS) (Takagi y Sugeno, 1985).
Estos modelos se ven como una combinación convexa de mo-
delos lineales; adicionalmente el diseño del controlador puede
ser mediante desigualdades matriciales lineales (LMIs por sus
siglas del inglés Linear Matrix Inequalities) (Boyd et al., 1994).
Por otra parte, el problema de regulación para sistemas descrip-
tores ha sido abordado en varios trabajos de investigación como
(Poblete et al., 2022; Hernández-Cortés et al., 2023).

Los sistemas descriptores mediante ecuaciones diferencia-
les ordinarias (ODEs por sus siglas del inglés Ordinary Diffe-
rential Equations) o ecuaciones algebro-difenciales (DAEs por
sus siglas del inglés Differential-Algebraic Equations) carac-
terizan el comportamiento dinámico de plantas aplicadas a la
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ingeniería como circuitos eléctricos (Wells, 1967; Campbell,
1982), sistemas mecánicos (Duan, 2010) y procesos químicos
(Kumar y Daoutidis, 1998); así mismo, estos modelos mate-
máticos están basados en leyes de la naturaleza como lo son las
leyes de Newton o Kirchhoff o fórmulas empíricas (Belov et al.,
2018; Mahmoud y Singh, 2012). Por otro lado, para una amplia
clase de sistemas (como los mencionados anteriormente), los
valores de las variables dependientes sólo pueden llegar a defi-
nirse en instantes de tiempo discreto debido a la tecnología de
los microprocesadores ya que se utilizan computadoras digita-
les para resolver dichos problemas. Por lo tanto, es conveniente
representar los modelos matemáticos en forma de ecuaciones
en diferencias (Mahmoud y Singh, 2012; Galor, 2007).

Por otra parte, en la teoría de regulación presentada en (Isi-
dori, 1995), las referencias son generadas por un exosistema
cuya dinámica es conocida por el diseñador. No obstante, en
este trabajo se considera que el exosistema es desconocido y
por tanto las trayectorias generadas también lo son. Entonces,
se propone un observador de alta ganancia (HGO por sus siglas
del inglés High-Gain Observer), debido a sus propiedades de
convergencia (Saad et al., 2018), para estimar esas señales de
referencia y entonces usar la información en una adaptación de
las ecuaciones FIB. Por ejemplo, los autores (Hernández-Cortés
et al., 2024) proponen el diseño de un exosistema con base en
HGO que estima las señales de dinámicas que no se encuentran
disponibles, pero que pueden ser medibles y que están acotadas.

Contribución: Este artículo provee condiciones en forma de
LMIs para la regulación de la salida de sistemas descriptores no
lineales. La parte de estabilización en el diseño del controlador
se utiliza los enfoques no cuadráticos, similares a los presenta-
dos en (Guerra y Vermeiren, 2004; Estrada-Manzo et al., 2014).
La obtención de los mapeos Π y Γ es similar y está basado en lo
presentado en (Poblete et al., 2022), adaptado a la solución de
las FIB para sistemas descriptores en tiempo discreto y cuando
el HGO es tomado como el exosistema en la teoría de regula-
ción.

El artículo esta organizado de la siguiente manera: La Sec-
ción 2 proporciona las propiedades y lemas que serán utiliza-
dos en el trabajo. En la Sección 3 se presenta el planteamiento
del problema, el diseño del exosistema con base en un HGO,
así como la discretización del exosistema y el descriptor no li-
neal y la metodología convexa para la representación de siste-
mas descriptores no lineales. Por otra parte, en la Sección 4 se
desarrollan las condiciones LMI para el diseño de una ley de
control que garantice el seguimiento asintótico de alguna re-
ferencia desconocida mientras que en la Sección 5 se ilustran
algunos ejemplos que comprueban el desempeño y efectividad
de la estrategia de control. Finalmente, en la Sección 2 se pre-
sentan algunas conclusiones y trabajo futuro.

2. Preliminares matemáticos

Las siguientes propiedades y notación serán utilizadas a lo
largo del trabajo.

Propiedad 1. (Congruencia) (Bernal et al., 2022) Dada una
matriz R = RT y una matriz A de rango completo. Entonces lo

siguiente se sostiene:

R > 0 =⇒ ARAT > 0.

Lema 1. (Oliveira y Skelton, 2001) Considere un vector χ ∈
Rn,N = N T ∈ Rn×n y W ∈ Rm×n tal que rank(W) < n,
por lo tanto las siguientes expresiones son equivalentes:

1. χT Nχ < 0,∀χ ∈ {χ ∈ Rn, χ , 0,Wχ = 0}.
2. ∃M ∈ Rm×n : MW + WT MT + N < 0.

En expresiones matriciales, un asterisco (∗) representa la
transpuesta del elemento simétrico, es decir:[

A BT

B C

]
=
[
A (∗)
B C

]
;

mientras que para expresiones en línea, representa la transpues-
ta de los términos en la parte izquierda, por ejemplo,

A+B +AT +BT + C = A+B + (∗) + C.

3. Planteamiento del problema

Considere el siguiente modelo descriptor no lineal en tiem-
po continuo:

E(x)ẋ(t) = f(x) + g(x)u(t), y(t) = h(x), (1)

donde x ∈ Rn es el vector de estado, u ∈ Rm es el vector de
entrada, y ∈ Ro es el vector de salida. Los campos vectoriales
f(·) : Rn 7→ Rn, g(·) : Rn 7→ Rm y h(·) : Rn 7→ Ro se asu-
me que son suaves y acotados para todo x ∈ Ω ⊂ Rn, 0 ∈ Ω;
E(·) : Rn 7→ Rn×n, con rank(E(x)) = n, ∀x ∈ Ω.

La tarea consiste en diseñar una ley de control tal que el
sistema en lazo cerrado sea capaz de seguir trayectorias desco-
nocidas a través de un HGO que las estime. Además, se muestra
la discretización del sistema (1) así como la metodología para
construir modelos Takagi-Sugeno exactos.

3.1. Diseño del exosistema con base en un HGO
En los trabajos (Hernández-Cortés et al., 2023, 2024) se di-

seña un HGO como exosistema. Siguiendo la notación ahí es-
tablecida, se define un vector Ψ(t) el cual agrupa las señales
desconocidas:

Ψ(t) =
[
ψ1 ψ2 · · · ψd

]T
donde cada elemento ψj , con j ∈ {1, 2, . . . , d}, corresponde a
las señales de referencia. Entonces, se puede diseñar un HGO
para cada señal y presentarse en una matriz a bloques:

ω̇ = Sω + SHΨ(t), yω = Qrefω, (2)

donde ω ∈ Rq es el vector de estado del exosistema, yω ∈ Rd

es el vector de salidas del exosistema, ahora bien, si Ψ(t) to-
ma la forma de la salida de (2) 1, por tanto el sistema se puede
reescribir como:

ω̇ = Sω + SHQrefω, yω = Qrefω, (3)

1Debido a las altas ganancias del HGO, este se asemeja a la referencia desconocida a seguir, en un intervalo de tiempo muy corto, durante el estado estacionario,
es por ello que podemos asumir que Ψ(t) toma la salida del observador yω = Qref ω (Hernández-Cortés et al., 2024).
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donde
S = block-diag[S1, S2, . . . Sd],

de tal modo que Sj ∈ Rρ×ρ se define como una matriz a blo-
ques

Sj =


− α1

ϵ 1 0 · · · 0
− α2

ϵ2 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

− αρ−1
ϵρ−1 0 0 · · · 1

− αρ

ϵρ 0 0 · · · 0

 ,

Qref=block-diag[Q1, Q2, . . . , Qd],
SH=block-diag[G1, G2, . . . , Gd],

donde Qj ∈ Rd×q y las matrices Gj están definidas como

Gj =
[α1

ϵ

α2

ϵ2
· · · αρ

ϵρ

]T

, ϵ > 0,

ϵ es un número positivo relacionado con la tasa de decaimien-
to de la estimación del error; los coeficientes α1, α2, . . . , αρ se
definen tal que el polinomio

sρ + α1s
ρ−1 + α2s

ρ−2 + · · · + αρ−1s+ αρ,

sea Hurwitz. Sin embargo, un problema al diseñar el HGO es
existe el problema denominado fenómeno pico (peaking phe-
nomenon), ya que el transitorio tiene términos de la forma
(1/ε)e−at/ε, a > 0. En otras palabras, la magnitud del pico
incrementa cuando el valor de ε > 0 es muy pequeño (Khalil
y Praly, 2014). Por otro lado, cuando ρ es demasiado grande se
sigue presentando el fenómeno pico, debido a que las ganan-
cias son proporcionales a 1

ϵ ,
1
ϵ2 , . . . ,

1
ϵρ . Para tratar de minimi-

zar este problema, en este trabajo se considera ρ = 2 como en
(Hernández-Cortés et al., 2023).

3.2. Discretización mediante aproximación de Euler
La aproximación de la derivada en tiempo discreto esta da-

da por ẋ ≈ (xt+1 − xt) /Ts, con t ∈ N siendo la muestra actual
y Ts el tiempo de muestreo. Con base en lo anterior, (1) se dis-
cretiza de la siguiente manera:

E(xt)xt+1 = f̄(xt) + ḡ(xt)ut, yt = h(xt), (4)

con f̄(xt) = E(xt)xt + Tsf(xt) y ḡ(xt) = Tsg(xt). Del mis-
mo modo, (3) se puede discretizar como

ωt+1 = S̄ωt + S̄HQrefωt, yω = Qrefωt, (5)

con S̄ = (TsS + I) y S̄H = TsSH , donde I es la matriz iden-
tidad de la dimensión adecuada.

3.3. Modelado convexo
Considere el sistema en tiempo discreto (4) y asuma que

f̄(xt) + ḡ(xt) = A(xt)xt +B(xt)ut y yt = C(xt)xt, (6)

donde las no linealidades en A(xt), B(xt), C(xt) están bien
definidas en la región Ω. Utilizando la metodología del sec-
tor no lineal de (Ohtake et al., 2001) podemos agrupar to-
dos los términos no constantes p, de E(xt), A(xt), B(xt), y

C(xt), en un vector de premisas z(xt) ∈ Rp. Cada entrada de
z(xt) es acotada ∀x ∈ Ω, por lo que se puede determinar que
zi(xt) ∈ [z0

i , z
1
i ]. Las llamadas funciones de ponderación se

definen como

wi
0(xt)= z1

i − zi(xt)
z1

i − z0
i

y wi
1(xt)=1−wi

0(xt), (7)

que cumplen la propiedad de la suma convexa para todo x ∈ Ω,
es decir,

wi
0(xt) + wi

1(xt) = 1 y wi
0(xt) ≥ 0, wi

1(xt) ≥ 0.

Entonces, los términos no constantes pueden ser expresados co-
mo una suma convexa de sus límites

zi(xt) = wi
0(xt)z0

i + wi
1(xt)z1

i .

Considere

z1(xt) =
1∑

i1=0
w1

i1
(xt)zi1

1 y z2(xt) =
1∑

i2=0
w2

i2
(xt)zi2

2 ;

por convexidad, se tiene lo siguiente

z1(xt) + z2(xt) =
1∑

i1=0
w1

i1
(xt)

1∑
i2=0

w2
i2

(xt)(zi1
1 z

i2
2 )

z1(xt)z2(xt) =
1∑

i1=0
w1

i1
(xt)

1∑
i2=0

w2
i2

(xt)(zi1
1 z

i2
2 ).

Una vez más, debido a la convexidad se pueden construir las
llamadas funciones de membresía

hi(xt) = w1
i1

(xt)w2
i2

(xt) · · ·wp
ip

(xt), i ∈ {1, 2, . . . , 2p},

donde i ∈ {1, 2, · · · , 2p}, i1, i2, . . . , ip ∈ {0, 1} y el conjun-
to de índices [i1i2 · · · ip] es tal que se obtiene una represen-
tación binaria p dígitos de (i − 1). Por ejemplo, si p = 3,
h4(xt) = w1

0(xt)w2
1(xt)w3

1(xt), y el conjunto [011]. Por cons-
trucción, las funciones de membresía también cumplen la pro-
piedad de suma convexa:

2p∑
i=1

hi(z(xt)) = 1 y hi(z(xt)) ≥ 0, i ∈ {1, 2, ..., 2p}.

Finalmente (4) es representado por el modelo TS exacto:

2p∑
i=1

hi(z(xt))Eixt+1 =
2p∑

i=1
hi(z(xt)) (Aixt +Biut) ,

yt =
2p∑

i=1
hi(z(xt))Cixt,

(8)

donde los vértices se calculan tal que

(Ai, Bi, Ci, Ei)=(A(xt), B(xt), C(xt), E(xt)) |hi=1,

para i ∈ {1, 2, . . . , 2p}. Para facilitar la lectura del documento,
se utilizará la siguiente notación corta. Para una suma convexa
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se tiene lo siguiente: Υh =
∑2p

i=1 hi(z(xt))Υi, mientras que la
inversa de una suma convexa es

Υ−1
h =

( 2p∑
i=1

hi(z(xt))Υi

)−1

,

el adelanto de una suma convexa se define como

Υh+ =
2p∑

k=1
hk(z(xt+1))Υk,

y una doble suma convexa puede ser expresada como

Υhh =
2p∑

i=1

2p∑
j=1

hi(z(xt))hj(z(xt))Υij .

Haciendo uso de la notación de propiedades convexas, el
sistema (8) puede ser expresado en notación corta como

Ehxt+1 = Ahxt +Bhut, yt = Chxt.

Uno de los objetivos para diseñar controlado-
res/observadores a través modelos TS (convexos) es que las
condiciones estén en forma de LMIs; para esto se utiliza el mé-
todo directo de Lyapunov. Entonces, en el proceso de diseño se
presentan sumas convexas dobles o tripes, por lo tanto, para ob-
tener condiciones LMI, es necesario removerlas sabiendo que
siempre son positivas y suman uno (Bernal et al., 2022). Para
tal fin, existen diversas metodologías, entre las que destacan las
presentadas por (Tuan et al., 2001; Liu y Zhang, 2003; Wang et
al., 1996). En este trabajo se hará el uso de una adaptación de
la relajación de (Tuan et al., 2001):

Lema 2 (Lema de Relajación). Sea la siguiente desigualdad
matricial

2p∑
i=1

2p∑
j=1

2p∑
k=1

hi(z(xt))hj(z(xt))hk(z(xt+1))Υk
ij < 0,

donde Υk
ij = (Υk

ij)T , (i, j, k) ∈ {1, 2, . . . , 2p} son matrices de
dimensiones apropiadas; entonces la desigualdad anterior se
cumple si las siguientes LMIs son factibles

2
2p−1Υk

ii+Υk
ij +Υk

ji<0, ∀(i, j, k) ∈ {1, 2, . . . , 2p}. (9)

Observación 1. El sistema convexo (8) es no lineal y gracias a
que fue calculado a través del método del sector no lineal es al-
gebraicamente equivalente a (4). Sin embargo, con el fin de es-
tudiar la estabilidad en el origen o desarrollar estabilizadores,
se emplea el método directo de Lyapunov y gracias a la con-
vexidad de (8), es posible derivar condiciones de análisis y/o
diseño en términos de LMIs que son numéricamente tratables
a través de software comercial (Gahinet et al., 1994). Debido a
lo anterior, las conclusiones o diseños que se obtienen a partir
del modelo convexo aplican directamente al sistema no lineal
(4). Desde sus orígenes (Takagi y Sugeno, 1985), los investiga-
dores han dedicado esfuerzos en reducir la conservatividad del
enfoque, a través de: distintos modelos convexos, distintas fun-
ciones de Lyapunov candidatas, distintas estructuras para las

leyes de control/observación, distintos esquemas de relajación
de sumas convexas, etcétera (Bernal et al., 2022).

3.4. Teoría de regulación con HGO

Considere la linearización alrededor del origen de (4):

Ext+1 = Axt +But, yt = Cxt, (10)

donde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Ro×n, E ∈ Rn×n y el
HGO como el exosistema dado en (3). El objetivo de regula-
ción a la salida es diseñar un controlador tal que el error de
seguimiento, definido como et = yt − yω cumpla con

ĺım
t→∞

et = 0.

Lo anterior es posible si existen ganancias F ∈ Rm×n, Π ∈
Rn×q , y Γ ∈ Rm×q que permitan construir la siguiente ley de
control

ut = Fxt − FΠωt + Γωt (11)

tal que

A+BF sea Hurwitz.

xss(t) = Πω(t) y uss(t) = Γω(t).

Siguiendo los resultados dados por (Lin y Dai, 1996;
Hernández-Cortés et al., 2023), las ecuaciones FIB tradiciona-
les son adaptadas para sistemas descriptores (10) y del mismo
modo cuando el exosistema es considerado un HGO discreti-
zado (5), entonces el problema de regulación a la salida tendrá
solución si y sólo si se satisfacen las siguientes ecuaciones:

EΠS̄ + EΠS̄HQref = AΠ +BΓ
0 = CΠ −Qref .

(12)

Si el conjunto de ecuaciones anterior se cumple, la ley de con-
trol está dada por (11).

4. Resultados teóricos

En esta sección se presentan las contribuciones del traba-
jo: a) condiciones LMI para el diseño de una ley de control no
lineal que estabilice el origen del sistema y b) condiciones, tam-
bién LMI, para el cálculo de los mapeos encargados de realizar
el seguimiento de trayectoria. Entonces, se propone la siguiente
ley de control no lineal:

ut = F(xt)xt − F(xt)Πωt + Γωt, (13)

donde F(xt) ∈ Rm×n es la ganancia no lineal del estabiliza-
dor, Π ∈ Rn×q y Γ ∈ Rm×q son los mapeos necesarios para
realizar regulación en el sentido de Isidori. Note que este con-
trolador es un caso general de (11).

4.1. Estabilizador no lineal por medio de LMIs

Para la parte de estabilización, considere el modelo descrip-
tor convexo (8) y la ley de control no lineal:

ut = F(xt)xt, F(xt) = FhH
−1
h , (14)
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donde

Fh =
2p∑

j=1
hj(z(xt))Fj y H−1

h =

 2p∑
j=1

hj(z(xt))Hj

−1

,

con Fj ∈ Rm×n, Hj ∈ Rn×n, j ∈ {1, 2, . . . , 2p}; conside-
rando que Fh, Hh son de estructura convexa y dependen de
las mismas funciones de ponderación de (8), es una adapta-
ción de la propuesta por Estrada-Manzo et al. (2014) y ge-
neralizada en (Estrada-Manzo et al., 2015). La ley de control
que se propone es conocida como non-PDC (Bernal et al.,
2022). El sistema (8) bajo la ley de control (14) resulta en
Ehxt+1 = (Ah + BhFhH

−1
h )xt mismo que puede expresar-

se como [
Ah +BhFhH

−1
h −Eh

][ xt

xt+1

]
= 0. (15)

Note que lo anterior tiene la forma Wχ = 0 del Lema 1.
Con esto en mente se tiene lo siguiente:

Teorema 1. El origen x = 0 del sistema (4), bajo la ley
de control (14), es asintóticamente estable si existen matrices
Pj = PT

j ∈ Rn×n, Hj ∈ Rn×n, Fj ∈ Rm×n, ∀i, j, k ∈
{1, 2, . . . , 2p} tal que Pj > 0 y las LMIs (9) se satisfagan con

Υk
ij =

[
−Pj (∗)

AiHj +BiFj −EiHk −HT
k E

T
i + Pk

]
. (16)

Prueba 1. Considere la función candidata de Lyapunov:

V (xt) = xT
t H

−T
h PhH

−1
h xt, (17)

Pj =PT
j ∈ Rn×n, j ∈ {1, 2, . . . , 2p}. La variación de (17) es

∆V (xt+1) = xT
t+1H

−T
h+ Ph+H−1

h+ xt+1 − xT
t H

−T
h PhH

−1
h xt.

Para poder hacer uso de Lema 1, la expresión anterior puede
ser expresada en la forma χT Nχ

∆V (xt+1) =
[
xt

xt+1

]T[−H−T
h PhH

−1
h 0

0 H−T
h+ Ph+H−1

h+

][
xt

xt+1

]
. (18)

Por lo tanto, (15) y (18) pueden agruparse mediante el Lema 1:

M
[
Ah+BhFhH

−1
h −Eh

]
+(∗)

+
[
−H−T

h PhH
−1
h 0

0 H−T
h+ Ph+H−1

h+

]
< 0,

(19)

donde M =
[

0
H−T

h+

]
∈ R2n×n. Por medio de la pro-

piedad de congruencia, es decir, pre-multiplicando (19) con[
HT

h 0
0 HT

h+

]
y post-multiplicando por

[
Hh 0
0 Hh+

]
, se obtie-

ne [
−Ph (∗)

AhHh +BhFh −EhHh+ −HT
h+ET

h + Ph+

]
< 0.

Finalmente aplicando el Lema 2 de relajación se obtiene el re-
sultado deseado (16).

Las LMIs del Teorema 1 pueden mejorarse en términos de
la tasa de decaimiento, es decir, la velocidad de convergencia
del vector de estado al origen (Tanaka y Wang, 2001); esto se
puede hacer al considerar la misma función candidata de Lya-
punov (17) junto con la condición ∆V (xt) ≤ (β2 − 1)V (xt),
0 < β2 < 1, (Bernal et al., 2022, Teorema 4.5). El siguiente
resultado proporciona LMIs para dicha tarea.

Corolario 1. El origen x = 0 del sistema (4), bajo la ley de
control (14), es asintóticamente estable, con una tasa de decai-
miento β < 1, 0 < β2 < 1 si existen matrices Pj=PT

j ∈ Rn×n,
Hj ∈ Rn×n, Fj ∈ Rm×n, j ∈ {1, 2, . . . , 2p} tal que Pj > 0 y
las LMIs (9) se satisfacen con

Υk
ij =

[
−β2Pj (∗)

AiHj +BiFj −EiHk −HT
k E

T
i + Pk

]
(20)

para (i, j, k) ∈ {1, 2, . . . , 2p}.

Prueba 2. El desarrollo es similar la demostración del Teore-
ma 1, pero considerando ∆V (xt) ≤ (β2 − 1)V (xt).

Observación 2. Con el fin de evitar saturar los actuadores y
por tanto dañarlos, se debe acotar la magnitud de la señal de
entrada ut ∈ Rm; esto es posible por medio de ||ut|| < µ para
µ > 0 o a través de las siguientes LMIs (Tanaka y Wang, 2001):[

Pj (∗)
Fj µ2I

]
≥ 0,

[
1 (∗)

x(0) Hj +HT
j − Pj

]
≥ 0, (21)

∀j{1, 2, . . . , 2p}, donde x(0) es la condición inicial.

A continuación se proponen condiciones para resolver (12)
a través de un problema de optimización convexa.

4.2. Condiciones LMI para obtener Π y Γ
En (Bernal et al., 2012), se muestra que las ecuaciones pue-

den aproximarse mediante un problema de minimización ele-
mento a elemento, es decir, M(x) − N(x) = 0, donde M(x)
y N(x) son funciones de matriciales lineales continuamente
diferenciables de la variable de decisión x, pueden resolver-
se como un problema de minimización: min ε > 0 : −ε ≺
M(x) −N(x) ≺ ε, lo cual se expresa como

min ε > 0 :
{
M(x) −N(x) − ε ≺ 0
M(x) −N(x) + ε ≻ 0 ,

donde ≺ y ≻ representan menor que y mayor que elemento a
elemento, respectivamente.

Observación 3. La solución de las ecuaciones FIB (12) pue-
de aproximarse mediante un problema de optimización LMI, es
decir,

min ε > 0 tal que:

− ε ≺
[
AΠ+BΓ−EΠS̄−EΠS̄HQref 0

0 CΠ−Qref

]
≺ ε.

(22)

En la secciones previas se han presentado condiciones LMI pa-
ra el diseño de: 1) una ganancia no lineal F(xt) y 2) obtención
de los mapeos lineales Π y Γ.
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Figura 1: Esquema de control propuesto.

Observación 4. La salida del sistema no lineal (4) sigue una
señal desconocida Ψ(t), si existe una ley de control no lineal
(13) donde la ganancia de estabilización F(xt) se calcula a
partir de condiciones LMI en el Teorema 1, la restricción de la
entrada (21) y las ganancias Π y Γ se obtienen del problema
de minimización LMI en la Observación 3. La Figura 1 pre-
senta un esquema de la propuesta: se puede observar que la
señal no modelada Ψ(t) entra al exosistema diseñado a partir
de HGO; además, los estados del exosistema así como los de
la planta influyen en la ley de control, la cual es implementada
en el sistema no lineal (4), con el fin de cumplir el objetivo de
regulación.

5. Ejemplos numéricos

En esta sección se presentan dos ejemplos con el fin de ilus-
trar y validar cómo nuestra propuesta funciona. El primero es
numérico y el segundo mostrando la aplicabilidad a un sistema
físico mediante simulación. Los resultados numéricos de esta
sección fueron obtenidos por medio del LMItoolbox (Gahinet
et al., 1994) de MATLAB R2021a, los resultados en simula-
ción mediante el solucionador fixed-step (discrete) con un paso
de simulación de 0.01 s.

Ejemplo 1. Sea el sistema descriptor no lineal discretizado (4)
con:

E(xt) =
[

0.8 0.5 + 0.3η
0.3η 0.6

]
, ḡ(xt) =

[
0.1Ts

0.8Ts

]
,

f̄(xt) =
[

0.8 − 0.4Ts 103Ts + 0.3η
1.05Ts

sin x1
x1

+ 0.3η 0.2 + 0.2Ts

]
xt,

con η = (1 + x2
2)−1, la salida yt = x1, dentro de la re-

gión Ω = {x ∈ Rn : |x1| ≤ π, |x2| ≤ 1}, los términos
no lineales z1 = η ∈ [0.5 1], z2 = sin x1

x1
∈ [0 1], las fun-

ciones de ponderación w1
0 = z1

1−η

z1
1−z1

0
, w1

1 = 1 − w1
0, w

2
0 =

(z1
2 − sin x1

x1 )/(z1
2 − z0

2), w2
1 = 1 − w2

0 , con funciones de mem-
bresía h1 = w1

0w
2
0 , h2 = w1

0w
2
1 , h3 = w1

1w
2
0 y h4 = w1

1w
2
1 .

Las matrices vértice son:

E1 =E2 =
[
0.8000 0.6500
0.1500 0.6000

]
, E3 =E4 =

[
0.8000 0.8000
0.3000 0.6000

]
,

A1 =
[
0.7960 1.1800
0.1500 0.2020

]
, A2 =

[
0.7960 1.1800
0.1605 0.2020

]
,

A3 =
[
0.7960 1.3300
0.3000 0.2020

]
, A4 =

[
0.7960 1.3300
0.3105 0.2020

]
,

Bi =
[
0.0010
0.0080

]
, Ci =

[
1
0

]T

, i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Para el HGO en forma de exosistema se considera α1 =
4, α2 = 5, ϵ = 0.28, resultando

S̄=
[

0.8571 0.0100
−0.6378 1

]
, S̄H =

[
0.1429
0.6378

]
, Qref =[1 0].

Siguiendo la metodología dada en la Observación 4, tenemos
que las LMIs del Corolario 1 y las desigualdades (21) de la
Observación 2 son factibles para Ts = 0.01, µ = 20, β =
0.85, x(0) = [−0.9 0.9]T , resultando las siguientes ganancias

F1 =
[
−6.7064 −16.6059

]
, F2 =

[
−7.3662 −16.4829

]
,

F3 =
[
−25.0453 1.1936

]
, F4 =

[
−26.4470 2.8836

]
,

H1 =
[

13.3270 −7.3641
−8.8770 5.9885

]
, H2

[
12.9592 −7.2053
−8.6918 5.9266

]
,

H3 =
[

4.7167 −1.5551
−2.2774 1.5584

]
, H4 =

[
4.5282 −1.5013

−2.1573 1.4953

]
,

P1 =
[

3.8448 −1.8693
−1.8693 2.0476

]
, P2 =

[
3.6530 −1.8209

−1.8209 2.0745

]
,

P3 =
[

1.8939 −0.0098
−0.0098 0.5131

]
, P4 =

[
1.8397 −0.0065

−0.0065 0.4699

]
.

Además las LMIs de la Observación 3 también son factibles con
ε = 6.8975 × 10−12 resultando

Π =
[

1 0
0.0454 0.0137

]
y Γ =

[
−3.6516 1.0916

]
.

Para Ψ(t) = π/15 sin(π/1.5t)+π/15 sin(π/5t) como la señal
de referencia y procesándola a través de un retenedor de orden
cero, los resultados se muestran en simulación para condicio-
nes iniciales ω(0) = [0.5 − 0.5]T . En la Figura 2 podemos
observar la salida del sistema no lineal x1, siguiendo la señal
de referencia ω1, mientras que en la Figura 3 se muestra el
error de seguimiento el cual oscila alrededor de cero. Por otra
parte, la señal de control se ilustra en la Figura 4 la cual se
mantiene acotada, respetando la restricción µ.

0 5 10 15 20 25 30
-1

-0.5

0

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8

0.05
0.1

0.15
0.2

Figura 2: Salida de la planta x1 y salida del exosistema ω1.
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Figura 3: Error de seguimiento e = yt − yω = x1 − ω1.
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Figura 4: Señal de control.
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Figura 5: Estimación de señal.

Finalmente, en la Figura 5 se muestra la estimación de
Ψ(t), y se puede ejemplificar el por que Ψ(t) de (2) toma la
salida de (3), debido a las altas ganancias del HGO esta se
asemeja a la salida desconocida a seguir, en un inervarlo de
tiempo muy pequeño.

Adicionalmente, para ilustrar las ventajas de la forma des-
criptor (4), y considerando que E(xt) es invertible, en compa-
ración con las formas tradicionales xt+1 = f̃(xt)+g̃(xt)ut, te-
nemos f̃(xt) = E−1(xt)f̄(xt) y g̃(xt) = E−1(xt)ḡ(xt). Para
construir el estabilizador (14), utilizamos las LMIs del Corola-
rio (1) junto con las de la Observación 2 para ambos casos, es
decir, para el caso tradicional se tienen tres términos no cons-
tantes z1 = η, z2 = sin x1

x1
y z3 = 1/(0.48 − .09η2 − 0.15η),

lo que genera r = 8 y matrices vértice nuevas, donde Ei = I ,

i ∈ {1, 2, . . . , 8}. El experimento consiste en fijar la tasa de
decaimiento en β = 0.89 y x(0) = [−0.9 0.9]T para ambos
casos, se busca disminuir el valor de µ pues es la cota de la en-
trada. Para el esquema descriptor µ = 12.544 las LMIs corres-
pondientes son factibles mientras que para la forma tradicional
tenemos que las LMIs dejan de ser factibles en µ = 16.698, es
decir, el esquema descriptor permite el ahorro de energía en
actuadores. Ahora bien, para considerar las LMIs propuestas
en (Estrada-Manzo et al., 2014, Teorema 2) es necesario sepa-
rar las no linealidades de los lados derecho e izquierdo de (4),
es decir, hay dos familias de funciones de membresía; al hacer
esto, las LMIs dan factibles para µ = 12.654.

Ejemplo 2. Considere un péndulo simple (ver Figura 6) mode-
lado a partir del enfoque de Euler-Lagrange.

M(θ)θ̈ + Co

(
θ, θ̇
)
θ̇ +G (θ) = τ,

donde θ es el ángulo entre la vertical y el brazo del pén-
dulo y θ̇ su velocidad, M(θ) = RmI

Km
, Co

(
θ, θ̇
)

= Kb y

G (θ) = Rmmgl sin(θ)
Km

. La Tabla 1 presenta los parámetros del
sistema. Para poder obtener una representación en modelo des-
criptor, se elige a x1 = θ y x2 = θ̇ como los estados del siste-
ma, además, se considera τ = km

Rm
Vm − KmKb

Rm
θ̇ con Vm = ut.

Entonces, mediante la aproximación de Euler (ver Sección 3.2),
se obtiene su representación en forma descriptor en tiempo dis-
creto (4) con los siguientes valores:

E(xt) =
[
1 0
0 RmI

Km

]
, ḡ(xt) =

[
0
Ts

]
,

f̄(xt) =
[

1 Ts

−Ts

(
Kb −

(
Rmglm

sin(x1)
x1

)
/Km

)
RmI
Km

]
xt,

y h(xt) = x1 como un salida lineal.

Tabla 1: Parámetros de péndulo simple.
Variable Descripción Valor
m Masa del péndulo 0.086 kg
l Longitud de péndulo 0.2741 m
I Momento de inercia 0.07716251 Kg·m2

Rm Resistencia de armadura del motor 1.9 Ω
Kb Constante del torque del motor 0.01672 N· m/A
Km Constante de la fuerza electromotriz 0.01672 V/(rad/s)
Vm Voltaje de la fuente V
g Constante gravitacional 9.8 m/s2

Figura 6: Diagrama péndulo simple.
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Considere la región de operación Ω = {x ∈ Rn : |x1| ≤
0.5236rad}, los términos no lineales z1 = sin(x1)

x1
∈ [0.95, 1].

La funciones de pertenencia w1
0(·) = z1

1 − sin(x1)
x1

/z1
1 −

z0
1 , w

1
1(·) = 1 − w1

0 , con Ts = 0.01. Además, α1 = 4, α2 =
7, ϵ = 0.7 para el HGO en forma de exosistema:

S̄=
[

0.9429 0.0100
−0.1429 1.0000

]
, S̄H =

[
0.0571
0.1429

]
, Qref =

[
1 0

]
,

considerando los parámetros de la Tabla 1, con µ = 20,
β2 = 0.777, x(0) = [0.0873 − 0.0873]T las condiciones del
Corolario 1 y las LMIs (21) de la Observación 2 son factibles y
dan las siguientes ganancias:

F1 =
[
−1.8921 −4.5572

]
, F2 =

[
−1.9173 −4.4068

]
,

H1 =
[

0.0225686 −0.0651775
−0.2842111 2.8407313

]
,

H2 =
[

0.0225518 −0.0650821
−0.2837211 2.8297724

]
,

P1 =
[

0.0202296 −0.0410736
−0.0410736 0.4026723

]
,

P2 =
[

0.0201990 −0.0409231
−0.0409231 0.3998021

]
.

Las LMIs para el cálculo de los mapeos (22) son factibles con
ε = 5.3814 × 10−14 de lo cual resultan las siguientes ga-
nancias Π = I y Γ =

[
−14.0082 14.1107

]
. Los resulta-

dos en simulación consideran condiciones iniciales w(0) =
[0.0873 −0.0873]T , la señal como Ψ(t) = π/18 sin(π/3 ·t)+
π/18 sin(π/2 · t). La Figura 7 muestra la salida del sistema no
lineal x1 y la señal de referencia a seguir, considerando la sub-
gráfica presentada en está como un zoom en la señales, con el
fin de poder observar con un poco de detalle la señal discreta,
mientras que en la Figura 8 se muestra el error de seguimiento
el cual se encuentra oscilando alrededor de cero. La señal de
control se muestra en la Figura 9 note que es acotada y respeta
el voltaje de restricción µ impuesto por las características del
motor y finalmente, en la Figura 10 la señal desconocida Ψ(t),
así mismo como la estimación de dicha señal a través de ω1.

Conclusiones

Se ha presentado el diseño de un regulador no lineal para
sistemas descriptores no lineales en tiempo discreto; la salida
del sistema en lazo cerrado sigue una referencia no conocida
gracias a un observador de alta ganancia. Las condiciones de
diseño están en forma de LMIs. Dos ejemplos ilustran el desem-
peño de la propuesta. Como trabajo a futuro se buscará diseñar
un regulador no lineal que asegure el seguimiento asintótico de
la referencia.
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