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Resumen

Las herramientas didacticas y la tecnologia de la informacién actuales, al ser aplicadas a la enseflanza de las ciencias, permiten
demostrar y divulgar de manera atractiva y cautivante las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales por medio de experimentos
basicos que motivan a los estudiantes a profundizar en el tema al encontrar un sentido practico a las formalidades que se les trans-
miten en los salones de clase y que es comin que perciban como un obstidculo que casi nunca contribuye a mejorar su desempefio
profesional. Las ecuaciones diferenciales ordinarias son herramientas fundamentales para las diversas ramas de las ciencias y la
ingenieria, dado que son ampliamente utilizadas en la descripcién formal de los fendmenos y procesos involucrados en el desarrollo
tecnolégico. Dada su importancia, en los programas de estudio de educacidn superior en ingenieria, son de suma importancia los
cursos dedicados al tema de las ecuaciones diferenciales, donde se abordan los métodos analiticos y numéricos utilizados para su
solucion. En este trabajo se proponen dos ejemplos de aplicacién de las ecuaciones diferenciales al estudio de sistemas fisicos,
utilizando una tarjeta Arduino Due y el ambiente de programacién JupyterLab.

Palabras Clave: Modelado de sistemas, Solucién numérica de ecuaciones diferenciales, Herramientas computacionales para a la
enseflanza.

Abstract

The teaching tools and current information technology, when applied to science teaching, allow the applications of differential
equations to be demonstrated and disclosed in an attractive and captivating way through basic experiments that motivate students
to delve deeper into the subject by finding a practical meaning to the formalities that are transmitted to them in the classrooms
and that they commonly perceive as an obstacle that seldom contributes to improving their professional performance. Ordinary
differential equations are fundamental tools for the various branches of science and engineering since they are widely used in
the formal description of the phenomena and processes involved in technological development. Given their importance, in higher
education study programs in engineering, courses dedicated to differential equations are of utmost importance, where the analytical
and numerical methods used for their solution are addressed. In this work, two examples of the application of differential equations
to the study of physical systems are proposed, using an Arduino Due card and the JupyterLab programming environment.

Keywords: System modeling, Numerical solution of differential equations, Computational tools for teaching.

1. Introduccién la necesidad de ofrecer a los estudiantes cursos de formacion
en ciencias bdsicas que incluyan al menos uno de ecuaciones
diferenciales. En este contexto, han sido muchos los esfuerzos
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ras que logren atrapar la atencién de los estudiantes, para que
den el seguimiento necesario a sus cursos tedricos en el ambito
de las matemdticas y su utilidad con el proceso de solucién de
problemas y desarrollo de productos, aspectos en los que esti
involucrado el modelado matematico de sistemas dindmicos y
de control. La incorporacién de interfaces web no es un tema
nuevo en el ambito educativo en el drea de ingenieria. En traba-
jos como (Castilla y Pefa, 2023; Zdfiga Lopez y Avilés-Cruz,
2020; Panagiotopoulos y Manolis, 2016; Laky et al., 2023) se
presentan aplicaciones basadas en navegador web como com-
plemento y refuerzo a cursos tedricos como andlisis de sefales,
mecdénica de fluidos y procesos en la industria farmacéutica.

Los dltimos avances en el dmbito de la programacién orien-
tada a objetos han permitido la proliferacién de recursos para
la difusién de cédigo en diversos lenguajes de programacion en
forma de foros en los que muchos usuarios comparten valiosas
piezas de cddigo que coadyuvan a la integracién de soluciones
para diversos proyectos, ya sea para los entusiastas de la pro-
gramacion y la electrénica, como para los docentes que buscan
captar la atencién de sus estudiantes, involucrdndose en el am-
biente en el que suelen consultar informacion y se ha vuelto
una parte fundamental de su técnica de estudio; el navegador de
Internet. EI ambiente Jupyter Notebook permite la creacién de
contenido interactivo, usando un navegador web, para compar-
tir fundamentos tedricos de la mds estricta formalidad que se
complementa con c6digo que permite desarrollar précticas con
resultados numéricos para su validacién e incluso incluir ex-
perimentos con un nivel de detalle que antes era inimaginable,
incorporando poderosas herramientas computacionales como el
software MATLAB™ (Kamen, 2007).

El presente trabajo tiene por objetivo presentar los avances
de un esfuerzo hecho por los autores para mejorar la experien-
cia de aprendizaje en el tema de ecuaciones diferenciales, utili-
zando un cuadernillo de précticas en un formato innovador que
involucra un par de experimentos cldsicos de modelado, con-
tenidos en un texto de narrativa sencilla y el uso del hardware
abierto Arduino para la generacién de una tarjeta de adquisi-
cién de datos de bajo costo. Las principales aportaciones del
presente trabajo son las siguientes:

1. La evaluacién de un cuadernillo de précticas del método
de Runge-Kutta para la soluciéon numérica de ecuacio-
nes diferenciales con experimentos, basado en navegador
web.

2. La aplicacién de un sistema de adquisicion de datos de
arquitectura abierta, basado en Arduino, con una preci-
sién de 12 bits y una frecuencia de muestreo maxima de
100 kHz.

3. La validacién numérica y experimental del modelo ma-
tematico de dos sistemas dinamicos, clasicos en la litera-
tura en un contexto didactico e interactivo.

4. El uso del lenguaje Python como alternativa al software
de matematicas de alto desempeifio y alto costo, reducien-
do el consumo de recursos computacionales y costos de
licencias.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente mane-
ra: En la Seccion 2 se presentan los fundamentos tedricos del
método numérico evaluado para la simulacion de los dos siste-
mas que se proponen. En la Seccidn 3 se describen los aspectos

principales de las dos sistemas fisicos propuestos como experi-
mentos. En la Seccién 4 se describe la integracién del ambien-
te Jupyter con los experimentos, en la Seccién 5 se presentan
los resultados experimentales mas relevantes y finalmente en la
Seccidn 6 se presentan algunas conclusiones.

2. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales

Los métodos de Runge-Kutta se utilizan para encontrar la
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), que en
forma genérica se expresan como:

dy
X
donde x es la variable independiente. Los métodos de Runge-
Kutta (RK) se expresan en forma generalizada usando la si-
guiente expresioén (Chapra et al., 2006):

Y1) = Yi + @(xi, yi, h)h, ()

donde % es el paso o incremento, relacionada en la parte experi-
mental con el periodo de muestreo, por otra parte, ¢(x;, y;, h) se
denomina funcién de incremento, misma que puede interpretar-
se como una pendiente que es representativa en el intervalo de
andlisis, la funcién ¢ adquiere la forma:

<p=a1k|+a1k1+~-+a,,k,,. (3)

Los coeficientes a; son constantes y los términos k; se determi-
nan como:

kl = f(xi,)’i), (4’)
ky = f(x;i + p1h,y; + quikih), ©)
k3 = f(x; + pah,yi + guikih + g22koh), (6)

kn = [+ papih,yi + guorikih + quo12koh + -+ (7)
+qn—1,nkn—lh); (8)

donde los términos p; y g; son constantes. Ademads, los térmi-
nos k son relaciones de recurrencia. Es decir, k; aparece en la
ecuacion k;;1, la cual aparece en la ecuacion k45, etc. Esta ca-
racteristica vuelve eficientes a los métodos RK para ser aplica-
dos utilizando una computadora, dado que la recurrencia per-
mite un uso mds eficiente de la memoria y los recursos de la
computadora, al evitar el congelamiento del sistema operativo,
dado que limita el uso excesivo de la memoria destinada a la
ejecucion del programa.

El mas popular de los métodos RK es el de cuarto or-
den. Como en el caso de los procedimientos de segundo orden,
hay un nimero infinito de versiones. La siguiente, es la forma
comunmente usada y, por lo tanto, se conoce como el método
clasico RK de cuarto orden (Chapra et al., 2006; Zill, 1997)

yiet =3+ ¢ 1+ 2k + 2k 4 k) ©)
con:
ky = f(xi,yi), (10)
ky = f(xi +3h,y; + %klh), (11)
ks = f(xi +3h,y; + %kzh), (12)
ky = f(xi +h,y; + k3h). (13)
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El método de Runge-Kutta se encuentra en las librerias bési-
cas de software de matemdticas como MATLAB™ y Octave
como un importante auxiliar en las simulaciones de sistemas
dindmicos, en el formato de simulacién grafica por medio de
diagramas de bloque y la simulacién numérica por medio de la
linea de comandos. En el presente trabajo se reporta la evalua-
ci6én del método de Runge-Kutta de hasta cuarto orden en dos
ejemplos practicos, incluido en un cuadernillo de practicas en
formato de pagina web.

3. Dos ejemplos de aplicacion.

En este trabajo, se propone el uso de mediciones de las va-
riables significativas de dos sistemas fisicos diferentes. Se ex-
presan las ecuaciones diferenciales que describen a los sistemas
propuestos como ejemplos y se aborda la solucién numérica de
los modelos planteados utilizando el método de Runge-Kutta.
Se presenta un contraste de los resultados numéricos con los
obtenidos con las mediciones fisicas. En la presente propuesta,
la tarjeta de adquisicién de datos es una tarjeta Arduino Due,
mientras que las plantas experimentales son un circuito RLC,
en el que la variable de salida es el voltaje en el capacitor y una
figura de madera anclada a un resorte para simular un sistema
masa-resorte-amortiguador, en el que se mide la aceleracion.

3.1.  Primer ejemplo: Circuito resistencia, bobina y capacitor
en serie.

Un ejemplo clésico de aplicacién consiste en el andlisis de
corriente y voltaje de un circuito que consta de una resistencia,
un capacitor y un inductor en serie como se muestra en la Figura
1 donde se presenta el diagrama esquematico del circuito pro-
puesto, en el que la variable a analizar es el voltaje v., medido
en el capacitor C.

e

Figura 1: Circuito RLC serie propuesto; diagrama esquematico.

La planta experimental consiste en un circuito resistencia-
inductancia-capacitancia (RLC), conectado a un sistema de ad-
quisicién de datos que consiste en una tarjeta Arduino Due, ver
Figura 2, usando esta configuracién se consigue una frecuen-
cia de muestreo precisa de 5 kHz. Los datos se transfieren a
una computadora por medio del protocolo VSP (puerto serie
virtual), usando un puerto USB.

fritzing

Figura 2: Plataforma experimental basada en Arduino.

La tarjeta Arduino Due cuenta con un convertidor digital-
anal6gico con una resolucién de 10 bits, el cual se utiliza pa-
ra generar la sefial de voltaje tipo escalon para el experimento
propuesto. La parte numérica se realiza usando las librerias de
matematicas y tratamiento de arreglos y matrices incluidas en
Python. Finalmente se comparan los resultados obtenidos por
medio del método numérico con los datos experimentales. El
modelo matematico que modela el comportamiento del circuito
RLC serie es la siguiente ecuacién integro-diferencial.

dig, 1 f
L— +Ri; +—= | ipdt =V, 14
dt L C L s ( )
donde iy es la corriente que circula a través del inductor L. De-
rivando (14) una vez respecto del tiempo, se cancela la integral
y se obtiene:

d*ip dip 1 dVy

L— +R— + =i, = .

dr? e " C*t ar
Dado que se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden,
es de gran utilidad recurrir a la representacion en espacio de es-
tados para reducir el orden de las ecuaciones diferenciales que
modelan al sistema para obtener la representacioén del sistema
lineal:

5)

3 R 1 1
Xy =—-1X1— Xt ZVS’ (16)

Xy = fxp; 17

con xy = ig, X = V¢ yve = % f iz dt la corriente en el inductor
y el voltaje en el capacitor respectivamente. La representacion
de ecuaciones diferenciales por medio del espacio de estados es
especialmente 1itil cuando se trata con sistemas dindmicos a los
que se les aplican leyes de control o esquemas de estimacion
de parametros. Una forma para el método de Runge-Kutta de
segundo orden, para el circuito RLC es:

ir,, =i+ h(%kn + %kn), (18)

Ve =ve +h (Lo + Yha): (19)
donde

ki =-%i, — v, + 1V, (20)

kiz = v, (21

kyy = —%(iL,- + hky1) — %(Vc[ + hki2) + %VS/" 22)

kx = £ (ve, + hkyy). (23)
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La estructura para el calculo de los coeficientes k; para el méto-
do Runge-Kutta de cuarto orden es la siguiente:

ki =—=%ip, = tve, + 1V, 24

ki = Lip, (25)

ko =—8(, +0.5h) - $(vc, + 0.5hk1n) + 1 Vi, (26)
kx = (g, +0.5h), 27)

kst = =8, +0.5h) = 1(ve, + 0.5hknh) + 1V, (28)
ksz = &(iy, +0.5h), (29)

kay = =% (i, + h) = 1 (ve, + hks2) + 1V, (30)

kiz = & (i, + ). (31)

3.2.  Segundo ejemplo: Sistema masa-resorte-amortiguador.

El segundo ejemplo experimental es un sistema masa-
resorte-amortiguador, el cual se muestra en la Figura 3. Este
ejemplo académico es un juguete de madera que tiene unido un
resorte de acero con una constate de rigidez lo suficientemente
pequeia para permitir un anélisis visual de la frecuencia natural
y el movimiento, al mismo tiempo, sus caracteristicas reducen
la exigencia a la tarjeta de adquisicidn de datos y al aceleréme-
tro, al reducir considerablemente la frecuencia de muestreo re-
querida.

k, x(t)

MMM

WW/W////%

N

Figura 3: Sistema masa-resorte-amortiguador.

La ecuacioén diferencial ordinaria que modela al sistema vi-
bratorio de naturaleza mecdnica es la siguiente:

meE + b 4 fx =0, (32)
acel = %; (33)

con acel la aceleracién de la masa y x(f) la posicién. En forma
compacta se puede escribir:

mi + bx + kx = 0, (34)
acel = X, 35

con {} el operador derivada ‘% =X
Como en el caso anterior, se recurre a la representacioén en
espacio de estados de (33) para obtener:

X) = X2, (36)

K= —2xy— Ly (37)

con x; = x(f) la posicién y x, = x; la velocidad instantineas

de la masa o del juguete de madera que funge como planta ex-

perimental o ejemplo practico. Una forma para el método de

Runge-Kutta de segundo orden, para el sistema masa resorte
amortiguador es:

X1 = X1.

i+l

" + h(3ki + 3ho), (38)
X2, = Xy, + I’l(%kzl + %kzz); (39)

con:
kip==2x) - £x,, (40)
ki = xa;, (41)
k= —L(xy + hkiy) = £(x1, + hkio), (42)
ko1 = x, + hkqyp). 43)

La conexién del sensor de aceleracién y la tarjeta Arduino se
muestra en la Figura 4. El sensor de aceleracién se une al ju-
guete de madera usando un tornillo y un iméan de neodimio.

fritzing

Figura 4: Conexiones fiscas del acelerémetro.

4. Integracion del Jupyter Notebook con los experimentos

La parte grifica de la plataforma educativa se desarrolld
usando el ambiente de desarrollo JupyterLab, que permite la
combinacién del lenguaje de creacion de texto cientifico LaTex
con bloques de cddigo interactivo usando el kernel de Python.
Actualmente, existen opciones para la generacion de c6digo in-
teractivo sin la necesidad de instalar compiladores o intérpretes
de lenguajes como C++, C# y por supuesto Python. En la pre-
sente propuesta se utiliza el lenguaje de programacién Phyton
para la ejecucién de las lineas de cédigo desde el navegador,
para su version online. La portada del cuadernillo de Python se
muestra en la Figura 5.

= L I®Q

Ejemplos de aplicacion de las ecuaciones
diferenciales ordinarias con experimentos.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias tienen una considerable presencia en las diversas ramas de la ingenieria, dada su

fritzing utilidad en el modelado y descripcion de los fenémenos y procesos con los que el ingeniero tiene contacto en su quehacer
creativo y de solucién de problemas. Es por esta razén que, en los programas de estudio enfocados a la ingenieria, existe por
lo menos un curso dedicado al tema de las ecuaciones diferenciales, donde se abordan los métodos analiticos y numéricos
utilizados para su solucién.

Qué es una e

Partiendo de |
Algunas af

Solucion n

tta aplicados al modelo del

de Runge-Kutta aplicados al sistema

Figura 5: Portada del cuadernillo de practicas.

El cuadernillo de practicas con experimentos guiados se
ofrece en dos formatos:

= Version on-line: En esta version, el cuadernillo de practi-
cas se encuentra en forma de una pagina web, contenida
en un repositorio de GitHub, con la limitante de que los
experimentos no se realizan en tiempo real, sino que se
usa un archivo con los datos almacenados de una prueba
previa para su descarga y visualizacion.
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= Version en red local: En esta version, el cuadernillo de
précticas se ejecuta en la computadora del instructor, con
el hardware conectado a un puerto USB. En este formato,
los usuarios usan el navegador web de su preferencia para
la visualizacion del cuadernillo y la ejecucién en tiempo
real de los experimentos. Este formato tiene la limitante
de depender de las capacidades de la computadora que
funge como servidor.

Para el caso de la ejecucién del cuadernillo de practicas en
el formato Jupyter Notebook, se ejecutan las instrucciones des-
critas en el Codigo 1, que debe guardarse en un archivo dentro
de la carpeta en la que se encuentra el notebook a compartir. Se
omiten las instrucciones de graficacién, pero se encuentran in-
cluidas en el cuadernillo embebido en el ambiente JupyterLab.

Cédigo 1: Ejecucion de un Jupyter Notebook en una red local.

import os
import socket

hostname=socket . gethostname ()

IPAddr=socket. gethostbyname (hostname )

print (”El-nombre-de- esta-computadora-es:”+hostname)
print(”La-direccién-IP-de-esta-computadora-es:”+IPAddr)

os.system(”jupyter -notebook-——port-8889-——allow—-root-——no-browser-——ip="+IPAddr)

La presentacién como caso de estudio del circuito RLC se-
rie en el cuadernillo de practicas se muestra en la Figura 6, don-
de se describen los fundamentos tedricos y las instrucciones pa-
ra el desarrollo del experimento.

= fLIIBQ

Método de Runge-Kutta de segundo orden

l método de Runge-Kutta para resolver la ecuacién diferencial de segundo orden (1), que
modela al circuito RLC en la forma de espacio de estados, definido por el conjunto de

ecuaciones (12) tiene la forma:

1 1
i, =i h ky+ ki

1 1
0 = ve, + e (ko + ke
Con = G (2 2+ g zz)

R 1 1,
by = = i k) = (o + hbkia) + 7 Vi

1
= iz | hka)

Figura 6: Presentacion de fundamentos tedricos.

La comunicacién entre la tarjeta de adquisicion de datos, a
la cual se conectan tanto el acelerémetro como el circuito RLC
y el codigo contenido en el ambiente Jupyter se lleva a cabo
mediante el uso de la libreria de comunicacién serial disponible
en Python, llamada PySerial, la comunicacién serie se realiza
en configuracién Full-Speed de 1.2 Mbits por segundo, usando
las especificaciones que se muestran el el Codigo 2.

Cddigo 2: Cédigo para la comunicacion USB.

La comunicacién serie establecida es efectiva para ambos ca-
sos de estudio, el circuito RLC y el sistema masa-resorte-
amortiguador.

El método de RK de cuarto orden para el sistema mecdnico,
se presenta en un bloque de cédigo en el lenguaje Python. En
el formato de presentacion del cuadernillo de practicas en su
modalidad de red local, la ejecucién de las lineas de cédigo del
método numérico reportadas en el Codigo 3 es completamen-
te interactiva, dado que es posible editar el valor numérico de
los pardmetros del sistema para fines comparativos y de valida-
ciéon. En la Figura 7 se muestra el aspecto de la pagina web en
la que se ejecuta el cédigo del método Runge-Kutta y la parte
experimental.

= fLIBQ

Métodos de Runge-Kutta aplicados
al sistema masa resorte
amortiguador
Los siguientes programas escritos en python son rutinas para la solucién de las ecuaciones
iferanilo que describe al stama mocric vbrator

Advertencia

Es posible ejecutar el cédigo de los blogues siguientes pero con la precaucién de
ejecutarlos en el orden en el que aparacen en esta pagina, haciendo click en el icono
del cohete, esperar a que s establezca conexion con el kemel online de python y
posteriormente dando click en la pestaria RUN y posteriormente I opcion Live Code.

Circuito RLC serie.

Figura 7: Caso de estudio sistema mecdanico.

Cédigo 3: Método Runge-Kutta de cuarto orden, sistema mecdnico.

p0=0.045;
V0=0.0; # Condiciones iniciales

m = 43/1000;
b =0.0115;
kK =

h=1/10000; # Ancho del paso
N=int (15/h): # Nimero total de pasos

n=0

for n in range(N):
tr [n+1]=nxh;
Uln]=0;
Uln+1]=0

# Método Runge—Kutta 4to orden
kll=v4[n]
k12==b/msv4[n]-k/m«p4[n]+1/m+U[n];

K21=v4[n]+0.5xh;
k22=—b /ms(v4[n]+0.5xh)~k /ms(p4[n]+0.5xhsk12)+1/msU[n];

k31=v4[n]+0.5xh;
k32=-b/mx(v4[n]+0.5xh)-k/ms(p4[n]+0.5xh+k22)+1/m+U[n];

k4l=v4[n]+h;
k42=-b/mx(v4[n]+h)—k/msx(p4[n]+h«k32)+1/m«U[n];

p4[n+11=p4[n]+(1/6)xhs(kl11+2:k21+2:k31+k41);
v4[n+1]=v4[n]+(1/6)=h+(k12+2+k22+2xk32+k42);
acc4 [n]=—(b/m)xvé[n]-(k/m)spd[n]+1/m:Uln];
n=n+l;

from __future.. import division,
import serial # Necesaria para la comunicacién con la tarjeta
import array # Necesaria para almacenar los datos
f.muestreo =5000 #Frecuencia de muestreo

absolute-import, print-function

muestras = 2xx10 # Nimero de muestras.

a = array.array ('H') # Arreglo de datos.

# Inicialiacion del puerto serie

ser = serial.Serial (port="COMS5’, #Nimero de puerto asignado a la tarjeta
baudrate =2000000,
parity=serial .PARITY.NONE,
stopbits=serial .STOPBITS.ONE,
bytesize=serial . EIGHTBITS)

La estructura general de la plataforma educativa propues-
ta se muestra en la Figura 8, en donde se muestra el acceso al
ambiente JupyterLab por medio del uso de un navegador web,
sin importar el sistema operativo o la instalacién del software
Python en los dispositivos de los usuarios. Existen alterativas
para la creacion de entradas interactivas para la determinacion
de los pardmetros teéricos por medio de controles digitales ti-
po deslizante y generacién de graficas animadas con el uso de
la libreria interact, desarrollada especialmente para el kernel de
Python, la presente propuesta las incluye como una prueba pilo-
to con la restriccidn de que funcionan tinicamente en la opcién
de red local de la ejecucién del cuadernillo de practicas Jupyter.
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Figura 8: Diagrama a bloques de la plataforma didatica.

En el Cédigo 4 se muestra el algoritmo para la programa-
ci6én del método RK de segundo orden en el lenguaje Python,
para el caso de estudio del circuito RLC.

Cédigo 4: Método Runge-Kutta de cuarto orden.

#Método Runge—Kutta de segundo orden
i0=0;
v0=0; # Condiciones iniciales

= 1570;

15.02; #Valores de resistencia R, capacitancia C e inductancia L
10.05x(=6);

=1/2000; # Ancho del paso

N=int (0.4/h); # Nimero total de pasos

R
L
C
h

n=0

for n in range(N):
tr[n+1]=nxh;
Uln]=1.638;
Uln+1]=1.638;

3

Cdlculo de los coeficientes.
k11=—R/L#i2[n]=1/Lxv2[n]+1/L«U[n];
k12=1/Cxi2[n];

k21=-R/L#(i2 [n]+hxk11)=1/L*(v2[n]+hxk12)+1/L+U[n];
k22=1/Cx(i2[n]+hxkl1);

i2[n+1]=i2[n]+h*(0.5xk11+0.5xk21);
v2[n+1]=v2[n]+h=(0.5xk12+0.5xk22);

n=n+1;

5. Resultados experimentales

Los casos de estudio descritos en la Seccién 3 ofrecen la
oportunidad de validar dos modelos matematicos diferentes,
usando una misma tarjeta de adquisiciéon de datos y dos sen-
sores diferentes. Se realiza la medicién directa del voltaje en
el capacitor del circuito RLC descrito en la Figura 1 y la ace-
leracion del juguete de madera mostrado en la Figura 3, por
medio de un acelerémetro con salida analégica. En esta seccion
se muestran los resultados mas relevantes del uso del cuaderni-
llo de précticas para la validacién experimental de los modelos
matemadticos (15) y (33).

5.1. Circuito RLC

La respuesta experimental del circuito RLC se presenta en
esta seccion, junto con la comparacion de los resultados de la
solucién numérica del modelo matemético del sistema con el
voltaje medido en el capacitor. Para la validacién del modelo
matemadtico del circuito se usa la respuesta al escalén. La ex-
citacion del circuito se genera utilizando el convertidor digital-
analdgico de la tarjeta Arduino Due, la cual tiene una resolucién

de 10 bits. Las mediciones del voltaje en el capacitor se sin-
cronizan a una taza fija de 5000 muestras por segundo, usando
las capacidades de acceso directo a memoria (DMA) del mi-
crocontrolador de 32 bits incluido en la tarjeta Arduino. El uso
del esquema DMA permite la transmision al puerto USB de la
computadora que ejecuta JupyterLab. Los pardmetros del cir-
cuito RLC serie se reportan en la Tabla 1. La transmisién de
las muestras se realiza en un esquema de post-procesamiento,
es decir, no se muestran graficas en tiempo real para mejorar el
desempeiio de la tarjeta y el cuadernillo de practicas digital.

Tabla 1: Pardmetros del circuito RLC serie.

Parametro Valor
V, 1.63 [V]
R 1600 [Q]
L 15 [H]
C 1 [uF]
vc(t)
2.5
2.0
=151
@
S 10/
0.5
0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 9: Resultados experimentales, circuito RLC.

El valor alto de inductancia reportado en la Tabla 1 se con-
sigue utilizando el devanado primario de un transformador co-
mercial de nicleo de hierro dulce. La resistencia es el tinico
pardmetro variable y consiste en un potenciometro de 5 kQ a
medio Watt de potencia, la variacién de la resistencia permi-
te demostrar las respuestas sub-amortiguadas de los sistemas
dindmicos, con la posibilidad de mostrar de forma practica este
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tema adicional. Los valores seleccionados de los parametros de
capacitancia y resistencia permiten que el circuito tenga una fre-
cuencia natural menor a 50 Hz, lo que significa que la dindmica
del circuito RLC es lo suficientemente lenta para ser adquirida
con precision por el convertidor analdgico-digital de la tarje-
ta Arduino Due. En la Figura 9 se muestra la respuesta al es-
calén del circuito RLC. El desempeiio del convertidor digital-
analdgico, en sincronia con el convertidor analdgico-digital es
muy aceptable para el experimento propuesto.

Los resultados numéricos se comparan con los datos ex-
perimentales, de manera grafica en la Figura 10, en donde se
observa un muy buen desempeifio del algoritmo del método de
Runge-Kutta programado con base en las ecuaciones (19). Es
posible notar una coincidencia considerable entre los datos ex-
perimentales y los resultados de la solucién numérica del mode-
lo para los métodos de Runge-Kutta de segundo a cuarto orden.

ve(t)
2.54
2.04
=151
L
T
g 1.0
—— Experimental
0.5 Runge-Kutta 2
—— Runge-Kutta 3

0.04 —— Runge-Kutta 4

0.0 0.1 0.2 03 0.4
t

Figura 10: Comparacion de resultados, circuito RLC.

5.2.  Sistema masa-resorte-amortiguador.

La soluciéon numérica del modelo matemadtico del juguete
de madera mostrado en la Figura 3 y considerado un sistema
masa-resorte-amortiguador de un solo grado de libertad, se pre-
senta en esta seccion. El modelo matematico a simular, usando
el método de Runge-Kutta es el conjunto de ecuaciones en for-
ma de espacio de estados definido en las ecuaciones (37). Los
parametros del sistema mecanico se reportan en la Tabla 2, don-
de el pardmetro del amortiguador se considera constante y se
obtiene de forma empirica, usando el método de prueba y error,
dado que el amortiguamiento en sistema vibratorios es un tema
abierto de investigacion (Brandt, 2011).

Tabla 2: Pardmetros del sistema masa-resorte-amortiguador.

Parametro Valor
m 0.043 [kg]
b 0.0015 [Ns/m]
k 4.3 [N/m]

Los resultados de las mediciones de aceleracion, en con-
diciones de vibraciones libres se muestran en la grafica en el
dominio del tiempo de la Figura 11, donde las condiciones ini-
ciales para la prueba se establecieron en una posicion inicial de
4.5 cm y una velocidad inicial de 0 m/s.

acel(t)

0.4 1

0.2 1

0.0 |

acel [g]

Figura 11: Resultados experimentales, sistema mecénico.

La comparacién de las mediciones de aceleracién y los re-
sultados numéricos se muestra de forma grafica en la Figura 12,
donde se presenta la evolucién en el dominio del tiempo de la
dindmica del sistema de un solo grado de libertad.

acel(t)
0.4+
0.2
8 0.0
]
o
©
-0.2 —— Experimental
Runge-Kutta 2
—0.4 —— Runge-Kutta 3
—— Runge-Kutta 4
—-0.6

0 2 4 6 8§ 10 12 14
t

Figura 12: Comparacién de resultados, sistema mecanico.

Se observa un correcto desempefio de los métodos de
Runge-Kutta de segundo a cuarto orden en la aproximacién de
la aceleracion. Las discrepancias que se presentan entre los da-
tos numéricos y los experimentales se deben principalmente a
dindmicas no modeladas y a los efectos no lineales, dado que el
modelo aproxima al sistema a uno de naturaleza lineal e inva-
riante en el tiempo.

Las plantas experimentales descritas en la Seccién 3 fueron
mostradas a un total de 27 estudiantes como materiales com-
plementarios a dos asignaturas relacionadas con el modelado
de sistemas dindmicos. Las plataformas experimentales permi-
tieron la demostracién de dos tépicos principales; adquisicién
de datos y validacién experimental de modelos mateméticos.
Algunos comentarios de los estudiantes respecto de los experi-
mentos son:

= “Fue una practica bastante interesante que me ayudd a
comprender de una mejor manera el tema.”

= “El experimento realizado resulté provechoso para el
analisis del modelo dinamico del circuito presentado,
ademds de generar un interés por su realizacién y las
probables aplicaciones que este experimento puede te-
ner a largo plazo en diferentes unidades de aprendizaje,
ademads de ser una demostracién para nosotros los estu-
diantes de como se podrian poner nuestro conocimientos
ya adquiridos a la practica.”
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= “Son practicas que motivan e impulsan a seguir estudian-
do y comprender mejor la teoria y los ejercicios de clase,
ademads de que vamos conociendo mds componentes de
los circuitos.”

= “Es interesante como los comportamientos dindmicos de
los circuitos se pueden modelar matematicamente.”

En cuanto a las propuestas de mejora, dreas de oportuni-
dad de la plataforma didactica conformada por el cuadernillo
de practicas en el formato JupyterLab y las plantas experimen-
tales, algunos comentarios y sugerencias importantes son:

= “Seria de gran utilidad contar con mds aparatos, para la
manipulacién individual de cada alumno o por lo menos
de cada equipo.”

» “Tener una mejor explicacién sobre el funcionamiento
del cédigo y las placas.”

= “Mi sugerencia seria poner un potenciémetro de mayor
capacidad para que podamos observar los 3 casos de
amortiguamiento en los circuitos de segundo orden.”

= “Me gustaria que hubiera habido mas practicas como esa,
para poder tener distintos datos y obtener distintos valo-
res de resistencias por equipos.”

En la Figura 13 se muestra el resultado de la evaluacién de
la plataforma, en una escala de 0 a 5 de los aspectos mas im-
portantes de los experimentos y el uso del cuadernillo en forma
general. Se observa una buena aceptaciéon del método de en-
seflanza experimental aplicado y al mismo tiempo se evidencia
que las evaluaciones mds bajas se obtienen en los aspectos re-
lacionados con el lenguaje de programacion.

4.8 4

4.6
44 4
4.2
4
38 - . , . . .

Claridad

Relevancia Motivacion Precision Simpleza Portabilidad

Figura 13: Evaluacién de la propuesta por parte de los estudiantes.

Como trabajo futuro se incluird una evaluacién interactiva
elaborada con herramientas de cddigo abierto como Jupyter-
Quiz, kahoot! o alguna plataforma similar para elaboracién de

cuestionarios. El objetivo principal de la evaluacidn sera la de-
terminacion del nivel de aprovechamiento del material didacti-
co de forma individual por parte de los estudiantes, dado que
la propuesta presentada en este trabajo se centra en la puesta
en marcha de los experimentos y estd disefiada para su presen-
tacién de manera colectiva. Se pretende construir una cantidad
suficiente de tarjetas de adquisicién para que pueda realizarse
la prictica en equipos de maximo cuatro integrantes. De ma-
nera adicional, se pretende incluir un contexto de andlisis de
sistemas en el dominio de la frecuencia y aprovechar las ca-
pacidades de la tarjeta de adquisicion de datos para analizar
sistemas mecdanicos con un comportamiento dindmico diferen-
te, como las vigas empotradas lo cual coadyuvard también a
complementar con validaciones experimentales a los cursos de
elemento finito en el tema de andlisis modal de estructuras.

6. Conclusiones

El uso del ambiente de generacién de contenido didactico
JupyterLab permite introducir a los cursos tedricos, un compo-
nente practico muy importante y enriquecedor que coadyuva de
manera importante a la comprension de las ecuaciones diferen-
ciales como herramientas de modelado de sistemas dindmicos.
El uso de experimentos sencillos aporta una motivacion a los es-
tudiantes dado el andlisis de informacién sobre fenémenos tan-
gibles en forma de datos obtenidos de sensores. La validacién
experimental de los modelos matematicos es altamente portétil
gracias a las herramientas de hardware y software libres que
permiten la integracion de sistemas de adquisicién de datos a
los programas de simulacién numérica con una precisiéon muy
aceptable, que es adecuada para el aula destinada a la ensefianza
de la ingenieria.
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