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Energias de amarre nucleares en modelos de la gota liquida
Nuclear Binding energies in liquid drop models.
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Resumen

En este trabajo se analizan las energias de amarre tedricas de tres modelos del tipo de la gota liquida, para lo cual se realiza un
ajuste de las constantes asociadas a cada uno de los modelos usando MINUIT para Python. Se calculan las diferencias promedios
(RMS) entre las predicciones de cada uno de los tres modelos y los datos experimentales reportados por AME2020, que incluyen
2457 nucleidos. Se observa que a medida que se incorporan correcciones al modelo de la gota el RMS disminuye. Al incluir la
existencia de capas cerradas se obtiene el menor RMS, de 1.3 MeV.
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Abstract

In this work, the theoretical binding energies of three liquid drop model types are analyzed. This involves adjusting the constants
associated with each model using MINUIT for Python. The average differences (RMS) between the predictions of each of the three
models and the experimental data reported by AME2020, which includes 2,457 nuclides, are calculated. It is observed that as
corrections are incorporated into the liquid drop model, the RMS decreases. Including the existence of closed shells results in the
lowest RMS, which is 1.3 MeV.

Keywords: Binding energy, liquid drop model, nuclear mass.

1. Introduccién nucleosinstesis. Se ha reportado que la capacidad de la formu-
las LDM para describir las masas nucleares parecen describir
con menos precision los nicleos de capa cerrada (Hirsch et al.
(2011); Hirsch (2010)), al contrario de lo que se esperaria de es-
te tipo de modelos. Décadas de trabajo han producido férmulas
de masa microscépicas y macroscopicas (Lunney et al. (2003)).
La inclusién empirica de efectos asociados a la existencia de ca-
pas cerradas en el LDM permite ajustes con desviaciones RMS
de 1331 MeV (Mendoza-Temis et al., 2008). Actualmente los
enfoques mds exitosos parecen ser una mezcla entre los mode-
los microscOpicos-macroscopicos, como el modelo de la gota
de rango finito (Finite Range Droplet Model - FRDM) (Mo-
ller et al. (1995), Moller (2016)). Todos contienen un sector
macroscopico que se asemeja a la férmula LDM e incluyen
términos de efectos de deformacion, lo que les permite ajustar
las masas nucleares conocidas con desviaciones pequeiias. Las
predicciones de masas nucleares mds precisas y solidas las pro-
porciona el modelo Duflo-Zucker(DZ) (Duflo y Zuker, 1995),

El modelo de la gota liquida (LDM) es usado por los fisicos
nucleares para la descripcién de las masas nucleares. El primer
modelo de este tipo fue propuesto por Bethe-Weisiker (Bohr y
Mottelson, 1998), (Amsler, 2015). La descripcion de las masas
nucleares en términos de los LDM proporciona las bases para
describir propiedades nucleares como la saturacion de la fuerza
nuclear fuerte, la existencia del apareamiento entre nucleones
del mismo tipo, los efectos de capa y la descripcidn de procesos
de fusién y fisién. Los valores Q de gran cantidad de reacciones
nucleares, obtenidos de las diferencias de masas entre nuclei-
dos cercanos, deben de conocerse con extrema precision para
permitir la descripcién del origen astrofisico de los elementos
(Rolfs y Rodney (1988)). La teoria actual propone que muchos
de los elementos pesados que podemos encontrar en la Tierra, y
en general en el universo, originariamente se sintetizaron dentro
de los niicleos de las estrellas. Este proceso recibe el nombre de
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con un RMS de 373 keV.

Siguiendo estos trabajos, realizamos en este articulo un
andlisis del poder predictivo de las masas nucleares de tres mo-
delos tipo LDM. En la seccién dos se describen las caracteristi-
cas de los modelos estudiados. En la seccion tres se describen
las herramientas utilizadas, con las que se calcula la desviacion
cuadratica media de las diferentes energias teéricas obtenidas
respecto de los datos experimentales. En la seccidn cuatro se
muestran los resultados obtenidos con el ajuste realizado tanto
a los pardmetros de los modelos y la dispersion encontrada. Por
ultimo se presenta las conclusiones de este trabajo.

2. Modelos

Analizamos tres variantes de formulas tipo LDM, los mo-
delos uno y dos fueron seleccionados ya que son los modelos
estdndar mds manejados en la literatura, cabe resaltar que los
modelo dos y tres han sido tambien analizados por (Mendoza-
Temis et al. (2008)) usando los datos de AME2003.

2.1. LDMI

El modelo de la gota liquida trata al niicleo como una gota
esférica de fluido nuclear incompresible. Propuesto por George
Gamow en 1930 y desarrollado despues por Niels Bohr y John
Archibald Wheeler. Contiene los elementos bésicos necesarios
para la prediccién de la energia de ligadura de los nucleidos
(Amsler, 2015). La férmula es:

72 (A-27) 5

BE(A,Z) = a‘,A—asAz/3—aCm—sv 1 —a[,m,

MeV
ey
En esta expresiéon Z y A son el niimero atémico y el nime-
ro de masa atomica, respectivamente. Las constantes asociados
a cada término son: a, a la energia de cohesion de todos los
nucleidos por la fuerza nuclear fuerte, a; a la energia de super-
ficie, a. a la repulsion electrostatica entre los protones, s, a la
energia de asimetria entre el nimero de protones y de neutro-
nes, y a, la paridad, referida al niimero par o impar de protones
o neutrones, donde d puede tomar los valores de 1, —1 y O para
los nucleidos: par-par, impar-impar y par-impar respectivamen-
te. La suma de todos estos tipos de energia da como resultado
la energia de ligadura total predicha para los nucleidos en este
modelo.

2.2. LDM2

Presentamos una variacién al modelo de LDM el cual tiene
modificaciones a los términos de simetria y Coulomb, construi-
dos siguiendo un tratamiento consistente con el volumen nu-
clear y efectos de superficie (Mendoza-Temis ef al. (2008)). La
energia de enlace estd dada por

4T(T + 1)
_ 2/3
BEA,Z) = a,A+aA”° + SVA(I YA
Z(Z-1)
+ac—(1 YNYUE apm, MeV 2)

En este modelo la interaccién de paridad estd dada por
60 = 2,1y 0 para nucleidos par-par, par-impar e impar -impar

respectivamente. También se incluye una correccién al radio
nuclear mediante una modificacién al término de Coulomb
A =N-2Z/(6Z(1 -y 'A'/3)), donde N es el niimero de neutro-
nes, Z(Z — 1) excluye la interacién columbiana consigo mismo.
El término de simetria emplea 7 = |N — Z|/2 para tener en
cuenta la energia de Wigner.

2.3. LDM3

Este tercer modelo de LDM es modificado para incluir co-
rrecciones de capas empiricas, con términos lineales y cuadrati-
cos dependientes del nimero de neutrones n, y protones n, de
valencia, definidos tomando en cuenta el nimero de particulas
u hoyos en relacién a las capas cerradas mds cercanas a ellos
(Mendoza-Temis et al. (2008))

Z(Z+1) O(N,Z)
_ 2/3
BEA,Z) = a,A — a;A”"° — a, YU a, A2

3)
S,  AT(T +7) , (
— T ySA—1/3 1 — afF + lefF . MeV

Con los términos lineal de F y el cuadratico FF:

F= n, + ng _<nv+n,,>
2 2 4
FF:(nV+n,,)2_ (nv+n,,)2 )
2 2

El nimero de neutrones de valencia n, estd definido por
ny =N — N if N < Nyeq
1y = Negt — Ne if N > Nyeq

Donde se utilizan los nimeros magicos de N, :

N, =8, 14,28,50,82,126,184,258,conc = 1,2,3, ..., 8
Y las semicapas

Npea = 11,21,39, 66, 104, 155,221

Existen expresiones similares para el nimero de protones
de valencia n,.

3. El ajuste

Los coeficientes de los tres modelos LD aqui analizados
fueron seleccionados para minimizar la desviacién cuadratica
media (RMS) mediante el uso de las energias de enlace tedri-
cas comparadas con las energias experimentales reportadas en
AME2020, (Huang et al. (2021)).

En los tres modelos utilizamos para N > 8 y Z > 8 para
todas las predicciones, que son comparadas con las energias de
amarre experimentales de 2458 nucleidos. La férmula usada es

_ 25 1/2
Z[BEexp BErh] } (5)

N nucl

Donde N, es el nimero total de nucleidos, BE,;, en cada
caso se remplaza por los BE(A, Z) obtenidos de los tres mo-
delos analizados. Los resultados experimentales enlistados en
AME2020,(Huang et al. (2021)) son de masas atémicas y no

RMSz{
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nucleares, por lo que se tiene que realizar una correccion usan-
do las energias de enlace de los electrones para obtener valores
mds realistas. Este dada por la relacién

BE,,,(N,Z) = BE4¥¢(N,Z) + [Ba(Z = D)Im, — By(Z) (6)

donde B,; es la energia de amarre del electrén, dada por la si-
guiente expresion (Lunney et al. (2003))

BE,(Z) = 1,44381x107°Z>%° + 1,55468x107'22%% MeV (7)

Para el procedimiento de minimizacién de los parametros
utilizamos el cédigo MINUIT del CERN para Python (James
(1994)). Este fue concebido como una herramienta para encon-
trar el valor minimo de funciones multipardmetros y analizar
la forma de estas funciones alrededor de los minimos. Es es-
pecialmente 1til para calcular el conjunto de pardmetros con
mejor ajuste y menores incertidumbres. Los valores de las des-
viaciones RMS para los diferentes modelos son listados mas
abajo. También las diferencias entre las energias son mostradas
graficamente.

4. Resultados

Se muestran los pardmetros encontrados a través del ajuste
realizado a las masas nucleares de los tres modelos LDM. Para
los LDM1 y LDM2, que son los modelos mds simples y usados
en la literatura, se ajustaron 5 y 6 pardmetros respectivamente,
ya que se hicieron cambios en los términos de Coulomb y de
simetria. De forma semejante para el modelo LDM3 se reporta
el ajuste a 9 pardmetros.

Tabla 1: Conjunto de pardmetros, en MeV, los cuales minimizan el RMS de
cada uno de los tres modelos.

Coeficientes LDM1 LDM2 LDM3
a, 15.54 15.79 15.57

ag 16.96 18.39 17.48

a. 0.704 0.701 0.69

Sy 23.04 30.64 37.1

ap 12.5 6.0 11.3

y - 2.57 3.93

r - - 1.43

ap - - 1.48

arr - - 0.053
RMS (keV) 3073 2457 1264

Mientras que los coeficientes de volumen, superficie y Cou-
lomb son muy similares en los tres modelos, el término de asi-
metria cambia notablemente de un modelo a otro. Los coefi-
cientes hallados de estos modelos nos proporcionan los valores
de RMS minimos, que en su mayoria coinciden con los mini-
mos proporcionados para cada pardmetro reportado por MI-
NUIT.

De la tabla 1 podemos observar que el RMS maés grande de
3 MeV es obtenido para el modelo mds simple de la gota liqui-
da, esto es el modelo LDMI, en el caso del segundo modelo,

en donde anexamos modificaciones para el término de simetria
y de Coulomb, estd disminuyendo el RMS a 2.4 MeV, confir-
mando que el primer modelo requiere mas modificaciones. Por
otro lado el modelo con mejor ajuste es el tercero con una RMS
de 1.26 MeV, lo que indica que la inclusion de términos propor-
cionales a n, + n, mejoran dicho ajuste.

Las figuras (1), (2) y (3) muestran las diferencias entre

las energias de enlace experimental y las tedricas, calculadas
con los tres diferentes modelos analizados. Estas energias fue-
ron calculadas una vez hallados los pardmetros, al realizar un
ajuste usando los datos de los 2457 nucleidos reportados por
AME2020, mediante el uso de programa MINUIT para Python.
Las gréficas muestran la diferencia de energias en (MeV) con
respecto al nimero de neutrones de los nucleidos.
En la figura (1) se observa que las diferencias de energia se dis-
tribuyen en un rango alrededor de 20 MeV. Se observa una am-
plia dispersion para la mayoria de los nucleidos. Sin embargo,
pueden distinguirse regiones de mayor dispersion, asociadas a
picos pronunciados, alrededor de 50, 82 y 126. En este caso del
modelo LDM1, que corresponde al modelo de la gota liquida
de Bethe-Weisiker y reportamos un RMS de 3073 MeV.

20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 1: Diferencias de energia de enlace experimental y tedrica
del modelo LDM1.

En la figura (2) se observa que las diferencias de energia se
encuentran en un rango de 15 MeV, en general mostrando me-
nor dispersion que en modelo LDM1, y nuevamente se repiten
diferencias pronunciadas en las regiones alrededor de los valo-
res de 50, 82 y 126, en donde nuevamente se forman picos de
dispersion. Los resultados de este modelo, pueden ser compa-
rados con los valores de los pardmetros hallados en (Mendoza-
Temis et al., 2008), en donde se observan diferencias considera-
bles en los pardmetros de simetria y de paridad, ademads en este
caso encontramos una RMS de 2457 MeV, la cual es ademas
menor que la reportada en este articulo en 234 eV.

En la figura (3) se puede observar que la mayoria de las
variaciones se encuentran en un rango de 8 MeV mostrando-
se picos ligeramente marcados en los valores de N coinciden-
tes con los modelos mencionados antes. Este modelo también
puede ser comparado con resultados publicados en (Mendoza-
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Temis et al., 2008). Los parametros de ajuste reportados usando
datos de AMEO3 encuentran su mayor diferencia en el término
de paridad y en ayy, el ajuste que se realiza a este modelo con
los datos actuales reportados en AME2020, permite encontrar
en este trabajo un RMS menor en 67 eV respecto al reportado.

10.0
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o
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N
w

o
=3

-2.54

—5.01

20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 2: Diferencias de energia de enlace experimental y tedrica
del modelo LDM2.

BEexp = BELom3

20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 3: Diferencias de energia de enlace experimental y tedrica
del modelo LDM3.

5. Conclusiones

Como se puede observar de la tabla 1, el modelo LDM1, que
es el modelo més simple de la gota liquida, es el que muestra
un RMS mayor comparado con los otros dos modelos, LDM?2
y LDM3, que han sido modificados para incluir efectos adicio-
nales. El ajuste obtenido en este trabajo las masas experimen-
tales reportadas en AME2020, para los pardmetros del modelo

LDM?2, muestra un mejor ajuste, reduciendo el RMS en 234 eV,
respecto de lo reportado para dicho modelo al usar los datos de
AMEDQ3. En lo que respeta al LDM3, el andlisis nos permite
hallar el RMS mads bajo de los 3 modelos estudiados, dicho re-
sultado se muestra reflejado en la fig. (3), la cual cuenta con
el menor rango de dispersion de las diferencias de energia ex-
perimentales respecto a la tedricas. En los modelos LDM1 y
LDM2, las regiones alrededor de los valores de 50, 82 y 126,
niimeros correspondientes con nicleos de capa cerrada, que es
en donde se forman los picos més pronunciados y correspon-
den a una mayor dispersién en el RMS, en comparacién con
el LMD3 el cual tiene una RMS menor, lo que indica que este
modelo tiene mejor ajuste que los modelos cldsicos anteriores.
Indicando que los modelos tipo LDM en realizadad describen
con menos precision los nicleos de capa cerrada, contrariamen-
te a lo predicho por el modelo inicial de WeisAxcker que men-
cionaba que el LDM describir ‘mejor los nicleos esféricos, es
decir los de capa cerrada. También hallamos que con la base
actual de AME2020, que incluye 427 nucleones mads, se logré
reportar para el LDM1 y reducir para LDM2 y LDM3 las RMS
para todos los modelos. Finalmente debido a que el LDM3 es
el modelo que mejor predice la energias de amarre, se podria
continuar analizando en un trabajo posterior las contribuciones
de cada término del modelo y como se modifican las energias
de amarre de los nucleidos en las diferentes regiones en las que
se encuentran.
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