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Resumen

En una extensión del Modelo Estándar (ME) se realiza un análisis numérico de los elementos de las matrices de masa del sector
leptónico, contemplando que poseen una estructura conjunta de texturas de dos ceros. Considerando solamente la contribución de
Dirac para las matrices de masa de los neutrinos, se analiza tanto la jerarquı́a normal como la inversa. Para el análisis numérico de
las restricciones de los parámetros libres del modelo de texturas utilizado se implementa un algoritmo de optimización bio-inspirado
tipo PSO y se aplica un criterio de chi-cuadrada (χ2) de tal manera que se reproduzcan los valores experimentales de los elementos
de la matriz UPMNS . Se muestran las curvas de nivel para analizar los elementos Bν, Cν y Dν de las matrices de masa, y se presentan
las expresiones analı́ticas para dichas curvas. A través de un análisis numérico combinado se encuentra una jerarquı́a para Aν, Bν,
Cν, Dν y Eν.

Palabras Clave: Matrices de masa, texturas con ceros, jerarquı́a normal, jerarquı́a inversa, algoritmo PSO.

Abstract

In an extension of the Standard Model (SM), a numerical analysis is performed on the elements of the mass matrices in the
leptonic sector, considering that they possess a joint structure of two-zero textures. Considering only the Dirac contribution for the
neutrino mass matrices, both normal and inverse hierarchies are analyzed.

For the numerical analysis of the constraints on the free parameters of the texture model, a bio-inspired optimization PSO
algorithm is implemented, a chi-squared (χ2) criterion is applied to reproduce the experimental values of the elements of the
UPMNS matrix. Contour plots are shown to analyze the elements Bν, Cν, and Dν of the mass matrices, and analytical expressions for
these curves are presented. Through a combined numerical analysis, a hierarchy is found between Aν, Bν, Cν, Dν, and Eν.

Keywords: Mass matrices, 2-zeros texture, normal hierarchy, inverted hierarchy, PSO algorithm.

1. Introducción

El esfuerzo en la búsqueda de la estructura del universo a
una escala fundamental en las partı́culas y las fuerzas que lo
componen dio como resultado una teorı́a, conocida como el
Modelo Estándar (ME) de las partı́culas fundamentales (Wein-
berg (1967); Glashow (1961); Salam (1968)), que a pesar del
éxito que ha tenido al predecir una multitud de fenómenos con
gran precisión, aún nos deja preguntas profundas y complejas
que han desafiado a los cientı́ficos por mucho tiempo, como la
expliación del origen de la masa de las partı́culas fundamen-
tales, en especial la de los neutrinos (Mohapatra et al. (2007);
King (2004)).

En el ME existen 12 fermiones fundamentales, seis en el

sector de quarks (u, c, t, d, s y b) y seis en el sector leptóni-
co: electrón (e), muón (µ), tau (τ), neutrino del electrón (νe),
neutrino del muón (νµ) y neutrino del tau (ντ).

En la versión original del ME, los neutrinos no se conside-
ran como partı́culas masivas, sin embargo, debido al fenómeno
de oscilaciones de neutrinos detectado experimentalmente por
la colaboración Super-Kamiokande (Fukuda (1998)), es nece-
sario modificar el ME para incluir neutrinos masivos. La forma
más sencilla de realizar esto, y la que se estudiará en este traba-
jo, es considerar que los neutrinos adquieran su masa de la mis-
ma manera que los leptones cargados (Kanemura et al. (2016)),
esto es, considerar una matriz de Yukawa que genere su masa.

Ası́ pues, las masas de los leptones se gesta a partir de matri-
ces de masa, se considera una para leptones cargados y otra pa-
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ra neutrinos, estas nos ayudan a encontrar las matrices de rota-
ción que estructuran la matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-
Sakata (UPMNS ) que está definida como el producto de las ma-
trices que diagonaliza a los leptones cargados y a los neutrinos.
Sin embargo, debido al formalismo matemático que utilizamos,
las matrices de masa quedan completamente desconocidas y en
consecuencia, no es posible predecir de forma teórica las ma-
sas de los leptones ni la matriz de mezcla UPMNS , siendo el
experimento quien nos proporciona el valor numérico de estas
cantidades.

Una iniciativa fenomenológica por comprender este proble-
ma comienza con Haral Friszch (Fritzsch (1977, 2000)), quien
dio origen al llamado formalismo de texturas que se enfoca en
buscar estructuras simples, con ceros en algunas entradas, de
las matrices de masa tal que puedan predecir satisfactoriamente
la jerarquı́a de masas, obtener las expresiones analı́ticas para la
matriz UPMNS y predecir los ángulos de mezcla.

El modelo texturas con 2-ceros que se considera en este tra-
bajo se valida al construir una función, que llamaremos χ2(X),
de esta se deben encontrar valores permisibles de los paráme-
tros X libres del modelo tal que esta función tome valores entre
0 y 1. En el caso particular del formalismo de texturas en el sec-
tor leptónico(Barranco et al. (2010); Ludl and Grimus (2014)),
la función χ2(X) tiene una gran dificultad proveniente de una
pesada y complicada manipulación algebráica de las expresio-
nes involucradas, las cuales, hacen inaccesible un análisis teóri-
co y, por lo tanto, nos obliga a realizarlo numéricamente.

En este trabajo consideraremos un algoritmo de optimiza-
ción bio-inspirado para el análisis numérico, en particular tra-
bajaremos con una variante del algoritmo de Optimización por
Enjambre de Partı́culas, PSO por sus siglas en inglés (Cue-
vas et al. (2021); Kennedy and Eberhart (1995); Wiley and
Sons (2007); Clerc and Kennedy (2002); Martı́nez-Guerrero
et al. (2024)), para encontrar las regiones permitidas de los seis
parámetros y las dos fases provenientes del modelo de texturas
utilizado, y realizaremos un análisis gráfico de los elementos de
las matrices de masa correspondientes.

El presente documento se encuentra dividido de la siguien-
te manera: en la sección 2, considerando neutrinos de Dirac,
se presenta cómo de forma teórica los neutrinos adquieren ma-
sa, la jerarquı́a normal y la jerarquı́a inversa ası́ como la ma-
triz UPMNS . En la sección 3, se muestra el formalismo de tex-
turas utilizado, el proceso de diagonalización respectivo, se
calcula de forma analı́tica la UPMNS y se obtiene la función
χ2(Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2) a optimizar. En la sección 4 se des-
cribe el algoritmo utilizado para el cálculo numérico, en la Sec-
ción 5 se exponen y analizan los resultados numéricos y final-
mente la Sección 6 está reservada para las conclusiones.

2. El sector leptónico de Yukawa del Modelo Estándar con
neutrinos de Dirac

En el contexto del ME, los leptones son descritos por una
composición de dos componentes: la levógira (L) y la dextrógi-
ra (R). Matemáticamente, son descritas por funciones etiqueta-
das por lL, νL y lR. Las componentes izquierdas bajo el grupo

S U(2) trasforman como dobletes y las derechas como single-
tes. En la versión original del ME no se incluye la componente
derecha para los neutrinos ocasionando que no se consideren
partı́culas masivas.

La existencia de la masa de los neutrinos requiere ir más
allá del ME, en este trabajo introduciremos el término νR co-
mo singlete en S U(2), lo que modifica al sector leptónico de
Yukawa del ME. Omitiendo las contribuciones de Majorana, el
lagrangiano de Yukawa tiene la forma:

LYl = −L̄′L
(
Y lϕl′R + Yνϕ̃ν′R

)
+ h.c, (1)

donde L̄′L = (ν′L, l
′
L)T , ϕ = (φ±, φ0) y Y f ( f = l, ν) representa

las matrices 3 × 3 de Yukawa, éstas generan las masas de los
neutrinos, y el término h.c hace referencia al hermı́tico conju-
gado.

Realizando el siguiente cambio de base, a través de las re-
laciones:

l′R = UL
R lR, ν′R = UνR νR,

de la ecuación (1) se obtiene el lagrangiano de masas, el cual
tiene la forma:

Lmass = −l̄LM̄llR − ν̄LM̄ννR + h.c, (2)

donde M f = ( v
√

2
Y f ), ( f = l, ν) es conocida como la matriz

de masa, esta se puede diagonalizar de manera general por una
transformación biunitaria (Friedberg et al. (2006)):

M̄ f = U f†
L M f U f

R = Diag(λ f
1 , λ

f
2 , λ

f
3 ), (3)

donde λ f
i son los eigenvalores de la matriz de masa . Conside-

rando está matriz hermı́tica, las matrices UL,R son unitarias y
cumplen U f

L = U f
R = U f y la matriz de mezcla UPMNS se cons-

truyen a partir de las matrices de rotación U f bajo la relación:

UPMNS = Uν† U l. (4)

Como puede observarse, no se pueden conocer de forma teórica
las entradas de esta matriz, siendo el experimento quien realiza
esta labor.

2.1. Jerarquı́a de masas
Dentro del formalismo matemático utilizado para explicar

el fenómeno de las oscilaciones de neutrinos la dependencia de
las masas de los neutrinos está dada por la diferencia de los cua-
drados de sus masas, que es conocido como el parámetro ∆m2

i j

(= m2
i − m2

j )
1, lo que implica que existan dos escenarios posi-

bles para su ordenamiento, conocidos como: Jerarquı́a Normal
(NH) y Jerarquı́a Inversa (IH).

2.1.1. Jerarquı́a Normal (NH)
En esta configuración de las masas de los neutrinos, el esta-

do de masa más ligero es ν1 seguido por ν2, y el más pesado es
ν3. Esto significa que mνe < mνµ < mντ (Esteban et al. (2020);
Gonzalez-Garcia et al. (2022)). Los valores experimentales pa-
ra ∆m12, ∆m31, y demás parámetros utilizados en este trabajo,
se muestran en la Tabla (1).

1En este trabajo se utilizará la siguiente notación de ı́ndices 1 = e, 2 = µ y 3 = τ
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2.1.2. Jerarquı́a Inversa (IH)
En esta configuración, el estado de masa más ligero es

ν3 seguido por ν1, y el más pesado es ν2. Esto significa que
mντ < mνe < mνµ (Esteban et al. (2020); Gonzalez-Garcia et al.
(2022)). Los valores experimentales para ∆m12, ∆m31, y demás
parámetros utilizados en este trabajo, se muestran en la Tabla
(1).

Tabla 1: Valores experimentales ajustados con sus incertidum-
bres para jerarquı́a normal (NH) y jerarquı́a inversa (IH).

Parámetro Ajuste ±1σ

∆m2
12 7,41+0,21

−0,20 × 10−5 eV2

∆m2
31 (NH) +2,511+0,028

−0,02710−3eV2

∆m2
31 (IH) −2,498+0,032

−0,02510−3eV2∑
mν (NH) < 0,256 eV∑
mν (IH) < 0,261 eV

J 33,59 ± 0,6 × 10−3

2.2. La matriz de mezcla UPMNS

De manera general, la matriz UPMNS (ecuación (4)) que
contiene información sobre la probabilidad de transición de los
neutrinos cuando se propagan libremente y/o participan en pro-
cesos de interacción débil y se puede escribir como:

UPMNS =

Ueνe Ueνµ Ueντ
Uµνe Uµνµ Uµντ
Uτνe Uτνµ Uτντ

 . (5)

Experimentalmente, se ha medido el valor numérico de los nue-
ve elementos de la matriz, y están definidos por un rango de
valores, dados por (Zyla et al. (2020)):

|Ueνe | = 0,803→ 0,845, |Ueνµ | = 0,514→ 0,578, |Ueντ | = 0,143→ 0,155,

|Uµνe | = 0,244→ 0,498, |Uµνµ | = 0,502→ 0,693, |Uµντ | = 0,632→ 0,768,

|Uτνe | = 0,272→ 0,517, |Uτνµ | = 0,473→ 0,672, |Uτντ | = 0,623→ 0,761.

De la ecuación (4) se puede ver que, la matriz UPMNS es
unitaria y, por lo tanto, es posible parametrizarla en términos de
3 ángulos y una fase. La parametización que se utiliza en este
trabajo es la parametrización estándar definida por los ángulos
θ12, θ13, θ23 y la fase δ13 a través de la siguiente multiplicación
de matrices:

UPMNS =

1 0 0
0 C23 S 23
0 −S 23 C23


 C13 0 S 13 e−i δ13

0 1 0
−S 13 ei δ13 0 C13


 C12 S 12 0
−S 12 C12 0

0 0 1

 .
donde Ci j = cos θi j y S i j = sin θi j.

El valor numérico de estos ángulos se da a través de las siguien-
tes expresiones (Branco et al. (1999)):

S 13 = |Ueντ |, (6)

S 12 =
|Ueνµ |√

1 − |Ueντ |
2
, (7)

S 23 =
|Uµντ |√

1 − |Ueντ |
2
, (8)

J = C12 S 12 C2
13 S 13 C23 S 23 S en δ13. (9)

3. Matrices de masa del tipo texturas de 2 ceros

Una matriz de masa del tipo texturas de 2 ceros tiene la si-
guiente estructura matricial:

Mq =


E f D f 0
D∗f C f B f

0 B∗f A f

 ; f = l, ν. (10)

y cuyos eigenvalores λ f
i definen las masas m f

i de los leptones
λ

f
i = |m

f
i | y los valores experimentales de las masas de los lep-

tones cargados tienen los siguientes valores (Zyla et al. (2020)):

me = 0,51099895000 ± 0,00000015 MeV,
mµ = 105,6583755 ± 0,0000023 MeV,
mτ = 1776,86 ± 0,12 MeV.

Ahora, para los neutrinos consideramos que los eigenvalo-
res que representan las masas de estos respetan las relaciones:∑

mν = mν1 + mν2 + mν3, (11)

∑
mNH
ν = mν0 +

√
∆m2

12 + (mν0)2 +

√
|∆m2

31| + (mν0)2, (12)

∑
mIH
ν = mν0 +

√
|∆m2

31| + (mν0)2 +

√
|∆m2

31| + ∆m2
12 + (mν0)2.

(13)
Para encontrar las matrices U f que diagonalizan a la matriz

de masas M f , (siguiendo el procedimiento presentado en Fritz-
sch (2000)). M f se factoriza como el producto de una matriz
ortogonal O f y una matriz de fases P f de la forma:

M f = P†f M̄ f P f , (14)

donde
P f = diag

(
1, eiϕD f , ei(ϕD f +ϕB f )

)
. (15)

La matriz ortogonal M̄ f se escribe como:

M̄ f =

 E f |D f | 0
|D f | C f |B f |

0 |B f | A f

 . (16)

Los invariantes ante transformaciones de similitud son:

Tr(M f†M f ) = (m f
1 )2 + (m f

2 )2 + (m f
3 )2, (17)

Det(M f†M f ) = (m f
1 )2(m f

2 )2(m f
3 )2, (18)

1
2

[
Tr2(M f†M f ) − Tr(M f†M f )

]
= (m f

1 )2(m f
2 )2 + (m f

1 )2(m f
3 )2 (19)

+ (m f
2 )2(m f

3 )2.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, para |B f |,
|D f | y C f expresar en términos de E f y A f se tiene:

|B f | =

√
(A f − η1m f

1 )(A f − η2m f
2 )(A f − η3m f

3 )
E f − A f

, (20)

|D f | =

√
(E f − η1m f

1 )(E f − η2m f
2 )(E f − η3m f

3 )
A f − E f

, (21)

C f = −
(
A f + E f − η1m f

1 − η2m f
2 − η3m f

3

)
. (22)
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Para la jerarquı́a normal se utilizaron los valores, η1 = η2 =

η3 = 1; mientras que para la jerarquı́a inversa η1 = η2 = 1 y
η3 = −1.

Los elementos de la matriz O f , que diagonalizan a M̄ f son:

(O f )11 =

1 + (E f − η1m f
1 )(A f − E f )

(η2m f
2 − E f )(η3m f

3 − E f )
+

(E f − η1m f
1 )(A f − η2m f

2 )(η3m f
3 − A f )

(η2m f
2 − E f )(η3m f

3 − E f )(A − η1m f
1 )


−1/2

,

(O f )22 =

1 + (E f − η1m f
1 )(η3m f

3 − E f )

(η2m f
2 − E f )(A f − E f )

+
(A f − η1m f

1 )(η3m f
3 − A f )

(A f − E f )(A f − η2m f
2 )


−1/2

,

(O f )33 =

1 + (A f − E f )(η3m f
3 − A f )

(A f − η2m f
2 )(A f − η1m f

1 )
+

(E f − η1m f
1 )(η2m f

2 − E f )(η3m f
3 − A f )

(η3m f
3 − E f )(A f − η2m f

2 )(A f − η1m f
1 )


−1/2

,

(O f )2i =
ηim

f
i − E f

|D f |
(O f )1i, i = 1, 2, 3.

(O f )3i =
|B f |

ηim
f
i − A f

(O f )2i. i = 1, 2, 3.

Por lo tanto, los elementos de la matriz UPMNS predichos
por el modelo de texturas con 2 ceros son:

UT
PMNS = Uν†L U l

L = OT
ν (Pν P†l ) Ol,(

UT
PMNS

)
iα
= (Oν)1i (Ol)1α + (Oν)2i (Ol)2α ei ϕ f

1 (23)

+(Oν)3i (Ol)3α ei(ϕ f
1+ϕ

f
2 ),

donde las fases están definidas por: ϕ1 = ϕDν − ϕDl, ϕ2 =

ϕBν − ϕBl,
La ecuación (23) nos proporciona expresiones analı́ticas de

los elementos de matriz, la U th
PMNS considerando el modelo de

texturas con 2 ceros, donde se tiene una dependencia explı́cita
de los parámetros Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1 y ϕ2. Para encontrar el ran-
go permitido de estos parámetros que reproduzcan los valores
experimentales de la UPMNS con su margen de error correspon-
diente se utiliza un criterio de χ2, el cual se establece por:

χ2(Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2) =

(∣∣∣∣UT
eνµ

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣UE
eνµ

∣∣∣∣)2
σ2

Ueνµ

+

(∣∣∣UT
eντ

∣∣∣ − ∣∣∣UE
eντ

∣∣∣)2
σ2

Ueντ

+

(∣∣∣UT
µντ

∣∣∣ − ∣∣∣UE
µντ

∣∣∣)2
σ2

Uµντ

+

(
JT − JE

)2
σ2

J

, (24)

donde el super ı́ndice “T” denota que el término correspondien-
te de la matriz UT

PMNS (ecuación (23)) proviene de la parte del
modelo de texturas y el super ı́ndice “E” denota la parte experi-
mental con incertidumbre σ2

Ukl
. En lo que sigue se buscarán las

regiones de los parámetros Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1 y ϕ2, tal que el
valor de:

χ2(Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2)
4

≤ 1. (25)

Para dicha empresa utilizaremos un algoritmo tipo PSO.

4. Algoritmo PSO modificado

La Optimización por Enjambre de Partı́culas, PSO por sus
siglas en inglés, forma parte de los algoritmos bio-inspirados,
estos fueron implementados gracias a la constante observación
de los organismos de nuestro entorno, su objetivo es imitar la

forma en que la naturaleza es capaz de resolver problemas y
tomar decisiones según el entorno que los rodea.

Fue propuesto por primera vez en el International Con-
ference on Neural Networks de 1995 (Kennedy and Eberhart
(1995)), la intención original de este algoritmo fue simular las
elegantes y casi impredecibles coreografı́as que vemos en el
vuelo y en la caza de una bandada de aves, estas son capaces de
realizar maniobras aéreas y ajustar su velocidad en el aire con
gran precisión.

El algoritmo PSO toma una población de partı́culas que se
mueven en un espacio de búsqueda que está definido por la fun-
ción que se desea optimizar, tienen una posición inicial aleatoria
y una velocidad en el espacio. En cada iteración, las partı́culas
actualizan su velocidad tomando en cuenta su propia experien-
cia y la información de las demás partı́culas de la población,
combinadas con un término de inercia y una función de ace-
leración, con esta información toman una nueva posición en
el espacio de búsqueda. Este proceso se repite hasta alcanzar
un número máximo de iteraciones y el algoritmo nos devuelve
la mejor solución encontrada (Cuevas and RodrÃguez (2020),
Cuevas et al. (2021)).

4.1. Condiciones iniciales

Se define un conjunto de N partı́culas iniciales distribuidas
uniformemente aleatorias en el espacio de búsqueda, tal que
cada partı́cula inicial x0

i = {x
0
i,1, x

0
i,2, ..., x

0
i,d} se encuentre den-

tro de los valores localizados en el lı́mite inferior lb y superior
ub, tomando en cuenta un espacio d-dimensional (Wiley and
Sons (2007)). Estos lı́mites, en general, son distintos para cada
dimensión y están determinados por la naturaleza del problema.

La posición inicial de cada partı́cula está definida como:

x0
i j = lb j + randi j(ub j − lb j), i = 1, 2, ..,N.; j = 1, 2, .., d.

(26)
donde x0

i j corresponde al valor inicial de la partı́cula i-ésima en
la dimensión j-ésima; lb j y ub j representan el lı́mite inferior y
superior para la dimensión j-ésima, además randi j es un valor
aleatorio uniformemente distribuido en el rango [0, 1] corres-
pondiente a la partı́cula i-ésima en la dimensión j-ésima.

Además del número de partı́culas N, la dimensión d y los
lı́mites ub y lb se define el número máximo de iteraciones kmax,
los demás parámetros están relacionados con la velocidad y se
explicarán posteriormente.

Cada partı́cula se mueve en el espacio de búsqueda de
acuerdo a cierta velocidad vij a la que también se le da un valor
inicial, para este trabajo se usó una velocidad nula para cada
partı́cula (Cuevas et al. (2021)), esto es:

v0
i j = 0, (27)

donde v0
i j corresponde al valor inicial de la velocidad de la

partı́cula i-ésima en la dimensión j-ésima.
Para este trabajo se usó una población de 10, 000 partı́culas,

un espacio de dimensión d = 6 y tomamos kmax = 60 como
nuestro número máximo de iteraciones. La aleatoriedad es muy
importante, por lo que se usó una semilla para la generación
de números aleatorios en función del tiempo de la computadora
en microsegundos y las actividades realizadas antes de correr el
programa.
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4.2. Evolución del algoritmo

El ajuste de las posiciones de las partı́culas xk+1
i está de-

terminado por el vector velocidad vk+1
ij , está toma en cuenta la

velocidad de la iteración anterior vk
ij, el factor cognitivo y so-

cial, junto con el término de inercia y aceleración (Wiley and
Sons (2007)). Nuestra velocidad se define como:

vk+1
ij = α

[
ωvk

ij + c1

(
randi j

(
pk

ij − xk
ij

))
+ c2

(
randi j

(
gk

j − xk
ij

))]
,

(28)

donde tenemos cuatro términos importantes:

Velocidad previa
(
ωvk

ij

)
: Se considera como la memoria

de la última dirección en la que la partı́cula se encontraba
en movimiento, nos ayuda a evitar cambios drásticos de
dirección.

Factor cognitivo (c1) : Este término emula la memoria
individual de la posición donde la partı́cula encontró su
mejor valor, según el problema, en el espacio de búsque-
da.

Término social (c2): Representa la influencia que tie-
ne una partı́cula en toda la población. Esto hace que la
partı́cula tome la dirección de la mejor partı́cula de toda
la población.

Aceleración (α): Este término nos ayuda a equilibrar la
exploración y explotación de las partı́culas. La explora-
ción es la capacidad de explorar diferentes regiones del
espacio de búsqueda y la explotación es la capacidad de
concentrar la búsqueda en un área prometedora para refi-
nar la solución.

La evolución de la posición de cada partı́cula depende de la
velocidad de esta, el ajuste está definido como:

xk+1
i j = xk

i j + vk+1
i j , (29)

donde vk+1
i j representa la nueva velocidad de la partı́cula xk

i j cal-
culada con la ecuación (28).

Con esta nueva posición cada partı́cula es evaluada en la
función objetivo (F ). Esta es una función matemática que to-
ma como entrada un conjunto de parámetros (la posición de
la partı́cula) y devuelve un valor escalar, donde el número de
parámetros de entrada corresponde a las dimensiones del es-
pacio de búsqueda (Clerc and Kennedy (2002)). Esta función
representa el criterio que se desea optimizar, cada partı́cula de
la población explora el espacio evaluándose contra esta función.
El proceso de evaluación se muestra en la ecuación (30).

fxi = F
(
xk

i

)
. (30)

La calidad de las partı́culas y por ende, del algoritmo puede
ser determinada con este paso. A cada partı́cula se le asocia su
valor en la función objetivo, conocido como fitness. La mejor
partı́cula del grupo se le conoce como la mejor solución global
(g f it) y los mejores valores fitness individuales, conocidos co-
mo mejor solución local (pbest), son registrados en la memoria
de cada partı́cula.

Para este trabajo, el vector de posición y la función objetivo
vienen dados por:

xk
i j = xk

i j (Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2) , (31)

fxi =
χ2 (Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2)

4
. (32)

donde Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2 hacen referencia a los parámetros
libres del modelo de texturas con 2 ceros y el criterio chi-
cuadrado χ2 se ha definido previamente mediante la ecuación
(24).

Después de registrar el valor de χ2 y los parámetros
Ae, Aν, Ee, Eν, ϕ1, ϕ2, las partı́culas toman una nueva posición
en el espacio de búsqueda según la expresión (29) para ser nue-
vamente evaluadas en la función objetivo. Este proceso iterativo
se realiza con el fin de obtener parámetros de mejor calidad al
minimizar la función objetivo. Al final de las iteraciones, la me-
jor partı́cula global (gbest) es considerada como la solución del
problema de optimización.

4.3. Terminación del algoritmo

El algoritmo termina su ejecución cuando el valor de χ2 se
encuentra bajo una cota definida. Para este trabajo, se utilizó el
criterio definido en la ecuación (25), que asegura que la solu-
ción cumpla con las restricciones del criterio chi-cuadrado.

Por otro lado, si no se cumple este criterio, el algoritmo tam-
bién se detiene al alcanzar el número máximo de iteraciones,
kmax = 60 para este trabajo, esto para evitar que el algoritmo
entre en un ciclo interminable.
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Algorithm 1 Pseudocódigo del PSO modificado

1: PASO 1: Configuración de parámetros iniciales.
N, d, lb, ub, k, kmax, c1, c2, ω, κ

2: PASO 2: Valores iniciales para la posición y velocidad
de las partı́culas.

3: for i = 1, i < N; i + + do
4: x0

i j = lb j + randi j(ub j − lb j)
5: v0

i j = 0
6: end for
7: PASO 3: Evaluación de las partı́culas iniciales en la fun-

ción objetivo.
8: for i = 1, i < N; i + + do
9: fxk

i = f
(
xk

i

)
10: end for
11: PASO 4: Registro de las mejores partı́culas (global y lo-

cal).
12: for i = 1, i < N; i + + do
13: g = min

(
fxk

i

)
14: end for
15: for i = 1, i < N; i + + do
16: pk

i = xk
i

17: fpk
i = fxk

i
18: end for
19: PASO 5: Cálculo de la nueva velocidad y posición para

las partı́culas.
20: for i = 1, i < N; i + + do
21: for j = 1, j < d; j + + do
22: vk+1

ij = vk+1
ij (vk

ik, c1, c2, α, ω)
23: end for
24: end for
25: PASO 6: Evaluación de las nuevas partı́culas en la fun-

ción objetivo.
26: for i = 1, i < N; i + + do
27: for j = 1, j < d; j + + do
28: fxk+1

i = f(xk+1
i )

29: end for
30: end for
31: PASO 7: Registro de las mejores partı́culas (global y lo-

cal).
32: for i = 1, i < N; i + + do
33: g = min

(
fxk

i

)
34: end for
35: for i = 1, i < N; i + + do
36: pk

i = xk
i

37: fpk
i = fxk

i
38: end for
39: PASO 8: Evaluación del criterio de chi cuadrada
40: for i = 1, i < N; i + + do
41: for j = 1, j < d; j + + do
42: gfit

i = f(gi)
43: end for
44: end for

5. Resultados

Los parámetros libres Al, Aν, El, Eν, ϕ1 y ϕ2 del modelo de
texturas con dos ceros, se acomodan como las componentes en
un vector X⃗, de la siguiente forma: X⃗ = (Al, Aν, El, Eν, ϕ1, ϕ2)

un punto de un espacio abstracto de seis dimensiones.
Para la jerarquı́a normal (NH) los parámetros están restrin-

gidos de acuerdo a:

me ≤ El ≤ mµ ≤ Al ≤ mτ, mνe ≤ Eν ≤ mνµ ≤ Aν ≤ mντ .

Para la jerarquı́a inversa (IH) los parámetros están restringidos
tal que:

me ≤ Al ≤ mµ, −mτ ≤ El ≤ me,

mνe ≤ Aν ≤ mνµ , −mντ ≤ Eν ≤ mνe .

Las fases de las dos últimas entradas del vector X⃗, se encuentran
en los intervalos:

0 ≤ ϕ1 ≤ 2π, 0 ≤ ϕ2 ≤ 2π.

Con la ayuda del algoritmo PSO, se encontraron en total
35, 000 puntos X⃗ que cumplen la condición dada en la ecuación
(25), la mitad de ellos corresponden a la jerarquı́a normal y la
otra mitad para la jerarquı́a inversa.

5.1. Análisis de los elementos |B f |, |D f | y C f

Para el caso de los leptones cargados y los leptones neutros
con una jerarquı́a normal (NH), nuestros resultados son análo-
gos con los presentados en (Miranda-Romagnoli et al. (2022)),
esto es:

El elemento |B f | ( f = l, ν) se pueden aproximar a una
elipse con parámetros a, b y c dados por:

a =
m f3 − m f2

2
, b =

√
1 − γ̃ a, c =

√
γ̃ a, (33)

donde γ̃ es definido como:

γ̃ =

√
2 m f1

m f3 + m f2
.

El elemento |D f | ( f = l, ν) cuando se proyecta al plano
A f − D f , la curva correspondiente va como 1√

A f
.

Finalmente, el elemento C f ( f = l, ν) define un plano con
vector normal dado por n̂ = 1

√
3

(1, 1, 1).

Los resultados a resaltar en este trabajo, se dan para el ca-
so de los leptones neutros con una jerarquı́a de masas invertida
(IH) y se muestran en las siguientes subsecciones:

5.1.1. Análisis de |Bν|
El elemento |Bν| está definido a través de la ecuación:

|Bν| =

√
(Aν − mνe )(Aν − mνµ )(Aν + mντ )

Eν − Aν
, (34)

matemáticamente corresponde a función de los parámetros Aν y
Eν. En la Figura (1a) se muestran las curvas de nivel respectivas
cuando Eν = −mντ , Eν = 0, Eν = mντ y Eν → mνe respecto al
parámetro Aν normalizado según el neutrino más pesado (mνµ ),
además se encuentra analı́ticamente la curva de nivel respectiva.
Dicho análisis se presenta a continuación:
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Cuando Eν = −mντ , el elemento |Bν| puede ser describirse
por medio de una circunferencia centrada en

(mνe+mνµ
2 , 0

)
y con radio

mνµ − mνe
2

.

Cuando Eν = 0, la función correspondiente al elemen-
to |Bν| concuerda a una elipse horizontal con centro en(mνe+mνµ

2 , 0
)

y demás elementos a y b de la elipse dados
por:

a = γ, b = γ

√
mνµ − mντ

mνµ
, (35)

donde γ está definida como:

γ =
mνµ − mνe

2
. (36)

Cuando Eν = mντ , el elemento |Bν| se ajusta a otra elipse
horizontal centrada ahora en

(mνe+mνµ
2 , 0

)
y demás elemen-

tos a y b dados por:

a = γ, b = γ

√
mνµ + mντ
mνµ − mντ

, (37)

con γ dado por la expresión (36).

Cuando Eν → mνe , la función que describe al elemen-
to |Bν| corresponde a una circunferencia con centro en(mνµ−mντ

2 , 0
)

y radio

mνµ + mντ
2

.

Además de mostrar las curvas de nivel, en la Figura (1a) se
presentan los datos experimentales correspondientes a los va-
lores de Bν normalizados. Puede observarse una tendencia de
los datos experimentales a las curvas Eν = −mντ , Eν = 0 y
Eν = mντ , es decir, los datos experimentales de |Bν| están ma-
yormente concentrados en |Bνnorm | < 0,01.

5.1.2. Análisis de |Dν|
El elemento |Dν| está definido a través de la ecuación:

|Dν| =

√
(Eν − mνe )(Eν − mνµ )(Eν + mντ )

Aν − Eν
, (38)

nuevamente está definido en función de los parámetros Aν y Eν.
En la Figura (1b) se graficán las curvas de nivel de |Dν| norma-
lizado para valores de Eν positivos, negativos e igual a cero.

Dado que mνe ≤ Aν ≤ mνµ y de los valores numéricos para
mνµ y mνµ observamos que mνµ ≈ mνµ , por lo tanto, podemos
considerar Aν ≈ mνµ y las curvas de nivel corresponden a rectas
paralelas al eje de las abscisas. El análisis de éstas, se presenta
a continuación:

Para los valores, Eν = −mντ ,mνe la recta que representa
al elemento |Dν| es |Dν| = 0.

Cuando Eν = 0, el elemento, |Dν| se puede representar
con una recta cuya ordenada al origen es√mνe mντ .

Cuando Eν = mντ , el elemento, |Dν| se ajusta a una recta
con ordenada al origen

√
2mντ (mνe − mντ ).

En la Figura (1b), se muestran además los datos experimen-
tales de |Dν| normalizados restringiéndose aquellos que tienen
valores de Eν igual a Eν = −mντ , Eν = 0, Eν = mντ y Eν → mνe ,
se observa una tendencia a las envolventes cuando Eν = −mντ y
Eν = 0, es decir, los datos experimentales de Dν están concen-
trados para |Dνnorm | > 0,5.

5.1.3. Análisis de Cν
El elemento Cν está definido a través de la ecuación:

Cν = −(Aν + Eν − mνe − mνµ + mντ ). (39)

En la Figura (1c) se graficán las curvas de nivel de Cν norma-
lizado para valores de Eν positivos, negativos e igual a cero,
dicho análisis se presenta a continuación:

Cuando Eν = −mντ , la función que representa al elemen-
to Cν corresponde a una recta con pendiente 0 y ordenada
al origen mνe .

Cuando Eν = 0, es posible ajustar al elemento Cν con una
recta con pendiente 0 y ordenada al origen (mνe − mντ ).

Cuando Eν = mντ , el elemento Cν corresponde a una recta
con pendiente 0 y ordenada al origen mνe − 2mντ .

Cuando Eν = mνe , la función que describe al elemento Cν
es una recta de pendiente 0 y ordenada al origen −mντ

En la Figura (1c) se incluyen además los datos experimen-
tales de Dν normalizados y se grafican aquellos para los cuales
Eν = −mντ , Eν = 0, Eν = mντ y Eν → mνe , notamos que hay
una tendencia de los datos a las curvas Eν = mντ . Los datos
experimentales de Cν están concentrados para Cνnorm = −

mντ
mνe

.

5.2. Análisis numérico combinado

En esta sección se presenta un análisis combinado para to-
dos los elementos normalizados de la matriz de masa, esto es,
Aν/mµ, |Bν|/mνµ , Cν/mνµ , |Dν|/mνµ y Eν/mνµ , para esto se gra-
fican los siete mil quinientos puntos encontrados (eje X) con-
tra el valor absoluto de los parámetros normalizados (eje y),
las gráficas correspondientes se muestran en las Figuras (2a) y
(2b). Puede observarse que los parámetros Cν/mνµ y Eν/mνµ cu-
bren casi de manera uniforme el espacio permitido (Figura 2a),
empero el parḿetros Aν/mt es muy cercano a 1, el elemento
|Bν|/mνµ muy cercano a cero y el termino |Dν|/mνµ se encuen-
tran restringido Figura 2(b). Por lo anterior podemos establecer
que:

|Aν| ≫ |Dν| ≫ Eν.
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(a) Relación entre Bν,norm y Aν,norm bajo diferentes condiciones para
Eν. Las curvas comienzan alrededor de Aν,norm ≈ 0,996 y se extienden
hasta Aν,norm = 1, mientras que Bν,norm varı́a desde 0 hasta aproxima-
damente 0,08.
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(b) Relación entre Dν,norm y Aν,norm bajo diferentes condiciones para
Eν. Las curvas comienzan alrededor de Aν,norm ≈ 0,996 y se extienden
hasta Aν,norm = 1, mientras que Dν,norm varı́a desde 0 hasta aproxima-
damente 0,085.
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(c) Relación entre Cν,norm y Aν,norm bajo diferentes condiciones para Eν.
Las curvas comienzan alrededor de Aν,norm ≈ 0,996 y se extienden has-
ta Aν,norm = 1, mientras que Cν,norm varı́a desde aproximadamente −0,8
hasta 1.

Figura 1: Las subfiguras a), b) y c) muestran las curvas de nivel que representan los valores teóricos permitidos para Bν (arriba-
izquierda), Dν (arriba-derecha), y Cν (abajo-centro) normalizados según el neutrino más pesado (mνµ ). Las curvas representan
distintos escenarios teóricos indicados por las lı́neas de colores. Los puntos de color corresponden a los datos experimentales.
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(a) Sector de neutrinos completo.
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(b) Sector de neutrinos sin datos Cν y Eν normalizados.

Figura 2: Las subfiguras a) y b) muestran todas las soluciones encontradas contra los valores experimentales de los parámetros
encontrados: Aν, Bν, Cν y Dν y Aν, Bν y Dν respectivamente (izquierda y derecha).

6. Conclusiones

En este trabajo se ha considerado un formalismo de texturas
paralelas para las matrices de masa de los leptones cargados y
leptones neutros, en especial del tipo de dos ceros texturas, un
criterio de chi cuadrada se implementó para restringir el rango
de los parámetros libres del modelo. A través de un algorit-
mo PSO modificado se encontró este rango de forma numérica
que este de acuerdo con todas las restricciones impuestas por
la UPMNS . Se analiza de forma gráfica los elementos |Bu|/mt,
|B|d/mb, Cu/mt, Cd/mb, |D|u/mt y |D|d/mb Figuras (1a, 1b y 1c).
A partir de un análisis combinado, Figuras (2a y 2b) se estable-
cen la siguiente relaciones entre los elementos de la matriz de
masa:

|Aν| ≫ |Dν| ≫ Eν.
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