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Recta de Wallace-Simson y tridngulos pedal
Wallace-Simson’s line and pedal triangles

J. Olmedo-Lopez

a* F. Barrera-Mora ‘='?

aArea Académica de Matemdticas y Fisica, Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo, 42184, Pachuca, Hidalgo, México.

Resumen

En la primera parte de este trabajo empleamos GeoGebra para identificar patrones geométricos, lo que nos permitié formular y
demostrar el Teorema 2.5. Un caso de especial interés es el estudio del punto medio E de un segmento perteneciente a la recta de
Wallace-Simson de un tridngulo equildtero. Al examinar el lugar geométrico descrito por E cuando dicha recta varia, conjeturamos
y probamos que se trata de una elipse, resultado que motivé gran parte de este trabajo.

En la segunda parte, retomamos y extendimos contribuciones clasicas de Sturm y Steiner (siglo XIX). A partir de estos desa-
rrollos, obtuvimos una nueva demostracion del teorema de Wallace-Simson como corolario. Ademas, el analisis detallado de las
pruebas motivé una bisqueda en la que se encontrd que el Teorema de Pitdgoras es equivalente a la férmula de adicién para el seno

y el coseno.
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Abstract

In the first part of this work, we employed GeoGebra to identify geometric patterns, which enabled us to formulate and prove
Theorem 2.5. A case of particular interest is the study of the midpoint, E, of a segment belonging to the Wallace-Simson line of an
equilateral triangle. By analyzing the locus described by E as this line varies, we proved that it is an ellipse—a result that motivated

a significant portion of this research.

In the second part, we revisited and extended classical contributions by Sturm and Steiner (19th century). From these deve-
lopments, we derived a novel proof of the Wallace-Simson theorem as a corollary. Furthermore, a detailed analysis of the proofs
prompted an investigation which revealed that the Pythagorean Theorem is equivalent to the addition formulas for the sine and

cosine functions.

Keywords: Wallace-Simson line, Pedal triangle, GeoGebra, AlphaGeometry.

1. Introduccion

Podria afirmarse que el inicio de las matemaéticas como dis-
ciplina estructurada y formal se remonta a Los Elementos de
Euclides (Euclid, 1956, Vol. 1, 2 ,3), una obra fundamental en
la que se presentan resultados que han perdurado hasta nuestros
dias. Ejemplos notables de estos son: la Proposicién 20, Libro
IX que establece la infinitud de los ndmeros primos y la Propo-
sicion 47, Libro I, conocido como el Teorema de Pitdgoras. De
acuerdo con Hardy (Hardy, 2005, pp 18-21) estos son dos de
los resultados mas importantes en matematicas.

A lo largo del tiempo el desarrollo de la geometria ha pasa-
do por épocas de gran auge, siendo una de las mas significativas
la incorporacién de ideas algebraicas en la solucién de proble-
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mas geométricos. Estas ideas se han extendido y evolucionado
dando lugar a desarrollos del calibre de la Geometria Algebrai-
ca, una rama de las matemadticas que se ocupa del estudio de
las propiedades geométricas y aritméticas de las soluciones de
sistemas de ecuaciones polinémicas mediante herramientas al-
gebraicas.

Con el advenimiento de herramientas digitales, el estudio de
la geometria euclidiana ha experimentado un impulso relevante
y renovador. Por un lado, sistemas de geometria dindmica co-
mo GeoGebra han abierto un amplio abanico de posibilidades
para abordar, tanto problemas cldsicos como nuevos, Santos-
Trigo et al. (2021), permitiendo visualizaciones interactivas y
exploraciones dindmicas que ayudan a la identificacién de pa-
trones. Estos avances no solo facilitan la comprensién de con-
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ceptos geométricos, sino que pueden fomentar la creatividad
en la resolucién de problemas. Por otro lado, la evolucién y
desarrollo de sistemas de geometria como AlphaGeometry, un
sistema basado en la llamada Inteligencia Artificial que com-
bina técnicas de razonamiento geométrico y algebraico para
resolver problemas tipo olimpiada, (International Mathematics
Olympiad) AlphaProof y AlphaGeometry (2024), abre desafios
que no pueden soslayarse en cuanto a lo que el aprendizaje de
la geometria demanda. Este tipo de herramientas representa un
salto cualitativo en el aprendizaje y desarrollo de la geometria,
ya que no solo automatizan procesos, pues ofrecen nuevas pers-
pectivas y enfoques para abordar desafios matematicos. En es-
te trabajo, mostramos c6mo las herramientas digitales —desde
plataformas interactivas como GeoGebra hasta sistemas avan-
zados como AlphaGeometry— pueden revolucionar el estudio
y la ensefianza de la geometria. Estas tecnologias no solo facili-
tan la exploracién de conceptos geométricos, sino que también
abren nuevas perspectivas para la formulacién y resolucién de
problemas, enriqueciendo tanto la investigaciéon como el apren-
dizaje.

2. Recta de Wallace-Simson y lugares geométricos.

La recta que estamos llamando de Wallace-Simson, tradi-
cionalmente se atribuye a Robert Simson (1687-1768), aunque
no hay evidencias histéricas que respalden su autoria. Por otro
lado, investigaciones de los siglos XIX y XX, como las cita-
das por (Coxeter, 1967, p. 41), sugieren que el primer registro
documentado del teorema que refiere a la citada recta, aparece
en un articulo de William Wallace de 1797. Por esta razén de-
cidimos usar el término recta de Wallace-Simson y al resultado
que garantiza su existencia le llamamos el Teorema de Wallace-
Simson. Dado que la recta de Wallace-Simpson juega un rol
importante en la discusion de este trabajo y considerando que
éste tiene entre sus hipotéticos lectores a estudiantes y ptiblico
en general, consideramos de importancia incluir un par de de-
mostraciones. La primera es la del Teorema 2.1, mientras que
la segunda es una consecuencia directa del Teorema 3.2, el cual
tiene importancia en la discusion del tridngulo pedal.

Lema 2.1. Sean, CDEF un cuadrildtero ciclico, N la intersec-
cion de la circunferencia que pasa por E, Gy C con la recta C
vy G un punto sobre el segmento CF diferente C y F. Entonces
/ZNED = /GEF.

Figura 1: Lema 2.1

Demostracion: El resultado se obtiene notando que los cua-
drilateros CDEF y CNEG son ciclicos y comparten un angulo,
es decit, ZDCG = /DCF vy éste, sumado con Z/NEG o con
/DEF da como resultado r, de lo cual se obtiene la afirmacién
del lema. O

Teorema 2.1. (Wallace-Simson) Sea ABC un tridngulo y Q su
circuncirculo. Si D € Q; E, F y G son los pies de perpendicula-
res desde D a los lados de ABC o sus prolongaciones, entonces
E, F y G son colineales. Ademds, si la linea DF interseca a
en M, entonces M B es paralela a EF.

Figura 2: Existencia de la recta de Wallace-Simson

Demostracion. Demostrar que E, F' 'y G son colineales equi-
vale a probar que Z/BGE = ZCGF. Por la construccién de las
perpendiculares desde D se tiene que los cuadrildteros DEBG,
DGFC y DFAE son ciclicos. De esto obtenemos que ZCGF =
ZCDFy /BGE = ZEDB. La demostracion se termina si pro-
bamos que ZEDB = ZCDF, que es consecuencia del Lema 2.1
aplicado a los cuadrilateros DBAC y DEAF. Para demostrar
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que MB es paralela a EF, por lo ya probado, notemos que los
dngulos ZMBC 'y ZCDM son congruentes a ZEGB, y de esto
se obtiene la afirmacién.

O

Definicion 2.1. La recta del Teorema 2.1 es llamada recta de
Wallace-Simson y en este trabajo serd denotada por L.

Observacion 2.1. Ndtese que la Recta de Wallace-Simson de-
pende del punto D € Q, que la determina, por lo que al variar
D en Q se obtiene una familia de rectas.

Continuamos la discusién explorando propiedades que se
derivan de la recta de Wallace-Simson en un tridngulo equilate-
ro. De manera més precisa, dado el tridngulo equildtero ABC y
la circunferencia que lo circunscribe (ver Figura 3), tomamos
un punto D sobre ésta, a partir del cual se construye £. Aho-
ra, elegimos un segmento sobre esta recta y su punto medio,
E. Para ilustrar el método tomaremos dos puntos de la recta
de Wallace-Simson y su punto medio. Con estos elementos se
tiene el siguiente resultado

Teorema 2.2. Si ABC es un tridngulo equildtero, Q su cir-
cuncirculo, D € Q, L la recta de Wallace-Simson determinada
por D, y E el punto medio del segmento S 1S,, con S1y S, dos
de las intersecciones de L con los lados del tridngulo, entonces
el lugar geométrico de E cuando D se mueve sobre Q es una
elipse.

Figura 3: Lugar geométrico del punto £

Demostracion. Sin perder generalidad supondremos que uno
de los vértices del tridangulo es el origen de coordenadas y otro
estd en la parte positiva del eje horizontal. De manera mas
precisa, podemos suponer que los vértices del tridngulo son

A = (0,0,B = (a,0)yC = (%, ‘g") Con esto y algunos

célculos se tiene que la ecuacién de Q es:

x2+y2—ax—iy=0. )

V3

Debemos probar que para cada D € €, las coordenadas de E,
satisfacen la ecuacién de una elipse, que serd determinada to-
mando cinco posiciones especificas del punto D. Los corres-
pondientes puntos son:

3a V3a
Dy =(0,0) > E, = ?T)’
D; =(a,0) = E; = (a,0),
Dy =4 Y3a) | g _(a N3a)
272 2" 4
a a V3a
D=O,_ E, = I )
(o) s 4)
a 7a \3a
Ds=a, =] »Es= |, 220
o= [e5) 7255 (55

Los primeros tres puntos son los vértices del tridngulo que dan
lugar a tres posiciones del punto E, el cuarto y quinto son la in-
terseccion de la circunferencia con las rectas x = 0y x = a res-
pectivamente. Como ejemplo consideramos el punto D = (0, 0),
para el cual, efectuando céalculos, el punto E tiene coordena-
d 3a_V3a

as (? 5
analogo se obtienen los restantes puntos. Recordemos que la
ecuacién general de una cénica esta dada por:

) que esel punto E|, siguiendo un procedimiento

Lx*> + Mxy + Ny* + Rx+ Py + Q = 0, 2)
la cual, sin perder generalidad, se puede suponer de la forma
x2+mxy+ny2+rx+py+q=0. 3)

Determinaremos cual es la cénica que pasa por los puntos
E\,E,, E3, Ey4, Es, para lo cual se considera el sistema de ecua-
ciones lineales:

3d® 3342 3a V3a 9a?
W@t T TRt g Pt e
ar+gq = -a?
3a? 3a? a V3a a?
Em+ 3 n+§r+Tp+q=—Z (4)
3a? \3a a 3a a?
Em+ T n+zr+ Tp+q:_ﬁ
3  7V3a  Ta 3a 4942

" e TRy PTIT T

Resolviendo para g de la segunda ecuacion, sustituyendo en las
restantes y eliminando denominadores en (4) se obtiene:

3a’m +3V3dn — 40ar + 8 \/gap = 554°
3a’m +2V3d%n — 8ar + 4 \/gap = 124°
3a’m + V3d*n — 12ar + 4\/§ap = 154°
3a*m +7\3a’n — 8ar + 8 \/gap = 154°.

&)

El sistema (5) se puede resolver usando SageMath, dando como
resultado:


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx10MEKwjAMBuC74Dv8t7U1gms73KVPIgo97Gbr1sme31Q2pRs7BEISPpIEQiQkQk_wbvJJVIEiJerJV_J46IYaDkb5h1YBJ87GIb2Fkd9KxBn2orxK3Gr_LdXDOTRNHsqGLgy9MdqZsGui1gthCmIN5Lkd4beELYTr7hKbOxZifD2nTtz4JcQncRgOe6f5YfIDYXJU2g==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Con estos valores, la ecuacién que estamos estudiando es:

7 4 7 17 3
x2+—y2+ —xy— —ax —ay+—a2 =0. (6)

37 T3 4 43 4

Es bien conocido el criterio para clasificar conicas a partir de la
ecuacién general de segundo grado en dos variables, es decir, si
Ax?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F = 0 representa una cnica general,
esta representa una elipse si B> —4AC < 0. Con esto se verifica
directamente que (6) representa una elipse. Para demostrar que
el lugar geométrico descrito por E es una elipse, basta justificar
que las coordenadas de E satisfacen (6). Recordemos que E es
el punto medio de S| y S los cuales son las intersecciones de
perpendiculares a dos lados del tridngulo ABC, desde el punto
D (ver Figura 3). Si D = (u, v), entonces la ecuacion de la per-
pendicular a la recta y = 0, prolongacién del segmento AB, que
pasa por el punto D esta descrita por:

x=u (N

y la recta perpendicular a y = — V3(x — a), la prolongacién del
segmento BC, que pasa por el punto D estd dada por:

y=%(x—u)+v. (8)

Las coordenadas de S| son S| = (u,0) y para encontrar las
coordenadas de S, resolvemos el sistema de ecuaciones:

y=-V3(x-a
©)

1
y=—(x—-u)+v,

V3

obteniendo:

(3a+u— V3v V3a-u+ \/gv))
S, = 7 > 2 .

Como E es punto medio de S y S, se llega a:

E_(3a+5u— V3v \/g(a—u+ \/§v))
B 8 ’ 8 ‘

Para verificar que las coordenadas de E satisfacen la Ecua-
cién (6), escribimos explicitamente el punto D

.

la verificacion se realiza a través de SageMath. O

. 12V3av + 9a* - 3612

a
i ; ,v], (10)

Figura 4: Lugar Geometrico descrito por E.

Hasta este punto hemos llegado a la construccién que se
muestra en la Figura 4. En ésta se tom6 a £ como punto me-
dio de S| y S,. Construcciones andlogas se obtienen al tomar
puntos medios de cualesquiera parejas de puntos que son in-
terseccion de la recta de Wallace-Simson con el tridngulo, de
hecho en la Figura 5 se ilustran las elipses que se obtienen de
estas construcciones. La justificacion de que se trata de elipses
se obtiene realizando los célculos al tomar las dos combina-
ciones restantes de puntos sobre la recta de Wallace-Simson y
el tridngulo. Con este procedimiento se obtiene que las nuevas
elipses de la Figura 5 estdn dadas por (11) y (12).

7 4 a a
2 2
X+ -y —-—xy——x—-——=y=0, (11)
3 V3T 4 343
1 a a?
2 2
X+ -y —ax— ——=y+—=0. (12)
9 6V3 4

Figura 5: Tres Elipses


https://sagecell.sagemath.org/
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Se verifica de manera andloga a lo hecho para la elipse de
ecuacién dada en (6), que (11) y (12) representan elipses. Una
nota interesante es observar que estas mismas elipses las pode-
mos obtener de la siguiente manera: se obtiene la elipse repre-
sentada por (11), rotando un dngulo de %n a la elipse de (6) y
después trasladandola 5 unidades hacia la izquierda, con res-
pecto al vértice B del tridngulo. La elipse de (12) la obtenemos
al rotar a la elipse de (6) un dngulo ‘3‘77 y trasladdndola a unida-
des hacia la izquierda con respecto al mismo vértice B. En esta
dltima construccion aparecen seis puntos interesantes que son
vértices de tridngulos equilateros (ver Figura 6).

\ /
\C/
J
K L
H |
M
--3 - -
A, B
/ \
/ \
/ \

Figura 6: Dos Tridngulos Especiales

Teorema 2.3. El tridngulo HIJ (ver Figura 6) es equildtero

con medida de sus lados igual a T

Demostracion. Con ayuda de GeoGebra y SageMath se obtie-
nen los vértices y sus coordenadas:

H= (Ea, ﬁa), I = (éa, ﬁa], J = (la, @)
8§ 8 8 8 2 4

Probaremos que H, I, J forman un tridngulo equilatero de lado
j—:, para lo-cual calcularemos la distancia de H a I

2
5 3V (V3 V3
HD=1\||a-2> g
d(H,I) J(Sa 8a)+(8a 8a
7 \2
-5
= 70
De manera similar se verifica que d(I,J) = d(H,J) = %. O

Teorema 2.4. El tridngulo KLM es equildtero y sus lados mi-

den —a.
7

5

Demostracion. Con ayuda de GeoGebra y SageMath se obtie-
nen los vértices de este tridngulo, dichos vértices tienen por
coordenadas:

5 343 9
K‘(ﬁ“’?“)’ L‘(ﬁ“’ 14 ¢

Probaremos que, en efecto K, L, M son vértices de un tridngulo

W)l

equilatero de lado —a. Para justificar esta afirmacién calculare-

mos la distancia de K a L.

D) - J(za_ia)i(ﬁa_ﬁaf

14 14 14 14
4 \2
(5
2
= —a.
7
De manera similar se verifica que d(L,M) = d(H,M) =
2
—a. O
7

Después de esta observacion, volvemos la atencién a una
elipse en particular, mds concretamente la que representa (12).
Elegimos a esta, ya que en su ecuacién no aparece el término
xy. Un aspecto interesante es describir los elementos que la de-
terminan, es decir, las longitudes de sus semiejes, asi como la
ubicacién de sus focos. Notemos que el eje mayor es la altura
del tridngulo ABC, trazada desde el vértice C, y en consecuen-
cia el centro de la elipse es el punto medio de esta altura. Resta
por determinar el semieje menor y la posicién de los focos. Co-
mo es tradicién, las longitudes de los semiejes seran denotadas
por ay b respectivamente y la distancia del centro de la elipse a
los focos por ¢. Observemos que, completando cuadrados, (12)
es equivalente a:

e

a? 3a?

48 16
De la Ecuacién (13) tenemos que:

= 1. (13)

a
a=—: b >
43 4
y para determinar ¢ usamos la ecuacién a> = b? + ¢, que des-

cribe la relacion entre las longitudes de los semiejes de la elipse
y la distancia focal, obteniendo

C=—.

V6

Con esta informacién obtenemos que los focos estan dados por:
poofe a3 a) (e a3 _a)
2" 4 V6 2" 4 V6

y la longitud del semieje menor la obtenemos de:

(2


https://www.geogebra.org/classic
https://sagecell.sagemath.org/
https://www.geogebra.org/classic
https://sagecell.sagemath.org/
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Note que la longitud del semieje menor es un tercio de la del
semieje mayor, que es la mitad de la altura del tridngulo ABC.

La discusidn hasta este punto muestra resultados al tomar a
E como el punto medio del segmento S 1 », sin embargo, es po-
sible generalizar esta construccion al dividir el segmento S ;S
con una razén dada r, es decir, en general se tiene:

Teorema 2.5. Sea ABC un tridngulo equildtero y Q su cir-
cuncirculo. Si E es un punto del segmento S1S, que lo divide
en una razon dada r, entonces el lugar geométrico descrito por
E cuando D se mueve sobre Q es una elipse de ecuacion:

~

®

x2+r2+2r+42+2(V34-V3x _dar+3a
32 0 3r YD 14)
4 \Bar? + 7 \Bar + 6 V3a +2a2r+a2_
6(r2 +7) YT e+
T SI' 1 .
% S3,
r=05 \\?C;l\ : ,,,’
1
1

1
Figura 7: Teorema 2.5 con r = 5

Demostracion. Al igual que en las demostraciones anteriores
haremos uso de SageMath para realizar los cdlculos necesarios.
Como se mostrd enla prueba del Teorema 2.2, con D = (u,v)
sobre la circunferencia de Ecuacién (1), los puntos Sy S,
estan dados por:

3a+u— \3v \/g(a—u+ \/gv)]
4 ’ 4 )

S1=0), Szz(

Ahora, dado r € R, el punto E tiene coordenadas:

E:(4u+r(3a+u— \/§v) r\/g(a—u+ \/gv)

4r+ 1) ’ 4+ 1) ) (15)

Se verifica con SageMath que E satisface la Ecuacién (14). [

1
La Figura 7 ilustra el resultado del Teorema 2.5 parar = 5

Una construccién de la figura en el Teorema 2.5 puede vi-
sualizarse aqui.

3. Algunos Teoremas de la Geometria Euclideana en los
siglos XIX y XX

Si bien es cierto que a partir del Siglo XVIII, gran parte del
desarrollo matematico se concentrd en areas como el analisis,
las ecuaciones diferenciales, el dlgebra, la topologia, la geo-
metria diferencial, por mencionar unas cuantas, en lo que con-
cierne a la geometria euclidiana también hubo avances. Ejem-
plos relevantes de esto se tienen con resultados como los Teore-
mas de Morley (1899), de Feuerbach (1822), de Miquel (1838)
y de Johnson (1916). EL resultado que inspiré lo que esta-
mos presentando en esta seccion es el teorema de Sturm-Steiner
(1826), para un tridngulo, Teorema 3.2.

3.1. Tridngulo Pedal

El resultado que motivé la discusion en este trabajo es el
Teorema de Wallace-Simson, en este sentido, es natural bus-
car una demostracion del mismo-adicional a las ya existentes.
En tal biisqueda y explorando con las herramientas Geogebra
y Sage, entre otras, obtuvimos la siguiente conjetura: El drea
del tridngulo pedal de un punto P permanece constante si P se
mueve sobre una circunferencia concéntrica a la que circuns-
cribe al tridngulo ABC. A la luz de esta conjetura es nutural
preguntarse: ;Cudl es el tridngulo pedal que se menciona alli?
Mais atin, ;Qué relacion hay entre esta conjetura y el Teorema
de Wallace-Simson? En la siguiente definicion se precisa lo que
es el tridngulo pedal de un tridngulo respecto de un punto.

Definicion 3.1. (Johnson, 2013, Definition 189) El tridngulo
pedal de un punto P con respecto a un tridngulo ABC, es aquel
cuyos vértices son los pies de las perpendiculares trazadas des-
de el punto P a los lados del tridngulo.

Originalmente la Definicién 3.1 se da considerando el punto
en el interior del tridngulo o sobre sus lados, sin embargo ésta
se puede extender a cualquier punto del plano que contiene al
tridngulo, considerando no solo los lados, sino las prolongacio-
nes de éstos.

U

4
U
4

«
, ~

AN
.

Figura 8: Tridngulo pedal con respecto del punto P fuera del tridngulo


https://sagecell.sagemath.org/
https://sagecell.sagemath.org/
https://www.geogebra.org/classic/c6uvkuqc
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Responder la segunda interrogante es algo mas complicado,
pues, de entre los tantos intentos realizados, la idea mas cerca-
na consistia en lo siguiente: Si la conjetura es cierta, basta ver
que pasa con el drea del tridngulo pedal al tomar el punto P
sobre la circunferencia que circunscribe al tridngulo ABC, todo
apuntaba a que en este caso el tridngulo se degeneraba, es decir,
su area era cero, entonces, la cuestion radicaba en demostrar la
conjetura. Después de algunos intentos fallidos se decidi6 con-
sultar fuentes con la finalidad de saber si este resultado ya habia
sido publicado, el resultado de dicha busqueda fue el hallazgo
del libro Geometry by its History, cuyo autor es Ostermann
(2012), mas concretamente en las paginas 217-222 de tal libro,
se aborda este resultado y se da una demostracion de la conje-
tura anteriormente mencionada. El autor frasea de la siguiente
manera:

Teorema 3.1. (Ostermann, 2012, Theorem 7.28) The area A’
of the pedal triangle DEF remains constant if P moves on cir-
cles concentric to the circumcircle of ABC. More precisely, this
area is given by

, A d?
ﬂ :Z(l—ﬁ), (16)

where R is the radius of the circumcircle, d the distance PO and
A the area of ABC.

Como mencionamos, la prueba de este teorema se encuentra
en (Ostermann, 2012, pags 221 y 222), sin embargo al revisar
con detalle dicha demostracién, concluimos que no es lo sufi-
cientemente clara, ademds de que (16) no aplica para puntos P
fuera del circuncirculo del tridngulo ABC, esto se debe a que
el autor toma como base un articulo de Steiner (1826) el cual
hace la demostracién solo para puntos interiores al tridngulo.
Por otro lado, Sturm en (Padovani, 2009, pags 166-173) men-
ciona la prueba del resultado para puntos en el exterior y da una
férmula para calcular el area del triangulo pedal en funcién de
los dngulos del triangulo original, aunque desafortunadamente,
pasa por alto un detalle bastante importante que trataremos de
esclarecer para que este teorema sea lo més general posible. En
este sentido, enunciamos el teorema de la siguiente manera.

Teorema 3.2. Dado el tridngulo ABC de circuncentro O, cir-
cunradio Ry drea A, para cualquier punto P en el plano, el
drea, A’ del tridngulo pedal de P con respecto al tridngulo
ABC estd dada por:

=l a7

en donde d es la distancia de O a P. Ademds, si P pertenece
a una circunferencia concéntrica al circuncirculo del tridngulo
ABC, entonces A’ es constante.

Figura 9: Area del triangulo pedal.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que el circuncentro del triangulo ABC es el origen de coorde-
nadas y que el vértice A tiene coordenadas (R, 0), con esto, los
vértices restantes By C, estdn dados por: B = R(cos(8), sen(8))
y C = R(cos(¢),sen(¢)), para ciertos adngulos 8 y ¢ . Sea
P = (x,y) un punto cualquiera en el plano y pongamos d = ||P||,
norma de P. Luego, el pie D de la perpendicular desde P a la
prolongacion de BC es:

D =B+ u(C - B), (18)

(P-B,C-B)

IC - B
C — B). Andlogamente, obtenemos expresiones para E (pie en
AC)y F (pie en AB).

en donde u = (producto interno de P — B con

E=A+A(C-A) (19)
y
F=A+pB-A), (20)
P-AC-A P-AB-A
con A = # = ; Luego, usando

IC - AP |B - A]?
un resultado conocido de algebra lineal, el drea A’ estd dada
por:

A = %H(E — D)X (F - D)|| 21

Aplicando la bilinealidad del producto cruz y las expresiones
para E— Dy F — Den (21) se obtiene:

(E —D)x (F —D)=[A—- B+ A(C —A) — u(C — B)]x
[A-B+p(B-A)—ulC - B)]
=-u(A-B)x(C-B)
+A(C-A)X(A-B)
+Ap(C —A) x (B - A)

— u(C —A) x (C — B)
—u(C—B)X(A-B)
= pp(C — B) X (B — A).

(22)
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Si definimos: u = B—A,v=C-Ayw=C—-B =v—u,enton-
ces 2A = |luxv||. Con esto, aplicando propiedades del producto
cruz y reagrupando, la parte derecha de (22) se transforma en:

HUXV+AUXV—Apu XV — Auu X v — yuu X v + ppu X v (23)
= [A(1 = p) + p(p — Dlu X v.

El resultado final se obtiene de una simplificacién con Sage-
Math, es decir, efectuando céalculos con la herramienta mencio-
nada se obtiene:

R —x2—y?
A1 - —)= ——
(1 =p)+plp =) = =

1 ] d’

4 R2)
Con esto, sustituyendo (24) en (23) y a su vez, (23) en (21),
obtenemos (17). Finalmente, A’ solo varia con d = x> + yz,
por lo que A’ permanece constante cuando P pertenece a una

circunferencia concéntrica al circuncirculo del tridngulo ABC.
O

(24)

Ahora, con toda franqueza podemos enunciar y demostrar
el siguiente:

Corolario 3.1 (Wallace-Simson). Si P es un punto sobre el cir-
cuncirculo del tridngulo ABC, entonces los pies de las perpen-
diculares trazadas desde P a los lados (o sus prolongaciones)
del tridngulo ABC son colineales.

Demostracion. Sabemos, por el Teorema 3.2, que el area del
tridngulo pedal A’, respecto P, estd dada por

el

-

Si P pertenece al circuncirculo, entonces d = R, y de esta condi-
ciéon A’ = 0, lo cual implica que el tridngulo pedal se degenera
a un segmento, concluyendo de esto que los pies de las perpen-
diculares son colineales. O

3.2.  El Teorema de Pitdgoras y las formulas de adicion para
el seno y el coseno

En el andlisis de la prueba del Teorema 3.1 propuesta en
Ostermann (2012), al probar algunos de los lemas establecidos
alli, surgi6 la idea para dar una prueba del Teorema de Pitadgo-
ras, que se habia incluido. A sugerencia de los revisores se hizo
una exploracién mds detallada del Teorema de Pitdgoras y sus
demostraciones, Loomis (1968), llegando a la conclusién que,
éste es equivalente a las férmulas de adicién para el seno y el
coseno. Por esta razén, y dado que no es comin encontrar este
resultado en la literatura, consideramos que podria tener alguna
utilidad desde el punto de vista didactico.

Teorema 3.3. Las formulas de adicion para el seno 'y el coseno
equivalen al Teorema de Pitdgoras.

Demostracion. Supongamos valido el Teorema de Pitdgoras,
entonces se cumple la ecuacién

cos?(x) + sen’(x) = 1, (25)

para todo x. Mostraremos que las férmulas de adicién se cum-
plen.

1
I
I
I
1
|
1
1
é

D

Figura 10: Férmulas de adicion

En la Figura 10, el arco de circunferencia tiene radio uno
y se han representado los angulos @ y 8. A partir de esto se
obtienen las siguientes ecuaciones

BF =sen(B),

OF =cos(B). (26)

Los tridngulos DOF y BEF son semejantes, por lo que

EF EF
cos(a) = — = ——, lo que implica
BF  sen(f)
EF = cos(a) sen(B). 27

Procedimientos analogos llevan a:

FD =sen(a@) cos(B),
OD = cos(a@) cos(B) (28)
BE =sen(a) sen(B).

También se tiene CD = BE. Usando la Ecuacién (25) llega-
mos a:

cos’(@ + B) =1 — sen’(a + )
=1 - (EF + FD)?
=1 - EF* - 2(EF)(FD) - FD?
=1 — sen’(B) cos>(a) — sen’(@) cos*(B) — 2(EF)(F D)
=sen’(B) + cos*(B)
- senz(ﬁ) cosz(a') - senz(a') cosz(ﬁ) —2(EF)(FD)
=sen’(B)(1 — cos>(a)) + cos’(B)(1 — sen’(a))
— 2(EF)(FD)
=(sen(B) sen(a) — cos(a) COS(,B))2

=(cos(a@) cos(B) — sen(B) sen(a))z.
(29)

De (29) obtenemos cos(e¢ + ) = cos(a)cos(B) —
sen(f) sen(e). La férmula, sen(e + 8) = sen(a)cos(B) +
sen(f) cos(a) se deriva de forma andloga, usando que sen®(a +

B) =1-—cos’(a +p).


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxdzd0KgyAYgOHzwe6hs77PWfs590C7gEWnY4yIokAzzEbd_cxwUAgqr48604UW1La1LenQdhGLvqWBeN7nGM-n53pWV1YbeN2oG28XcxbSesMn_k9FUIIVJMRKj-DfRTp2fdh6lh2Y-3hDfuOJmhjkiUACmZuv4Je010YBEvJwQq6Ae8A3wPfA6CDEJsRRyNLWM4AkcE-MxouaCBidSMR07NQgu2b5NJOUgPgDnnVZdQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxdzd0KgyAYgOHzwe6hs77PWfs590C7gEWnY4yIokAzzEbd_cxwUAgqr48604UW1La1LenQdhGLvqWBeN7nGM-n53pWV1YbeN2oG28XcxbSesMn_k9FUIIVJMRKj-DfRTp2fdh6lh2Y-3hDfuOJmhjkiUACmZuv4Je010YBEvJwQq6Ae8A3wPfA6CDEJsRRyNLWM4AkcE-MxouaCBidSMR07NQgu2b5NJOUgPgDnnVZdQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Figura 11: Teorema de Pitagoras

Para demostrar el reciproco, consideramos el tridngulo
rectangulo ABC, Figura 11. Si trazamos la altura desde el vérti-
ce C y llamamos D al punto de interseccion de AB con dicha
altura, obtenemos los tridngulos BCD y ACD. Nétese que los
tridngulo BCD y ABC son semejantes, ya que comparten el
dngulo @ y ambos tienen un angulo recto. Andlogamente, el
tridngulo ABC es semejante al tridngulo ACD, por compartir
un angulo de medida 90° — « y uno recto. Luego, si A, A; y
Ay denotan las dreas de los tridngulos ABC, BCD y ACD res-
pectivamente, se obtiene:

2 P p?
A= T sen(2a), A, = T sen2a) 'y Ay = T sen(2a),

(30)
que son consecuencia de la férmula de adicién para el seno.
Abhora, de la propiedad aditiva del drea obtenemos:

A=A + Ay,
2 2 »?
CZ sen(2a) = az sen(2a) + 7 sen(2a), 3D
F=d+ bz,
que es la Ecuacion de Pitagoras. O

4. Conclusiones

En este trabajo se empled GeoGebra como herramienta
principal para explorar propiedades geométricas del tridngulo
pedal asociado a un punto P respecto a un tridngulo ABC, con
énfasis en su relacién con la recta de Wallace-Simson. Un ele-
mento a destacar es el rol que puede jugar un sistema de geo-
metria dindmica como GeoGebra, para explorar elementos del

pensamiento matematico (identificar y representar la informa-
cién, resolver casos particulares, identificar regularidades y for-
mular conjeturas). Parte del trabajo gir6 en torno a fundamen-
tar propiedades del tridngulo pedal. En este contexto se tiene
la siguiente construccién: Dado un tridngulo AgByCy y un pun-
to P en el plano de éste, se construye el tridngulo pedal res-
pecto de P, denotdndolo por A;B;Cy; de manera recursiva se
construye el n-ésimo tridngulo pedal respecto de P, denotando-
lo por A, B, C,. Dada esta construccién surgen preguntas tales
como: ;Qué propiedades tiene esta sucesion de tridngulos? ;Es
periddica o estacionaria? En Alexander (1993) se han expues-
to algunos resultados concernientes a las preguntas planteadas,
sin embargo en trabajos a futuro planeamos examinar cuidado-
samente la segunda pregunta.
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