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Resumen

La cinemitica inversa es fundamental para el control de robots manipuladores, donde la eficiencia y la precision son criticas.
Este trabajo presenta una soluciéon geométrica, exacta y de forma cerrada para la cinematica inversa de un manipulador cilindrico.
Se realiza una comparativa de rendimiento rigurosa entre el método geométrico propuesto y ocho algoritmos numeéricos iterativos
de propdsito general, validada mediante una prueba de estrés sobre una trayectoria continua de alta resolucién. Los resultados
demuestran empiricamente que la solucién geométrica permite frecuencias de control superiores a 122 kHz, siendo mas de 400
veces mds rapida que la mejor alternativa numérica evaluada y alcanzando un error de posicionamiento nulo. Esta investigacion
aporta evidencia cuantitativa de que, para manipuladores no redundantes, los solucionadores especializados son indispensables para
aplicaciones de tiempo real estricto o hardware embebido, superando drasticamente a los de propdsito general.

Palabras Clave: robdtica, cinemética inversa, analisis geométrico, manipulador cilindrico, métodos numéricos, trayectoria
continua.

Abstract

Inverse kinematics is fundamental for the control of robot manipulators, where efficiency and precision are critical. This work
presents a geometric, exact, and closed-form solution for the inverse kinematics of a cylindrical manipulator. A rigorous perfor-
mance comparison is conducted between the proposed geometric method and eight general-purpose iterative numerical algorithms,
validated through a stress test on a high-resolution continuous trajectory. The results empirically demonstrate that the geometric
solution enables control frequencies exceeding 122 kHz, being over 400 times faster than the best evaluated numerical alternative
while achieving zero positioning error. This research provides quantitative evidence that, for non-redundant manipulators, specia-
lized solvers are indispensable for hard real-time applications or embedded hardware, drastically outperforming general-purpose
ones.

Keywords: robotics, inverse kinematics, geometric analysis, cylindrical manipulator, numerical methods, continuous trajectory.

1. Introduccion incluyendo la manufactura, la logistica, la aerondutica y la sa-
lud (Abdelmaksoud et al., 2024). La capacidad de estos siste-
mas para ejecutar tareas complejas y, a menudo delicadas, con
una precision inigualable es un factor clave en la productividad,
la calidad y la seguridad en estos sectores. Desde el ensambla-

Los robots manipuladores se han convertido en herramien-
tas indispensables en el panorama tecnolégico moderno, impul-
sando la automatizacién en una amplia variedad de industrias,
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je a alta velocidad de productos electrénicos de consumo hasta
las maniobras minuciosas requeridas en la cirugia asistida por
robots, la habilidad de controlar el movimiento de los manipu-
ladores es fundamental (Fu et al., 2013). Este rendimiento no
es simplemente una caracteristica deseable, sino un requisito
critico que determina la viabilidad econdémica y la factibilidad
técnica de las soluciones automatizadas. La parte fundamen-
tal del disefio y desarrollo de manipuladores se encuentra en el
andlisis cinemadtico, que es el estudio del movimiento sin con-
siderar las fuerzas que lo originan.

Este estudio se centra en el andlisis cinematico de un ma-
nipulador cilindrico. Esta configuracién, definida por una base
giratoria y dos articulaciones prismaticas consecutivas, forma
un sistema de coordenadas con un espacio de trabajo cilindri-
co. Aunque la robdtica moderna ha visto la proliferacién de
robots articulados mas complejos como los robots Selective
Compliance Assembly Robot Arm (SCARA) (Ulrich y Steger,
2016), la eleccién de investigar el robot cilindrico es delibe-
rada, pues su relevancia perdurable proviene de su inherente
simplicidad, que se traduce en ventajas tangibles para una clase
especifica de aplicaciones industriales. La simplicidad mecani-
ca de un manipulador cilindrico ofrece una propuesta de valor
atractiva en varias areas clave. En primer lugar, es altamente
rentable; menos articulaciones conducen a menores costos de
fabricacién, integracién y mantenimiento, lo que lo convierte
en una opcién atractiva para proyectos de automatizacién con
restricciones estrictas de capital. En segundo lugar, su disefo
es excepcionalmente eficiente en el uso del espacio. El perfil
de movimiento vertical y radial es ideal para tareas en entornos
restringidos donde el espacio en el piso es limitado, como aten-
der matrices de maquinas de control numérico muy compactas
o realizar operaciones de paletizado sobre una banda transporta-
dora. Por dltimo, esta arquitectura es 6ptima para una variedad
de tareas simples y de alto rendimiento comunes en la industria,
incluyendo manipulacién de materiales, ensamblaje de piezas
ligeras, carga y descarga de maquinas, paletizado y operacio-
nes simples de soldadura por puntos o soldadura blanda (Pai et
al., 2015). Las caracteristicas distintivas del robot cilindrico lo
convierten en un sistema ideal para la investigacion central de
este trabajo. Su estructura cinemadtica simple, no redundante y
de tres grados de libertad permite la derivacion de una solucién
exacta y en forma cerrada para un andlisis cinemadtico. Esto pro-
porciona una base perfecta contra la cual se puede evaluar rigu-
rosamente el rendimiento de métodos de solucién del problema
cinemadtico mas generales, pero aproximados. Al estudiar esta
arquitectura fundamental, podemos explorar los compromisos
criticos entre algoritmos especializados y exactos, y soluciona-
dores numéricos de propdsito general, generando conocimien-
tos directamente aplicables a la seleccion de estrategias de con-
trol para un segmento significativo de tareas de automatizacién
industrial.

2. Materiales y métodos

El andlisis cinemdtico de robots manipuladores es crucial
para que puedan realizar movimientos precisos y exactos, lo
cual es esencial para aplicaciones en la industria y en la in-
vestigacion, ya que evalda qué tan bien un manipulador puede

ejecutar las tareas para las que fue desarrollado, como ensam-
blaje, manipulacién de objetos u operaciones complejas como
soldadura (Karupusamy et al., 2024). Este proceso consiste en
examinar el movimiento de los eslabones y las articulaciones
del manipulador para determinar su capacidad de posicionar y
orientar el efector final de manera precisa. Esta capacidad es
fundamental, pues un estudio demostré que el andlisis cinemati-
co afecta el rendimiento y la eficiencia del manipulador (Elha-
didy et al., 2024), esto a través de la evaluacién de métodos
mediante modelado matemadtico y optimizacién. En particular,
el andlisis cinematico ayuda a optimizar el disefio de los mani-
puladores al definir las relaciones entre los eslabones y las ar-
ticulaciones, minimizando errores y eliminando las colisiones
entre los componentes internos del manipulador, por ejemplo
un estudio sobre el disefio de manipuladores demostré que una
longitud adecuada de los eslabones mejora su capacidad rota-
cional (Fomin et al., 2021). El andlisis cinematico incluye tanto
el directo como el inverso. La cinemadtica directa consiste en
determinar la posicién y orientacion del efector final a partir de
pardmetros articulares especificos, mientras que la cinemética
inversa implica encontrar los dngulos y desplazamientos articu-
lares necesarios para alcanzar las posiciones deseadas del efec-
tor final.

2.1. = Cinemdtica directa

Para modelar la estructura cineméatica del manipulador, se
empled la convencién sistemdtica de Denavit-Hartenberg (D-
H) (Craig, 1989). La asignacién de los sistemas de coordenadas
dextrégiros {0, 1,2, 3} se ilustra en la Figura 1, derivando los
parametros geométricos presentados en la Tabla 1.

2 Y2
Q1 ‘
.’1,‘1/ €3
ay
23
20
q0
A4
Zn Yo
Figura 1: Asignacion de ejes para el manipulador.
Tabla 1: Parametros D-H
j 9j dj a; a; g Rango
I g @ 0 0 R gqoel-n/2,n/2]
2 T q1 a, w2 P q1 € [0,0.70]
3 0 q2 +az 0 0 P qr € [0,0.6]

La transformacién homogénea general Aj_l € SE(3) que
relaciona el sistema del eslabon j con el j — 1 se define en (1).

cos@; —sinf;jcosa; sinf;sina; ajcosf;
A = sinf; cosfjcosa; —cosf;sina; a;sinf;
J 0 sina; cosa; d;
0 0 0 1
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La posicidén y orientacion del efector final con respecto a la
base se obtiene calculando el producto de las transformaciones
individuales, A} = AYAJAZ. Sustituyendo los pardmetros de la
Tabla 1 y simplificando con ¢y = cos(qg) y so = sin(qp), se
obtiene el modelo cinematico directo final mostrado en (2).

—co 0 —so —axco—(az+q2)s0
o_|=% 0 co (a3+q2)co—axso
Ag = 0O 1 0 ar+qi @
0 0 O 1

2.2.  Derivacion de la solucion geométrica propuesta

En esta seccion se detalla el desarrollo analitico del método
geométrico exacto propuesto, el cual servird de referencia pa-
ra la comparativa con los algoritmos numéricos. La cinemadtica
inversa, que consiste en determinar las variables articulares ne-
cesarias para alcanzar una posicion deseada, presenta desafios
dependientes de la configuracion del robot. Si bien para ma-
nipuladores redundantes, con siete o mas grados de libertad,
es comun recurrir a métodos numéricos o técnicas avanzadas
de Deep Learning (Malik et al., 2022) y Perceptrones Multica-
pa (Segota er al., 2021), estas aproximaciones pueden resultar
innecesariamente costosas para estructuras mas simples. En el
caso del manipulador cilindrico estudiado, el analisis geométri-
co ofrece una solucién de forma cerrada que garantiza mayor
simplicidad y eficiencia computacional, tal como se deriva a
continuacion.

Dada una posicién deseada Py = [x4, y4, 2417, el objetivo es
encontrar los valores de las variables de las articulaciones del
manipulador gg, g1 y ¢». Asi, de acuerdo a (2).

Xq = —axco — (az + q2) so
Ya = (a3 + q2) co — az5¢ 3)
Zd = ay +q

El componente z; del efector final esta directamente relacio-
nado con el desplazamiento de la segunda articulacion ¢g;. Esta
relacién lineal entre la variable de la articulacion y la posicién
cartesiana sobre el eje de desplazamiento facilita su calculo (4).

Zda = a1+ q1

q1 =24 —ap

“

En cuanto a la tercera articulacién ¢, la distancia radial del

efector final al eje 7o esta dado por /x2 + y2. Por lo tanto la dis-

tancia radial esta directamente controlada por g,. De esta forma
si se elevan al cuadrado y se suman los términos x; y y,.

2,2 2 2
Xy +y; = (—axco — (a3 + q2) s0)” + (a3 + q2) co — a2s0)
2, .2 22, 22 2, 22
Xy + Yy = aysg + azsy + 2azqo sy + ascp+

22 2, 22, 22
+ a5cq + 2azqacy + g5 55 + q5¢; 5)

2., .2 2, 2
xy+y;=(as+q)" +a;

@ = t+[-a}+ X2+ — a3

Finalmente, para la primera articulacion ¢gq si se divide el
término y, sobre x; se obtiene:

3
ya _ (a3 +q2)co —axso
X4 —axco — (a3 + q2) so
ya _ —axtan(qo) +az+q»
xs (a3 +q)tan(qo) + a>
qo = atan2 (—azxg + ax(=ya) — g2Xa, a2(—Xa) + a3ya + q2ya)
(6)

Para encontrar el valor de gy en (6), la funcidon atan2(y, x)
es usada. Esta funcién maneja correctamente todos los cuatro
cuadrantes y provee un dnico angulo en el rango (—x, 7). De
esta forma, tipicamente existe una dnica solucién para las va-
riables qo, g1 y q2, para cualquier punto en el espacio carte-
siano (xy4, Y4, z4) dentro de su espacio de trabajo operacional,
asumiendo que x; y y; no son cero. Si la posicién deseada del
elemento terminal del manipulador esta fuera de su espacio de
trabajo, no existird una solucion vélida, y el robot no podra al-
canzar fisicamente el punto deseado.

2.3. Métodos numéricos

Los métodos numéricos iterativos ofrecen un enfoque de
propdsito general para resolver el problema de la cinematica in-
versa. Estos algoritmos, que incluyen los métodos de Newton-
Raphson, Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt (LM) (Havi-
land y Corke, 2024), investigados en este estudio, tratan el pro-
blema de la cinemadtica inversa como un problema no lineal de
biisqueda de raices o de optimizacién. A partir de una estima-
cién inicial de la configuracién articular, refinan de forma ite-
rativa esta suposicién para minimizar el error entre la posicion
actual y la deseada del efector final. Su principal ventaja es la
versatilidad, pues se pueden aplicar a practicamente cualquier
configuracién robética, incluidos los manipuladores redundan-
tes, sin necesidad de una derivacion personalizada. Sin embar-
go, esta generalidad conlleva varios inconvenientes bien docu-
mentados (El-Sherbiny e al., 2018). El proceso iterativo puede
ser computacionalmente mds exigente que un calculo analiti-
co directo, lo que puede afectar el desempefio en tiempo real.
Ademis, la convergencia a una solucién valida no siempre estd
garantizada y puede ser muy sensible a la calidad de la estima-
cién inicial. Estos métodos también enfrentan desafios cerca de
singularidades en algunas configuraciones del manipulador, en
las que éste pierde uno o mds grados de libertad. Esta disyunti-
va fundamental entre robustez y exactitud es una consideracion
clave al evaluar solucionadores numéricos.

3. Resultados

El uso de herramientas de software en la robética para el
analisis de robots permite que los investigadores exploren e im-
plementen sistemas robéticos con una mayor facilidad. Una de
las ventajas que ofrecen este tipo de software es la de simular
al robot, por ejemplo SoRoSim (Mathew et al., 2023) facilita
la simulacién de sistemas robéticos rigidos y suaves. Por otro
lado, plataformas como AdaptiX (Pascher et al., 2024) habilita
el desarrollo de robots usando tecnologias de realidad virtual. A
pesar de la existencia de estas plataformas, es importante des-
tacar que las librerias como la Robotics Toolbox para Python
(RTB) (Corke y Haviland, 2021) sigue siendo una herramienta
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fundamental y ampliamente utilizada en en andlisis y desarro-
llo de robots, ya que ofrecen un conjunto robusto de funciones
para la cinemética, dindmica, control de robots y la planeacién
de trayectorias.

Para llevar a cabo el andlisis comparativo, en este estudio
se utilizé la RTB para realizar dos tipos de validacién compara-
tiva, una estdtica puntual para verificar la exactitud posicional,
y una evaluacién en movimiento basada en trayectorias conti-
nuas para evaluar la eficiencia computacional bajo condiciones
de carga de trabajo intensiva.

3.1. Validacion de exactitud posicional

Para comprobar la validez de la cinematica inversa obtenida
en (4), (5) y (6), se seleccionaron cinco configuraciones aleato-
rias del manipulador i = 1,2,...,5 dentro de su espacio de
trabajo mostradas en la Tabla 2. Estas posiciones deseadas se
ilustran en la Figura 2.

El método geométrico propuesto alcanzé una solucién exac-
ta con un Error Cuadratico Medio (MSE) de cero en todas las
configuraciones. En contraste, al evaluar los métodos numéri-
cos (incluyendo variantes de Levenberg-Marquardt y Newton-
Raphson), aunque la mayoria convergié a errores aceptables
(1077 a 107?), métodos como Gauss-Newton (pinv=False) pre-
sentaron inestabilidad en ciertas configuraciones (i = 5), fallan-
do en la convergencia con errores altos de un MSE ~ 2.63.

Tabla 2: Configuraciones del manipulador para validacion estatica
Posicion deseada Py Solucién real [go, g1, 2]
(—0.3602,0.4751,0.6006)  [0.3067,0.5006,0.3617]
(—0.3556,0.5087,0.3966) ' [0.2820,0.2966, 0.3875]
(0.1126,0.7956,0.7242)  [-0.3922,0.6242,0.5782]
(0.1972,0.5184,0.6542)  [-0.7324,0.5542,0.3173]
(—0.2826,0.1379,0.7479) ~ [0.4275,0.6479, 0.04262]
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Figura 2: Visualizacion de las cinco posiciones de prueba en el espacio de tra-
bajo.
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Tabla 3: Comparacién de rendimiento computacional en trayectoria continua (2000 puntos)

Método Tiempo Prom. (us)  Frec. (kHz) Factor de Velocidad
Geométrico (Propuesto) 8.17 122.39 1.0x (Ref)
LM Chan (k = 1.0) 3372.57 0.30  -412.78x mas lento
LM Chan (k = 0.1) 3377.47 0.30  -413.38x mas lento
LM Sugihara (k = 0.001) 3389.78 0.30  -414.88x mas lento
LM Wampler (k = 1e-6) 3350.43 0.30  -410.07x mas lento
Gauss-Newton (pinv=T) 3973.60 0.25 -486.34x mas lento
Gauss-Newton (pinv=F) 4314.04 0.23 -528.01x mas lento
Newton-Raphson (pinv=F) 6723.63 0.15  -822.92x més lento
Newton-Raphson (pinv=T) 6779.45 0.15  -829.75x més lento

3.2.  Andlisis de rendimiento en trayectoria continua

Para evaluar el impacto del tiempo de coémputo en aplica-
ciones reales, se simul6 una tarea de seguimiento de trayecto-
ria continua que requiere el movimiento simultaneo de las tres
articulaciones. Se gener$ una trayectoria helicoidal de alta re-
solucién compuesta por 2000 puntos de control, interpolando
movimiento circular en la base (gg) con elevacidn lineal (q;) y
extension radial (¢,), como se muestra en la Figura 3.

— Trayectoria (Posicion deseada)
® nicio
® Fin

Figura 3: Trayectoria helicoidal de validacién compuesta por 2000 puntos para
prueba de estrés computacional.

La Tabla 3 presenta la comparacién de tiempos de ejecu-
ci6én promedio y la frecuencia maxima tedrica de control para
cada método. Los resultados fueron generados en una estacion
de trabajo con procesador Intel i7-10850H y 32 GB de RAM.

Se observa una diferencia de magnitud critica, pues el méto-
do geométrico propuesto alcanz6 un tiempo promedio de ejecu-
cién de 8.17 us, permitiendo una frecuencia tedrica de actuali-
zacién superior a 122 kHz. Por el contrario, el método numérico
mas eficiente (LM Chan k = 1.0) requirié 3372.57 us, limitando
la frecuencia de control a apenas 0.30 kHz.

Estos resultados demuestran que, para trayectorias conti-
nuas, el método analitico es mas de 400 veces mas rapido que
las alternativas iterativas del estado del arte. Esta eficiencia no
es trivial; mientras que los métodos numéricos saturarian el pro-
cesador en un bucle de control de 1 kHz, tipico en servocon-
trol industrial, el método geométrico utiliza menos del 1 % de

los recursos computacionales, liberando capacidad de procesa-
miento para tareas concurrentes criticas como vision artificial,
planificacién de movimiento en tiempo real o deteccion de co-
lisiones.

4. Conclusiones

Este estudio abordd la comparativa de rendimiento entre
una solucion cinematica inversa geométrica exacta y ocho algo-
ritmos numéricos de propdsito general aplicados a un manipu-
lador cilindrico. Mas alla de una validacidn estatica, la investi-
gacidn se centrd en cuantificar el costo computacional en tareas
de seguimiento de trayectorias continuas, un aspecto critico pa-
ra aplicaciones industriales de alto rendimiento.

Nuestra investigacion arrojo resultados inequivocos, valida-
dos tanto en precisién posicional como en eficiencia compu-
tacional. La solucién geométrica derivada no solo garantiz6 un
error de posicionamiento nulo (MSE=0) y determinismo abso-
luto, sino que demostré una superioridad abrumadora en velo-
cidad de procesamiento. Las pruebas de estrés en trayectoria
continua revelaron que el método propuesto es mas de 400 ve-
ces mas rapido que la mejor alternativa numérica (Levenberg-
Marquardt), permitiendo frecuencias de control tedricas supe-
riores a 122 kHz frente a los limitados 0.30 kHz de los so-
lucionadores iterativos. Ademas, se evidencio la inestabilidad
inherente de ciertos métodos numéricos como Gauss-Newton
sin regularizacién, que fallaron en converger en configuraciones
validas, un riesgo inaceptable en entornos de seguridad critica.

Las implicaciones de estos hallazgos refutan la nocién de
que la diferencia de tiempo entre métodos analiticos y numéri-
cos es despreciable. Se demostré que, en un bucle de control
estdndar de 1 kHz, los métodos numéricos saturarian casi por
completo los recursos de procesamiento, mientras que la so-
lucién geométrica ocuparia menos del 1 % de la capacidad de
computo. Esto proporciona evidencia cuantitativa de que, para
manipuladores no redundantes, el esfuerzo de derivar una solu-
cién cerrada es indispensable para habilitar el uso de hardware
embebido de bajo costo o para liberar recursos computaciona-
les hacia tareas concurrentes complejas, como vision artificial
o planificacién dindmica.

Es importante destacar que la superioridad del método
geométrico observada en este estudio es caracteristica de ma-
nipuladores no redundantes con soluciones analiticas cerradas.
En el caso de robots redundantes, la jerarquia de rendimiento
podria invertirse. Para arquitecturas redundantes, las solucio-
nes geométricas suelen ser excesivamente complejas o inexis-
tentes, haciendo que los métodos numéricos, especialmente los
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basados en la Jacobiana, sean preferibles por su capacidad para
manejar la redundancia mediante optimizacién de criterios se-
cundarios. Por tanto, el alcance de los resultados presentados se
circunscribe a manipuladores determinados, donde la eficiencia
del método geométrico es imbatible, como se demostré con el
robot cilindrico.

El trabajo futuro podria extender este marco comparativo
e implementacién en hardware fisico a otras arquitecturas no
redundantes comunes, como los manipuladores SCARA, para
consolidar un conjunto de directrices que prioricen la eficiencia
algoritmica en el disefio de sistemas roboticos.
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