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Resumen

Este articulo presenta la regulacién de un sistema cadtico de Lorenz mediante dos estrategias de control, un controlador
proporcional (P) y un controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) con un algoritmo de sintonizacion basado en
adaptacion estadistica. A diferencia de los métodos convencionales que requieren un modelo matematico preciso, la propuesta
ajusta las ganancias mediante la normalizacién del error, usando la media y la desviacion estandar para estimar la probabilidad
del error y una funcién de mapeo, que permite ajustar las ganancias en tiempo real. Este enfoque ayuda en la robustez del
controlador reduciendo las oscilaciones. Los resultados de simulacion muestran que el control proporcional sélo atenta
parcialmente las oscilaciones del sistema de Lorenz, mientras que el PID estadistico logra estabilizar los estados x,y,z hacia la
referencia deseada, controlando el atractor cadtico con menores oscilaciones. Finalmente, se presentan las sefiales de error, los
errores cuadraticos medios y las sefiales de control, confirmando el desempefio del controlador estadistico en sistemas complejos.

Palabras Clave: Modelo de Lorenz, caos, controlador PID, control estadistico, estabilizacion.
Abstract

This article presents the regulation of a Lorenz chaotic system using two control strategies: a proportional (P) controller and
a proportional-integral-derivative (PID) controller with a tuning algorithm based on statistical adaptation. Unlike conventional
methods that require a precise mathematical model, this approach adjusts the gains by normalizing the error, using the mean and
standard deviation to estimate the error probability and a mapping function, which allows for real-time gain adjustment. This
approach enhances controller robustness by reducing oscillations. Simulation results show that proportional control only partially
attenuates the Lorenz system's oscillations, while the statistical PID controller stabilizes the x, y, and z states toward the desired
reference, controlling the chaotic attractor with fewer oscillations. Finally, the error signals, mean squared errors, and control
signals are presented, confirming the performance of the statistical controller in complex systems.

Keywords: Lorenz model, chaos, PID controller, statistical control, stabilization.

1. Introduccion 0=10,p=28,=8/3. Son seleccionados estos parametros

precisamente porque generaran un comportamiento cadtico en
el modelo de Lorenz. Bajo estos valores, el sistema presenta
alta sensibilidad a las condiciones iniciales, trayectorias no
periodicas y la formacion del conocido atractor extrafio de
Lorenz, lo que lo convierte en un escenario de referencia para
el anélisis de dindmicas no lineales, control cadtico y
sincronizacién de sistemas dindmicos, donde las trayectorias
de X, y, z nunca se repiten, lo que exige una respuesta del
controlador extremadamente precisa para evitar el deshorde de
las sefiales.

Los sistemas caoticos representan uno de los retos mas
importantes dentro del analisis y control de sistemas dindmicos
no lineales. La regulacion de sistemas con dindmicas no
lineales no es una tarea trivial, especialmente cuando nos
enfrentamos a la naturaleza aperiodica de atractores. El modelo
de Lorenz, que originalmente surgid para explicar la
conveccion en la atmdsfera, se ha consolidado como el
estandar para poner a prueba cualquier algoritmo de control
debido a su "efecto mariposa" intrinseco (Sparrow, 1982). En
la implementacion, trabajamos bajo el régimen de parametros
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La busqueda de una supresion efectiva del caos ha generado
una vasta cantidad de literatura. Se han propuesto desde
observadores de estados hasta técnicas de control por modo
deslizante para controlar el atractor (Wang et al., 2021). Sin
embargo, un problema recurrente que observamos en
propuestas como las de Sun et al. (2023) es que, aunque
funcionan en entornos ideales de simulacidn, su rendimiento
decae ante la presencia de ruido estocastico. Esto sucede
porque muchos esquemas ignoran la incertidumbre inherente a
los datos capturados en tiempo real. Investigaciones
fronterizas, como las de Uy et al. (2024), subrayan que la
cuantificacion de dicha incertidumbre es la pieza que falta para
lograr una estabilidad robusta en sistemas de alta complejidad.

La motivacion detras de este disefio surge de la evidente
rigidez del PID convencional frente al ruido de medicién. Si
bien un controlador proporcional (P) simple puede atenuar la
magnitud de las oscilaciones, resulta insuficiente para colapsar
el atractor de forma definitiva cuando existen perturbaciones
constantes. Durante la fase experimental, notamos que, para
estabilizar realmente las tres variables, se requeria un
mecanismo que no solo mirara el error puntual, sino que
interpretara la estadistica del error. Al integrar el calculo
dindmico de la media y la desviacion estdndar en el lazo de
realimentacion, logramos que las ganancias se modulen segln
el comportamiento probabilistico de la sefial, filtrando picos de
ruido sin necesidad de recurrir a filtros anal6gicos complejos.

Este articulo no solo describe una simulacion, sino que
valida una metodologia para hibridar el control clasico con el
analisis probabilistico. A lo largo de las siguientes secciones,
detallamos el desarrollo matematico del controlador vy
demostramos mediante resultados cuantitativos como nuestro
esquema logra llevar a x;, x,, x3 a un punto de equilibrio
estable en menos tiempo que los métodos tradicionales. El
enfoque aqui presentado abre una via para tratar otros sistemas
cadticos donde la precisién paramétrica es incierta pero la
estabilidad es innegociable.

2. Estado del arte

Para contextualizar el desarrollo del controlador propuesto,
es imperativo analizar la evolucion del modelo de Lorenz
desde su concepcion como un pilar de la dinamica no lineal
hasta las técnicas de regulacion mas sofisticadas de la
actualidad.

Dentro de la teoria del caos, los atractores extrafios, las
dimensiones fractales y la sensibilidad extrema a las
perturbaciones iniciales permiten explicar cémo pequefias
variaciones pueden amplificarse y generar comportamientos
radicalmente distintos. En este contexto, los sistemas caoticos
no solo exhiben impredecibilidad a largo plazo, sino también
patrones emergentes que revelan formas de orden interno
(Diaz Rojas y Pino, 2023).

2.1 Dinamica del
bifurcaciones

atractor de Lorenz, estabilidad y

El comportamiento del modelo de Lorenz se define por su
extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, una propiedad
donde variaciones infinitesimales en el estado inicial derivan
en trayectorias divergentes y a-periddicas. Como sefiala
Oestreicher (2007), esta caracteristica de los sistemas

deterministas implica que, aunque las leyes de evolucidn sean
conocidas, la predictibilidad a largo plazo es nula debido a la
naturaleza no lineal de sus ecuaciones. Esta 'impredecibilidad
determinista’ es lo que define al atractor extrafio como el
conjunto hacia el cual colapsan las trayectorias del sistema. En
este contexto, cualquier perturbacion externa o ruido de
medicion puede tener un efecto desproporcionado en la
estabilidad, lo que constituye la principal limitaciéon de los
esquemas de control tradicionales basado en tener ganancias
fijas y motiva el desarrollo de estrategias adaptativas que
consideren el ajuste de ganancias mediante técnicas
estadisticas.

El estudio de la transicion hacia el desorden en flujos
turbulentos encuentra su pilar fundamental en el modelo de
Lorenz. Esta estructura dindmica se ha consolidado como el
estandar para analizar como leyes deterministas pueden dar
lugar a trayectorias impredecibles y complejas (Sparrow,
1982). Investigaciones criticas, como las de Shen et al. (2018),
han logrado mapear con precisién las fronteras entre regiones
estables e inestables del sistema, un paso fundamental para
determinar los limites de autoridad de un controlador. No basta
con conocer el modelo; hay que entender sus restricciones
operativas. En esa linea, Dhooge et al. (2024) emplearon
algoritmos de continuacion numérica para identificar
superficies de bifurcacion donde coexisten multiples atractores
ante variaciones minimas de los parametros del sistema.

Esta capacidad de controlar transiciones topolédgicas ha
permitido que investigadores como Wang et al. (2018)
demuestren algo sorprendente: es factible forzar al sistema a
abandonar su régimen cadtico y saltar a una 6rbita periddica
mediante leyes de control que alteran la estabilidad de los
puntos de equilibrio (bifurcaciones de Hopf). Este tipo de
manipulacion geométrica convierte al modelo de Lorenz en un
laboratorio ideal para sistemas mas complejos, desde modelos
climaticos de gran escala hasta representaciones de orden
fraccionario que buscan capturar la disipacion real en fluidos.

2.2 Paradigmas de control: de la retroalimentacion clasica a
la robustez

La literatura se divide entre quienes buscan modelos
exactos y quienes disefian para la incertidumbre. La necesidad
de controlar la inestabilidad del atractor ha impulsado una
vasta gama de metodologias de control. Los enfoques
pioneros, como el método OGY (Ott et al., 1990), demostraron
que pequefias perturbaciones aplicadas en secciones de
Poincaré pueden estabilizar orbitas periddicas inestables. El
control por retroalimentacidn retrasada, propuesto por Pyragas
(1992), sigue siendo una técnica elegante para estabilizar
oOrbitas inestables sin desplazar los puntos de equilibrio
originales.

Sin embargo, en la préactica de la ingenieria, la rigidez de
estos métodos suele ser su perdicion. Enfoques mas modernos,
como la retroalimentacion linealizante analizada por
Villafuerte y Avila (2020), intentan simplificar el problema
transformando la dindmica no lineal en una lineal equivalente,
aunque su éxito depende totalmente de qué tan limpia sea la
medicion de los estados x;, x5, X3.

Para enfrentar las perturbaciones externas y el ruido
paramétrico, se han propuesto esquemas de control por modos
deslizantes (SMC). Recientemente, Wang et al. (2021)
desarrollaron un controlador SMC basado en observadores de
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ganancias variantes en el tiempo, logrando una sincronizacion
robusta incluso en presencia de perturbaciones no modeladas.
A pesar de estos avances, el fenémeno del chattering
(oscilaciones de alta frecuencia) sigue siendo un reto técnico
importante. Esto motiva la exploracion de controladores que
integren una capa de adaptacion estadistica, permitiendo que
las ganancias de control evolucionen dinamicamente para
suavizar la respuesta del actuador y mejorar la precision en el
seguimiento de trayectorias.

Estas técnicas contemporaneas ofrecen alternativas
robustas al control de caos, aunque generalmente requieren
conocimiento completo del modelo matematico del sistema.
Estas generalizaciones se han convertido en herramientas clave
para analizar la predictibilidad de métodos numéricos,
especialmente en meteorologia y ciencias atmosféricas, donde
el caos inherente del sistema atmosférico impone limites
naturales a la prediccion determinista (Chou et al., 2010).

2.3 Modelado climatico, prediccién y el auge del aprendizaje
profundo

Desde la década de 1930, los estudios atmosféricos han
identificado discontinuidades y cambios abruptos en variables
meteoroldgicas, caracteristicos de la dindmica caética de la
atmosfera (Krishnamurti y Ramanathan, 1982). La utilidad del
modelo de Lorenz trasciende la teoria de control y se posiciona
como el nicleo de los experimentos de prediccidn atmosférica.
En este ambito, Sun et al. (2023) han utilizado variantes del
modelo (especificamente el Lorenz-96) para simular eventos
climaticos extremos, demostrando que la predictibilidad no es
una constante, sino que depende de la escala de las
perturbaciones iniciales y del ruido de fondo.

Esta linea de investigacidn sugiere que cualquier intento de
controlar el clima o procesos industriales similares debe
contemplar la naturaleza estocastica del sistema. En
concordancia, Palmer et al. (2005) argumenta que la
representacion de la incertidumbre mediante modelos
estocasticos es fundamental para superar las limitaciones de
los modelos deterministas tradicionales en la prediccion del
tiempo.

Por otro lado, la integracion de la Inteligencia Artificial ha
abierto una nueva frontera. Investigaciones como las de
Milinski et al. (2021) han explorado el uso de grandes
conjuntos de datos (ensembles) para entrenar arquitecturas que
capturen la dindmica de largo plazo del atractor de Lorenz.

Sin embargo, surge un conflicto técnico evidente: aunque
las redes neuronales pueden predecir trayectorias con una
precision asombrosa en el corto plazo, carecen de las garantias
de estabilidad que ofrece la teoria de control clasica. Esta
opacidad de los modelos de aprendizaje profundo es lo que
motiva la bisqueda de soluciones hibridas que conserven la
estructura fisica del sistema, pero integren la capacidad de
adaptacion de los métodos modernos.

2.4 Cuantificacion de incertidumbre y enfoques estadisticos en
control

El desafio actual de la ingenieria no es simplemente
suprimir el caos en condiciones de laboratorio, sino gestionar
la incertidumbre que permea en los sistemas reales. La
literatura mas reciente ha girado hacia la cuantificacion
probabilistica para robustecer los lazos de control. Un trabajo

referente es el de Uy et al. (2024), quienes proponen el uso de
expansiones de caos polinémico para evaluar como el ruido de
medicion se propaga a través de las variables de estado. Su
hallazgo es critico: un controlador que ignora la dispersién
estadistica del error estd destinado a la inestabilidad. Esto
valida la necesidad de mecanismos que, en lugar de ganancias
fijas, operen sobre métricas de segundo orden como la
desviacion estandar.

La transicion desde la prediccion hacia el control efectivo
requiere una gestién rigurosa de la incertidumbre paramétrica.
Métodos numéricos avanzados, como los propuestos por Liao
y Wang (2014), han logrado mitigar la acumulacion de errores
en simulaciones de largo plazo, pero la incertidumbre
inherente al caos sigue siendo el principal obstaculo. Para
cuantificar esta dispersion, se han adoptado métricas
probabilisticas modernas como la divergencia de Kullback—
Leibler en pronoésticos por ensambles (Ding et al., 2019) y
técnicas de expansion de caos polinomial (SE-PCE) para
evaluar promedios temporales con alta eficiencia
computacional (Uy et al., 2024).

En este contexto, investigaciones lideradas por Ding et al.
(2019) resaltan que la adaptacion basada en el andlisis de la
distribucion del error permite una convergencia mucho mas
suave en sistemas altamente no lineales. Al respecto, Chen et
al. (2014) ya habian advertido que la principal causa de falla
en los controladores PID convencionales aplicados a sistemas
de Lorenz es la amplificacion del ruido de alta frecuencia
cuando las ganancias son elevadas. Nuestra propuesta se
inserta precisamente en este vacio técnico. Al utilizar la
normalizacion estadistica y el calculo dinamico de la media
para modular la accion de control, logramos un filtrado
intrinseco que protege al sistema de divergencias inesperadas.
Esta aproximacién no solo mejora el tiempo de estabilizacién
de las variables x,, x,, x5, Sino que proporciona un marco de
seguridad operativa frente a la sensibilidad paramétrica
caracteristica del atractor.

Desde el &mbito de la estabilidad tedrica, el método directo
de Lyapunov ha permitido establecer condiciones para el
disefio de leyes de control en sistemas cadticos estocasticos,
garantizando la convergencia en media cuadratica (Chen et al.,
2014). Sin embargo, existe una brecha significativa entre estos
complejos andlisis probabilisticos y la implementacion de
controladores practicos que puedan adaptarse al ruido en
tiempo real. La sensibilidad de los parametros atmosféricos,
que puede provocar la aparicion o desaparicion subita del caos
(Chakraborty y Veeresha, 2024), exige un esquema de control
gue sea intrinsecamente adaptable.

2.5 Asimilacion de datos y el limite de la predictibilidad por
Inteligencia Artificial

El uso del modelo de Lorenz como sistema de evaluacion
para técnicas de asimilacion de datos ha sido fundamental para
entender la fragilidad de los pronésticos. Métodos
tradicionales de asimilacion, como el 3D-Var, presentan una
dependencia critica de la precision de las condiciones iniciales;
una minima desviacion en estas captura la divergencia
exponencial de las trayectorias, invalidando la estabilidad del
modelo en horizontes temporales cortos (Harter et al., 2015).
En un esfuerzo por extender esta predictibilidad, se ha
recurrido al aprendizaje automatico. Investigaciones pioneras
de Pasini y Pelino (2005) demostraron que las redes neuronales
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pueden aprender la dindmica temporal del modelo de Lorenz
para estimar limites de prediccion atmosférica, sentando las
bases para el uso de modelos simplificados en el estudio de
sistemas reales.

Recientemente, el aprendizaje profundo ha expandido estas
capacidades mediante el uso de redes neuronales recurrentes
(RNN), las cuales han probado ser capaces de corregir sesgos
sisteméaticos en simulaciones climaticas, superando a los
métodos de asimilacidn tradicionales en el modelo Lorenz-96
(Penny et al., 2023). Dentro de este paradigma, el reservoir
computing ha emergido como una solucion eficiente para
predicciones de corto plazo, mientras que las arquitecturas
LSTM destacan en la captura de dependencias de largo alcance
(Chattopadhyay et al., 2020). Incluso se han propuesto
enfoques hibridos que combinan el modelo de Lorentz con
restricciones fisicas derivadas de leyes de conservacion,
logrando robustez ante datos ruidosos (Pandey y Schumacher,
2021). No obstante, a pesar de la capacidad de estas
herramientas para anticipar eventos extremos (Pathak et al.,
2020), la literatura aln presenta un vacio en cuanto a la
regulacion activa y sencilla de estas variables bajo un esquema
que no dependa de una infraestructura computacional masiva.

A diferencia de los enfoques de control robusto que exigen
modelos exactos o las soluciones de 1A que operan como cajas
negras, en este articulo se propone un controlador PID con
adaptacion estadistica. Al interpretar el modelo de Lorenz
como una representacion simplificada de la dinamica del
cambio climatico, se identifica que el reto no es solo predecir
la trayectoria, sino influir en ella. Mientras que la literatura se
ha centrado en la asimilacion y la prediccion probabilistica
(Buizza, 2018).

En este articulo se propone una estrategia de control PID
mediante una técnica de sintonizacién estadistica aplicado al
modelo de Lorenz, entendido como una representacion
simplificada de la dinamica del cambio climéatico. Dado que
dicho modelo exhibe comportamiento caético, su analisis
permite estudiar como pequefias perturbaciones pueden
generar trayectorias climéticas divergentes. La
implementacion del PID busca demostrar que, aun en
presencia de caos determinista, es posible regular y estabilizar
las variables del sistema, lo que en el contexto real se interpreta
como el conjunto de acciones humanas coordinadas, politicas
ambientales, mitigaciébn de emisiones, intervencion
tecnoldgica y gestion de recursos, necesarias para influir y
atenuar la evolucién del cambio climatico desde una
perspectiva de un modelo dindmico.

3. Metodologia

El modelo de Lorenz (Lorenz, 1963) se define como un
conjunto de tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas
que representan la esencia de la dindmica no lineal y la
sensibilidad paramétrica. Para los fines de este estudio, el
modelo se expresa utilizando las variables de estado x, y, z, de
la siguiente manera (Sparrow, 1982):

dx _ _
Z=o(y-2}
dy _ _ _
i () R

% _ vy —pz 1)

donde x,y,z son variables dindmicas proporcionales a
diferentes magnitudes fisicas segln sea el sistema en que se
implementa el modelo de Lorenz, o, p, y f son pardmetros
positivos que representan propiedades fisicas del sistema como
el nimero de Prandtl, el nimero de Rayleigh y ciertos aspectos
geomeétricos (Curry, 1978).

Para las simulaciones, se han seleccionado los parametros

0=10,p=28,#=8/3. Esta configuracion es fundamental,

ya que sitda al sistema en el punto de bifurcacion donde las
trayectorias abandonan los equilibrios estables y desarrollan el
atractor extrafio clasico. De acuerdo con Shen et al. (2018),
este régimen paramétrico garantiza un entorno de prueba
riguroso para evaluar leyes de control, debido a la divergencia
exponencial de las trayectorias y la inestabilidad de las érbitas
periddicas subyacentes.

Por otro lado, el algoritmo de control empleado en este
trabajo consiste en una propuesta de controlador estadistico,
integrado dentro de un esquema de control tipo PID, donde el
error se define como la diferencia entre la referencia deseada
r(t) y la salida del sistema x(t), es decir:

e(t) = r(t) — x(b). 2

El objetivo del controlador es que, a medida que el sistema
evoluciona en el tiempo, la salida X(t) converja hacia el valor

deseado r(t) . En términos del error, esto equivale a exigir que:
%ime(t) =0. 3)

El controlador estadistico propuesto est4 fundamentado en
el andlisis de datos muestrales obtenidos mediante muestreo
aleatorio (Ojeda et al., 2024), con el fin de garantizar
resultados validos, estables y generalizables. A diferencia de
esquemas PID tradicionales, este controlador incorpora
conceptos estadisticos, como el Teorema Central del Limite y
la distribucion normal, para normalizar el error, calcular
probabilidades y ajustar los parametros del control de manera
adaptativa.

En este esquema, los datos muestrales del error no solo se
emplean para estimar la accion de control instantanea, sino
también para evaluar la estabilidad, robustez y la capacidad del
sistema controlado para compensar perturbaciones externas.
Un preprocesamiento adecuado de los datos mejora la
precision del control, reduce oscilaciones y optimiza el
desempefio global del sistema. Esta propuesta destaca el
potencial de los enfoques estadisticos para mejorar
controladores aplicados a sistemas no lineales y cadticos, como
el modelo de Lorenz.

Los métodos tradicionales de control asumen un error
instantaneo directamente en el PID; sin embargo, en este
trabajo el error se procesa mediante un mecanismo
probabilistico, que determina la probabilidad de que el sistema
mantenga una desviacion significativa respecto a la referencia.
Esto permite ajustar de forma inteligente las ganancias del
controlador. El esquema PID general empleado es:

u(t) = Kye(t) + K; f e(r)dr + Kp =2, @)
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pero con parametros adaptativos modulados por el analisis
estadistico. El procesamiento estadistico del error se basa en
analizar los datos del error para estimar la media muestral:

He(t) = 2Ty e(l) ©)

y la desviacion estandar:

0o(t) = 573 Dhememn (€ (k) = 1e(6))? (6)

El Teorema Central del Limite (TCL) permite asumir que,
para muestras suficientemente grandes, la distribucion de la
media muestral se aproxima a una normal (Bitseki y Delmas,
2024). Asi, el error se estandariza como:

Z(t) — e(k)—pe(t) (7)

oe(t)+e

Este valor indica cuantas desviaciones estandar se separa el
error instantaneo del comportamiento promedio esperado del

sistema (Ojeda-Misses et al., 2025). Con z(t), se calcula la

probabilidad de desviacién mediante la funcion de distribucién
acumulada normal estandar:

P(t) = ®(z(D)) )

La interpretacion fisica es que P(t) mide la probabilidad
acumulada de gue el sistema se encuentre por encima del nivel
de error observado. La expresion analitica de la funcién de
distribucion acumulada o distribucion normal es:

o) == e ©

Las funciones de activacion probabilistica para el ajuste del
controlador son definidas en funcidn del esquema estadistico
capaz de modular las ganancias, es decir, cominmente para las
ganancias derivativa e integral se ajustan en magnitudes
pequefias y la ganancia integral en magnitudes mayores.

e(t)

Wiz 1 el

- 4 O-"’xz’

Por lo que, las funciones quedan a consideracion del disefiador

del controlador. En este caso, se consideraron funciones
sigmoides capaces de regular de manera no lineal y de forma
moderada dichas ganancias. Finalmente, las ganancias del
controlador se ajustan de manera probabilistica para cada
variable del modelo como se muestra en la Figura 1.

Kp = f(P),K; = g(P),Kp = h(P). (10)

donde cada funcion regular la ganancia para mejorar el
amortiguamiento y evitar divergencias propias del modelo de
Lorenz. El objetivo del control es regular simultaneamente

estas tres variables X(t),y(t),z(t) hacia las referencias

deseadas:
Ty (1), 13, (8), 12 (8) (11)

definiendo el error para cada variable y su normalizacion
estadistica se tiene:

ex(t) = 1:(t) — x(t) (12)
ey(t) = n,(t) —y(t) (13)
e,(t) =1, (t) — z(¢) . (14

Dado el caracter cadtico del sistema, cada error se
transforma mediante un filtro estadistico basado en media y
desviacién estandar:

exp(t)— e, p(t)

Ze,, (1) = % (15)
_ fexl(t)_llexl(t)

Ze, () = et (16)
éxp(t)—He,p(t)

Ze () = =52 (an

Este procesamiento estadistico suaviza fluctuaciones
extremas y hace al controlador mas robusto frente al caos.

e L — z —

~{ JK] ~< Sistema -—x—({)

Figura 1. Controlador PID estadistico para la regulacion de variables.
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Ademas, es aplicado para cada variable X(t), y(t), z(t) que

permite ajustar el PID para cada variable del sistema. Para cada
error estadistico se aplica un PID independiente:

Ue(t) = Kpen () + K J, ex(dr + Kp 222 (18)

Asi, el sistema posee tres sefiales de control:
Uy (1), uy (), u(t) (19)
cada una actda en el modelo del sistema:

dx
E - U(y - X') + bxux(t)

d

Z=x(p—2) —y +byuy ()

% = xy — Bz + b,u,(t) (20)

dx

donde u, (t),u, (t),u,(t) son las estrategias de control PID

reguladas mediante el algoritmo adaptable estadistico.
Finalmente, puede agregarse b,,b, ,b, que permitan regular la

dinamica del sistema fuera del ajuste estadistico propuesto en
este trabajo.

La aplicacion combinada del controlador PID y un
algoritmo estadistico propuesto con el modelo de Lorenz
permite dar sentido fisico y conceptual a cdmo un sistema
cadtico puede ser estabilizado mediante acciones de control
disefiadas. En el contexto matemético, el modelo de Lorenz
exhibe extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, dando
lugar a trayectorias divergentes e impredecibles aun cuando el
sistema es completamente determinista. EI controlador PID
actlia regulando cada una de las variables x,y,z hacia valores
de referencia deseados, mientras que la normalizacion
estadistica suaviza la magnificacion natural del error propia del
caos. Esta combinacion representa una forma de desactivar la
tendencia del modelo a escapar de cualquier trayectoria
estable, lo que, desde una perspectiva tedrica, constituye un
mecanismo de domesticacion del caos.

Interpretado en términos de cambio climético, este enfoque
simbolicamente modela cémo los sistemas climéticos reales,
complejos, no lineales y altamente sensibles a perturbaciones,
requieren intervenciones coordinadas para evitar su
desestabilizacion. En esta analogia, las variables del modelo de
Lorenz pueden considerarse representaciones simplificadas de
fendmenos climaticos  interdependientes, tales como
temperatura, concentracion de gases de efecto invernadero y
circulacién atmosférica. Cada controlador PID asignado a x, ,
y z refleja acciones especificas dirigidas a regular cada una de
las variables: mitigacién de emisiones, restauracion de
ecosistemas o modificacion de patrones de consumo
energético.

4. Resultados experimentales

La implementacién computacional del controlador PID con
ajuste estadistico se desarroll6 en Python y se aplicd al modelo
de Lorenz, que se define mediante las ecuaciones diferenciales
no lineales clésicas. Se seleccionaron los valores clasicos de

0=10,p=28,3=8/3, debido a que representan el régimen

de mayor inestabilidad y comportamiento caotico (atractor de
Lorenz), lo cual es ideal para probar la robustez del controlador
propuesto. Para resolver estas ecuaciones, se emplea el método
de integracion numérica de Runge-Kutta de cuarto orden
(RK4), implementado en la funcién rk4_step, la cual actualiza
el estado del sistema en cada intervalo de tiempo.

La simulacion es llevada a cabo mediante un paso de
dt =0.005 segundos durante un tiempo total de T =40
segundos, generando un total de N =T /dt muestras por cada
una de las trayectorias simuladas. Se realizan de manera
simultanea dos simulaciones, la primera para el modelo de
Lorenz sin control y la segunda, bajo la accién del controlador
estadistico propuesto.

El modelo de Lorenz ha sido usando en la literatura para
describir la conveccién atmosférica y, con ello, se ha sido
usado como uno de los primeros ejemplos matematicos de un
sistema cadtico. En este trabajo las tres variables representan
magnitudes climéticas simplificadas, como la temperatura, la
humedad y los indices de rayos ultravioleta (UV), donde es
importante considerar que es un modelo de baja dimensién, es
decir, es capaz de modelar una propiedad fundamental del
clima real y una alta sensibilidad a las condiciones iniciales.

El modelo de Lorenz se empleado como un modelo con
analogia del cambio climatico donde cada variable puede
interpretarse como un indicador global del planeta. El
comportamiento  caltico  puede  asemejarse  como
perturbaciones provocando cambios abruptos y dificiles de
predecir, como sucede actualmente con el cambio climético.
Este ejemplo se considera con el fin de concientizar y
considerar que un sistema como el de Lorenz equivale a
disefiar leyes de control para un sistema climatico
sustancialmente inestable y buscar contrarrestar los efectos y
gue evolucione hacia regimenes extremosos.

Por lo tanto, el modelo de Lorenz se definen condiciones
iniciales en X, =[0.1,1,0], mientras que la referencia deseada

X, =[22.6,62,1] corresponde a una temperatura de 22.6 °C,

62 % de humedad y 1 de UV.
A continuacidn, se especifican las ganancias del controlador

PID clasico K, K,,K, para cada una de las tres ecuaciones

del modelo de Lorenz. Sin embargo, la componente derivativa
no se utiliza de manera fija, sino que se ajusta dinamicamente
mediante un algoritmo estadistico basado en la normalizacién
del error derivado. Para ello, el c6digo mantiene una ventana
temporal moévil de tamafio window=0.6/dt, en la cual se
recopilan las derivadas del error correspondientes a cada canal.
Este conjunto de datos se emplea para estimar la media x y la

desviacion estandar o y se obtiene el valor probabilistico
asociado a través de la funcion de distribucién acumulada
normal estandar P =®(z) .

Este pardmetro permite regular las ganancias similares a un
enfoque adaptable que estan acotadas entre valores minimos y
maximos para evitar divergencia. Asi, cuando el error varia el
algoritmo es capaz de medir datos que se encuentran fuera de
la media permitiendo ajustar de forma inmediata el controlador
para evitar inestabilidad en el sistema. Este algoritmo define el
novedoso método de sintonizacion del controlador PID
estadistico presentado. Sin embargo, es importante considerar
que, debido a las no linealidades del modelo de Lorenz, la sefial
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u(t) no se aplica directamente como entrada, sino que se suma

para compensar la dinamica interna, similar a un feedback
linearization.

Esta técnica permite que el controlador actle sobre un
sistema aproximado como lineal, facilitando la estabilizacion
de los estados del sistema. Cada actualizacion del estado
controlado se realiza mediante RK4, y posteriormente se le
afiade ruido gaussiano a través de np.random.normal,
modelando dicho ruido como incertidumbres en las
mediciones que permitan simularlo bajo condiciones realistas.

La implementacion presentada e implementada
computacionalmente permite validar la eficiencia del
controlador PID con ajustes estadisticos adaptativos y
compensacion dinamica para sistemas cadticos tan sensibles
como el modelo de Lorenz. En términos fisicos, esta
estabilizacién representa una metafora computacional de cémo
estrategias coordinadas, basadas en datos y adaptativas,
pueden contribuir a mitigar y controlar fenémenos climaticos
altamente inestables.

4.1 Controlador proporcional

En esta seccion es presentado un controlador proporcional
(P) usando el enfoque estadistico. Se presenta la comparativa
para el modelo de Lorenz sin accion de control, es decir, el
atractor libre y por otro lado, con la accion del controlador PID
estadistico presentado la trayectoria controlada, como uno de
los resultados mas relevantes. Sin embargo, a pesar de emplear
solamente un controlador proporcional con el algoritmo
estadistico, en la Figura 2 puede observarse el atractor libre
exhibe el comportamiento tipico del modelo de Lorenz
dindmico, caético y con oscilaciones.

Atractor de Lorenz

X 20 i
30 20

Figura 2. Comparacion entre el atractor libre y la trayectoria estabilizada
mediante el controlador Proporcional.

En contraste, el atractor controlado deja de mostrar patrones
caoticos y se concentra alrededor de una regién especifica del
espacio de estados, donde se ubican los valores de referencia
del controlador. Esto demuestra que el controlador no solo
atenla la naturaleza ca6tica, sino que conlleva al sistema a un
nuevo régimen dindmico estable, en el que el sistema
permanece confinado y cercano a la referencia. La supresién

del caos sin perder estabilidad es un resultado notable,
especialmente considerando la naturaleza no lineal y sensible
del modelo.

Por otro lado, la Figura 3 se muestra la convergencia de los
estados x,y,z, lo que confirma lo observado en el atractor. Tras
un estado transitorio inicial los estados convergen hacia la
referencia establecida. La oscilacion alrededor del valor
objetivo es moderada y constante, lo que confirma que el
controlador compensa adecuadamente los errores.

Estados controlados
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Figura 3. Evolucion temporal de los estados x,y,z para el modelo de Lorenz
usando el controlador proporcional (P).

Mientras tanto, en la Figura 4 se muestra la evolucion
temporal de los errores de los tres estados del sistema. Se
observa una respuesta transitoria abrupta al inicio, lo cual es
tipico cuando el controlador debe compensar una desviacion
significativa entre las condiciones iniciales y el estado
objetivo. Tras el pico inicial asociado a las condiciones
iniciales y a la naturaleza no lineal del modelo de Lorenz, los
tres errores convergen gradualmente alrededor de cero, sin
embargo, presentan oscilaciones de amplitud acotadas.

Las oscilaciones presentadas se deben a la dinamica cadtica
del sistema como a la accién proporcional, que introduce un
compromiso entre rapidez de respuesta y estabilidad,
especialmente en sistemas altamente no lineales. A pesar de
ello, el controlador P demuestra ser suficiente para estabilizar
el sistema y acotar el error en un entorno cercano al origen. El
comportamiento de las oscilaciones es coherente debido a que
solamente se usa un controlador proporcional (P), el cual
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permite reducir el error, pero no garantiza su eliminacion
completamente, por tal motivo, se implementara un
controlador sumando las acciones integral y derivativa.

Errores del controlador PID estadistico

0 1 z H a

Tiempo (s)

Figura 4. Evolucion temporal de los errores de los estados x,y,z para el modelo
de Lorenz usando el controlador proporcional (P).

Con el objetivo emplear una métrica que permita medir el
rendimiento y el desempefio del controlador, se calcula el Error
Cuadratico Medio (ECM) para cada error, el cual permite
medir la energia promedio del error a lo largo del tiempo. Un
valor reducido del ECM indica que, en promedio, los errores
de estado permanecen cercanos a cero, aun cuando existan
oscilaciones transitorias, como puede verse en la Figura 5.

Error Cuadratico Medio acumulado por estado

-
g
8

o 5 10 50 5 40

T\EIT:;EI (s)
Figura 5. Evolucion temporal de los errores cuadraticos medios de los estados
X,y,z para el modelo de Lorenz usando el controlador proporcional (P).

Finalmente, son presentadas las sefiales de control las
cuales tienen un comportamiento coherente con la accion
proporcional inmediata requerida para compensar los errores

iniciales (véase Figura 6). En la etapa inicial se observan picos
de magnitud considerable, los cuales se justifican por la
marcada no linealidad del modelo de Lorenz y por la necesidad
del controlador de forzar la dindmica del sistema desde una
condicidn inicial fuera del régimen deseado, caracteristico de
la dindmica cadtica, hacia la regién objetivo dada por los
estados del modelo de Lorenz.
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Figura 6. Evolucion temporal de las sefiales de control para los estados x,y,z
para el modelo de Lorenz usando el controlador proporcional (P).

En general, después del transitorio, las sefiales se estabilizan
alrededor de valores medios constantes, aunque con
fluctuaciones. Estas oscilaciones son consecuencia del
algoritmo estadistico, que ajusta adaptativamente los
parametros del controlador en funcién de la densidad
probabilistica del error. Aun asi, las sefiales se mantienen
acotadas, sin divergencia demostrando que la accién de control
sigue siendo fisicamente realizable dentro del marco del
modelo.

A pesar de que el controlador proporcional presenta un
desempefio aceptable, a continuacién, se implementa un
controlador PID, incorporando las acciones integral vy
derivativa con el fin de mejorar el desempefio del sistema. La
accion integral contribuye a la eliminacion del error en estado
estacionario, mientras que la accion derivativa atenlGa las
oscilaciones y mejora la respuesta transitoria.

4.2 Controlador Proporcional Integral Derivativo (PID)

En esta seccion es presentado el controlador PID
estadistico, se compara el atractor libre de control y el atractor
controlado, donde puede observarse una visualizacidn clara del
impacto del controlador. El atractor libre mostrado en la Figura
7 presenta el comportamiento ca6tico caracteristico dado por
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oscilaciones amplias, trayectorias divergentes y alternancia
irregular entre los dos I6bulos del atractor de Lorenz.

En contraste, el atractor controlado colapsa hacia una
trayectoria estable cercana a la referencia deseada. En lugar de
recorrer los dos I6bulos, la dinamica controlada se dirige
rapidamente hacia los estados deseados, lo que indica que el
caos ha sido practicamente suprimido mediante la accion de
control.

Este resultado es significativo, ya que demuestra que el PID
estadistico no solo reduce los errores, sino que controla
cualitativamente el comportamiento global de los estados del
sistema.

Atractor de Lorenz
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Figura 7. Comparacion entre el atractor libre y la trayectoria estabilizada
mediante el controlador PID.

Por otro lado, la Figura 8 muestra las gréficas de los estados
X,y,Z en conjunto con las referencias, dicha figura muestra que
el controlador logra llevar cada estado hacia su valor objetivo
con una dinamica rapida y estable.
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Figura 8. Evolucion temporal de los estados x,y,z para el modelo de Lorenz
usando el controlador PID.

Para el estado x, el controlador PID estadistico logra una
convergencia rapida hacia la referencia, seguida de

oscilaciones mayores y acotadas alrededor del valor objetivo,
lo que indica una adecuada accién derivativa y un filtrado
estadistico efectivo. En el estado y, se observa el menor tiempo
de establecimiento, coherente con la dinamica interna del
modelo de Lorenz. La convergencia cercana a la referencia
confirma un ajuste adecuado de la accidn integral. Finalmente,
el estado z, a pesar de ser el mas sensible del sistema, es
estabilizado de manera efectiva. Tras un pico inicial de control,
la trayectoria converge y se mantiene proxima a la referencia
con oscilaciones pequefias y estables.

A continuacién, en la Figura 9 se muestra el
comportamiento temporal de los errores ey, eyy ey,
presentados en la parte inferior de la figura, donde se observa
una reduccién abrupta durante los primeros instantes, seguida
de una estabilizacion en torno a cero. Este comportamiento
confirma la eficacia del controlador PID en su accion
proporcional integral derivativa para corregir rapidamente los
errores iniciales. Asimismo, el algoritmo estadistico
contribuye y ayuda a suavizar las fluctuaciones y a prevenir la
amplificacion de pequefias perturbaciones, fendmeno tipico en
sistemas cadticos no controlados. En conjunto, ambos
mecanismos dan lugar a errores pequefios, lo que indica
estabilidad practica del sistema controlado.

Errores por estado (PID)
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Figura 9. Evolucion temporal de los errores de los estados x,y,z para el modelo
de Lorenz usando el controlador PID.

Para evaluar el desempefio del controlador, se calcula el
Error Cuadratico Medio (ECM) de cada estado como puede
observarse en la Figura 10. Los valores obtenidos para ey, e,
y e, reflejan un bajo nivel de error promedio a lo largo del
tiempo, lo que indica que las trayectorias de los estados
permanecen cercanas a sus referencias una vez superada la
etapa transitoria. En particular, el ECM asociado al estado z
resulta ligeramente mayor, lo cual es consistente con su mayor
sensibilidad dindmica dentro del modelo de Lorenz. No
obstante, en todos los casos, los valores de ECM se mantienen
acotados y estables observando una convergencia a cero,
confirmando la robustez y efectividad del controlador PID
estadistico.

Finalmente, en la Figura 11 se muestra la evolucion
temporal de las tres sefiales de control u,, u,y u,. Durante los
primeros instantes, las sefiales reflejan un esfuerzo de control
requerido para contrarrestar la divergencia exponencial
caracteristica del modelo de Lorenz a partir de condiciones
iniciales alejadas de la regién deseada. Una vez superado este



J. E. Rodriguez-Bravo et al. / Publicacion Semestral Padi Vol. 14 No. Especial 2 (2026) 92-103 101

régimen transitorio, las acciones de control convergen hacia
valores aproximadamente constantes, presentando Unicamente
oscilaciones de pequefia amplitud, las cuales se asocian al
componente estadistico del controlador y al ruido inherente del

sistema.
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Figura 10. Evolucion temporal de los errores cuadraticos medios de los estados
X,y,z para el modelo de Lorenz usando el controlador PID.
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Figura 11. Evolucion temporal de las sefiales de control para los estados x,y,z
para el modelo de Lorenz usando el controlador PID.

5. Discusion de resultados

En cuanto al desempefio del controlador proporcional
aplicado al modelo de Lorenz permite identificar con claridad
tanto sus alcances como sus limitaciones frente a dindmicas
altamente no lineales. El anélisis de los errores de seguimiento
muestra que, pese a la elevada sensibilidad a las condiciones
iniciales propia del sistema, el controlador es capaz de reducir
de manera concisa los errores iniciales entre los estados y sus
referencias. Es importante mencionar que durante el régimen
transitorio aparecen picos dados en las sefiales del error, que
tienden a reducirse en un intervalo de tiempo relativamente
corto, de modo que los errores permanecen acotados dentro de
un régimen cercano al cero. Sin embargo, al tratarse de una
estrategia de control proporcional, persisten oscilaciones, lo
que permite observar la ausencia controladores adicionales que
permitan el amortiguamiento, que puede lograrse mediante las
acciones derivativas y/o integrales.

Por otro lado, las sefiales de control reflejan un
comportamiento similar dado por oscilaciones, durante los
primeros instantes presentan una respuesta activa, asociada a
la magnitud elevada del error inicial, para alcanzar los valores
deseados en estado transitorio. Posteriormente, las sefiales se
estabilizan  alrededor de niveles casi constantes,
manteniéndose acotadas a pesar de la presencia de oscilaciones

y ruido. Este hecho indica que el controlador proporcional no
introduce inestabilidad al sistema, aunque la accion de alta
frecuencia revela una capacidad limitada para suavizar la
dindmica cadtica subyacente.

En suma, la evolucién temporal de los estados muestra una
tendencia de convergencia hacia las referencias deseadas. En
particular, para los estados x,y,z se logra que converjan hacia
los objetivos de control, a pesar de tener oscilaciones
persistentes pero estables, mientras que el estado y alcanza una
region cercana a la referencia con fluctuaciones de mayor
amplitud. En conclusién, puede observarse que los estados
permanecen dentro de un régimen dinamico controlado y no
presentan divergencia en el sistema.

Es importante mencionar que la comparativa entre el
atractor libre de control y el atractor con aplicacion del control
permiten la regulacién de los estados del sistema, a pesar de
solamente tener un controlador proporcional, es decir, el
sistema es controlado a pesar de tener una dinamica caética
natural. Pude decirse que es forzado a ser controlador alrededor
de una regién distinta de su naturaleza, aunque no se alcance
un error igual a cero, pero puede converger a una referencia
deseada. Lo anterior, permite afirmar que, el patron cadtico
caracteristico del atractor de Lorenz puede ser modificado, lo
que confirma que, una estrategia de control proporcional puede
controlar el caos e inducir un comportamiento estable.

Por otro lado, la implementacion del controlador PID
estadistico permite reafirmar lo anterior, es decir, es modificar
la dindmica del sistema mediante las acciones integral y
derivativa. En contraste, sin la accion de control las
trayectorias se presentan en los estados oscilaciones irregulares
y una marcada sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin
embargo, al activar el esquema PID, los estados del sistema
x(t), y(t) y z(t) muestran una estabilizacion progresiva en
torno a sus valores de referencia.

Por lo que, el algoritmo estadistico mediante la
normalizacion del error, la estimacion de la media, la
desviacion estandar, la estimacion de la probabilidad de error
y la funcién de mapeo permiten tener un buen desempefio, ya
que evita amplificaciones abruptas en la sefial de control ante
perturbaciones pequefias, permitiendo una accion mas suave y
reduciendo oscilaciones dadas por el ruido numérico o por la
propia naturaleza del sistema. Como resultado, puede verse
esto en los errores, pues disminuyen de forma gradual,
evidenciando la convergencia hacia las referencias.

Més all4 de los resultados numéricos, este trabajo tiene
como contribucion un algoritmo estadistico capaz de regular
los estados de un sistema mediante técnicas conocidas, sin
necesidad de conocer explicitamente al sistema brindado una
vision computacional y conceptual relevante para la combinar
la teoria del control clasico con herramientas computacionales
estadisticas para llevar a cabo el control de sistemas caéticos
sin hacer de menos los sistemas complejos.

Es importante mencionar, que el controlador PID
estadistico no elimina el cardcter no lineal del modelo de
Lorenz, sino que compensa mediante la retroalimentacion
apoyado de datos estadisticos e informacién probabilistica. Lo
que ayuda a controlar los estados del modelo de Lorenz en un
comportamiento estable y controlable. Desde un punto de vista
tedrico, este enfoque permite abrir un nuevo campo de estudio
de controladores clasicos mediante nuevas técnicas de
sintonizacion usando conceptos estadisticos y probabilisticos
como el Teorema Central del Limite, la distribucion normal,
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entre otros temas.

Finalmente, los resultados presentados permiten integrar la
teoria del control, la probabilidad, la estadistica y la teoria del
caos y pueda extrapolarse, al menos de manera conceptual, al
analisis de sistemas complejos como el clima. Al igual que el
modelo de Lorenz, los sistemas climatoldgicos presentan
incertidumbres, cambios, ruidos y extremas sensibilidades a
perturbaciones externas. En este sentido, el algoritmo
propuesto presenta una estrategia basada en regulacion
mediante el uso de la estadistica y un enfoque probabilistico,
sin embargo, puede se considera que pueda ser aplicado en
control de procesos, sistemas roboticos, sistemas
mecatrdnicos, entre otros.

6. Conclusiones

En este trabajo se presentd la aplicacion y la
implementacion dos esquemas de control aplicados al sistema
caotico de Lorenz, primero, un controlador proporcional (P) y
un controlador Proporcional Integral Derivativo (PID) con un
algoritmo de sintonizacion adaptable estadistico. EI modelo de
Lorenz es conocido como un modelo que ha sido usado para
modelar dindmicas climaticas que permite compararlo con las
problematicas actuales del planeta como el calentamiento
global y las crecientes incertidumbres asociadas a los
fenémenos y cambios climaticos.

Los resultados obtenidos muestran que el esquema de
control proporcional, si bien logra una reduccién parcial de las
oscilaciones, no es suficiente para garantizar la convergencia
estable de los estados del sistema ni para suprimir las
oscilaciones del comportamiento caético del modelo de
Lorentz. En contraste, el controlador PID con sintonizacion
estadistica demuestra un desempefio superior, al lograr la
estabilizacion efectiva de los estados x,y,z hacia las referencias
deseadas, reduciendo significativamente las oscilaciones y
colapsando el atractor cadtico del sistema.

Es importante considerar que la principal contribucién de
este trabajo es la propuesta de una novedosa técnica de
sintonizacion que no requiere del conocimiento explicito del
modelo matematico del sistema a controlar. Dicho algoritmo
se basa en la normalizacion dindmica del error, basada en el
calculo en linea de la media y la desviacion estandar,
posteriormente, se estima la probabilidad del error que permite
ajustar las ganancias del controlador mediante una funcion de
mapeo dada por una funcién sigmoide. Este enfoque dota al
controlador de mayor robustez frente a la no linealidad, la
incertidumbre y la sensibilidad a condiciones iniciales,
caracteristicas propias de sistemas dinamicos complejos y
caoticos.

En cuanto a las sefiales de error, del error cuadratico medio
y de las sefiales de control, dichas sefiales confirman que la
inclusion de las acciones integral y derivativa, junto con la
adaptacion estadistica, mejora sustancialmente el desempefio
del sistema en términos de estabilidad y suavidad de la
respuesta. En particular, se observa una disminucion notable
del error sostenido y una mejor amortiguacion de las
oscilaciones transitorias en comparaciéon con el control
proporcional.

Finalmente, los hallazgos obtenidos validan la viabilidad de
emplear técnicas estadisticas como una alternativa innovadora
para la sintonizacion de controladores PID en sistemas

dindmicos complejos. Este enfoque permite ver nuevos
enfoques y lineas de investigacion para el control de sistemas
y su posible extrapolaciébn a modelos climaticos mas
elaborados, donde la incertidumbre y la variabilidad juegan un
papel central. En el contexto de los problemas climaticos
actuales, los resultados sugieren que estrategias de control
adaptativas y basadas en estadisticas pueden aportar
herramientas Utiles para la comprension, mitigacion y
regulacién de dinamicas no lineales asociadas al clima y al
calentamiento global en el planeta.
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