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Resumen

En este trabajo se estudia la obtencion de soluciones analiticas para los estados ligados de un electron de Dirac en grafeno bajo
la influencia de un campo magnético externo con perfil exponencial y simetria traslacional, considerando dos escenarios distintos.
En el primero, el campo magn ético esta definido en todo el espacio y la placa de grafeno se extiende infinitamente en todas las
direcciones; en el segundo, la placa de grafeno se restringe a una regi 6n finita, lo que implica una modificacion en las condiciones
de frontera. En ambas configuraciones, la ecuaci 6n de Dirac—Weyl independiente del tiempo se resuelve mediante el M étodo de
Iteracion Asintotica. Finalmente, se analiza el comportamiento del espectro discreto del sistema.

Palabras Clave: Grafeno, Método de Iteracion Asintdtica, condiciones de frontera modificadas, soluciones analiticas.
Abstract

This work presents the derivation of analytical solutions for the bound states of a Dirac electron in graphene under the influence
of an external magnetic field with an exponential profile and translational symmetry, considering two distinct scenarios. In the first
case, the magnetic field is defined throughout space and the graphene sheet extends infinitely in all directions; in the second, the
graphene sheet is confined to a finite region, which leads to a modification of the boundary conditions.  In both configurations,
the time-independent Dirac—Weyl equation is solved using the Asymptotic Iteration Method. Finally, the behavior of the discrete
energy spectrum of the system is analyzed.

Keywords: Graphene, Asymptotic Iteration Method, modified boundary conditions, analytical solutions.

En afios recientes, se han realizado diversos estudios te Ori-
cos sobre la din amica de electrones en grafeno sometidos a
campos magn éticos perpendiculares a la superficie del mate-
rial Lépez-Judrez et al. (2023); Jiménez et al. (2025), asi co-
mo a campos electrost aticos paralelos Peres y Castro (2007),
con el objetivo de identificar mecanismos que permitan el con-
finamiento de los portadores de carga. En todos estos trabajos,
el analisis se basa en la ecuaci 6n de Dirac—Weyl, que describe
con precision el comportamiento de los electrones en este tipo
de sistemas.

1. Introduccion

El grafeno, una ldmina bidimensional de atomos de carbono
dispuestos en una red hexagonal, ha despertado un notable in-
terés debido a su potencial para el desarrollo de dispositivos
electrénicos avanzados, como se muestran en los trabajos de
Novoselov et al. (2004); Neto et al. (2009); Kotov et al. (2012).
Uno de los principales retos en este contexto es lograr el con-
finamiento efectivo de los electrones dentro del material. Es-
te desafio surge porque los electrones de Dirac en grafeno no

pueden ser confinados mediante potenciales electroséticos con-
vencionales, como resultado del paradigma de Klein, como lo
muestra el trabajo de Castro Neto ef al. (2009). Ante esta limita-
cion, se ha propuesto el uso de confinamiento magnético como
una alternativa viable (para mayor referencia ver el trabajo de
Kuru et al. (2009)).

* Autor para correspondencia: veeron@uach.edu.mx

Los resultados obtenidos muestran que es posible confinar
portadores de carga sin masa utilizando combinaciones apro-
piadas de barreras eléctricas y magnéticas. Sin embargo, la ma-
yoria de estos estudios considera campos definidos en todo el
espacio y explora solo un conjunto limitado de configuracio-
nes. Ademas, aun no se han reportado resultados experimenta-
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les que verifiquen estas predicciones, lo cual podria atribuirse a
las dificultades técnicas que implica la implementacion de tales
configuraciones de campo en el laboratorio.

Con el prop osito de acercar el an alisis tedrico al contexto
experimental, en este trabajo se propone modificar el dominio
espacial en el que se define el campo magn ético externo, asu-
miendo que dicho campo se restringe a una regi 6n finita. Esta
modificacion implica una reformulaci 6n de las condiciones de
frontera en la funcién de onda. Para abordar este nuevo proble-
ma, el M étodo de Iteraci on Asintotica en su versi 6n perturba-
tiva, desarrollado por Ciftci ef al. (2005), permite obtener so-
luciones analiticas de la ecuaci 6n de Dirac—Weyl para ciertos
perfiles de campo magnético, lo que posibilita describir de ma-
nera mas realista el confinamiento de los portadores de carga en
regiones espacialmente acotadas.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en la Seccdn 2,
se discute brevemente la ecuacion de Dirac—Weyl, la cual se re-
solvera en presencia de campos magréticos externos. En la Sec-
cion 3, se estudia un perfil exponencial de campo magnético en
dos configuraciones: en la primera, el campo est & definido en
todo el espacio; en la segunda, se encuentra confinado a una re-
gion delimitada del espacio. Este analisis se realiza mediante el
Meétodo de Iteracion Asintotica, en su forma estandar y su ver-
sion perturbativa, respectivamente. Finalmente, en la Seccon 4,
se discuten los resultados obtenidos.

2. Problema de eigenvalores

Enel grafeno, el Hamiltoniano efectivo que describe la
dinédmica de un electr 6n de Dirac en las proximidades de un
punto de Dirac se puede expresar como

H=VFO"p, (1)

donde vy = ¢/300 = 10°m/s es la velocidad de Fermi; c la
velocidad de la luz en el vado, 0 = (0, G,) son las matrices de
Pauliy p = —iA(0y, ) es el operador momento en dos dimen-
siones.

Cuando un electron de Dirac en el grafeno interactia con un
campo magnético externo B = Vx' A, perpendicular al plano del
material, es necesario aplicar la regla de acoplamiento minimo.
Esta regla implica sustituir el operador momento p por p + €A,
donde —e representa la carga del electon. El potencial vectorial
asociado al campo magnético se define como

A= A4,4,0 . 2

En el caso particular de un campo magn ético externo con
simetria a lo largo del eje y, y adoptando la norma de Landau,

el potencial vectorial puede escribirse como:

|
dd,’
B= 0,0,—2 . 3)

A= 0,4,x),0 .

Debido a la invariancia traslacional en la direccion y, el Ha-
miltoniano de la ecuacién (1) conmuta con el operador p y. Por
lo tanto, sus funciones propias pueden representarse en la forma

Wix,p) = € (Y (x), iy ()" “4)

donde £ es el n imero de onda en la direcci 6n y y T denota la
transpuesta del vector columna.

Asi, el problema de eigenvalores HW = EW conduce al si-
guiente par de ecuaciones:

n #
Lkr L e = Eww, )
. dx ch 4
d e
Lk S = Eg), (©)
dx ch ~

con E = E/ (hvr).
Al combinar las ecuaciones (5) y (6) se obtiene una ecua-
cion tipo Schrodinger para Wy y Y-:

n #
d2
S VAW) W T () ()
dx
donde A
E
e=E = , ®)
v
y el potencial efectivo V2 (x) esta dado por
e 2 e dd,(x)
= + — + —
Vex) = k chAy(x) S ©)]

En la siguiente secci 6n se estudiar an casos particulares de
campos magnéticos externos, analizando aquellos cuyos espec-
tros de energia pueden determinarse mediante m étodos pertur-
bativos.

3. Campo magnético con perfil exponencial

A continuacion, se estudiara un perfil exponencial para el
campo magnético externo, descrito de la siguiente forma:

B = 0,0,Bpe™® (10)

A = 0, -@e_‘”,o an
a
A continuacion, se estudiaran dos configuraciones espaciales:
una en la que la placa de grafeno cubre todo el espacio, y otra
en la que se encuentra localizada en una regdn bien delimitada.
Desde el punto de vista fisico o experimental, en este traba-
jo no se pretende establecer una motivaci 6n especifica para el
estudio de un perfil exponencial; no obstante, desde el punto de
vista matematico, dicho perfil constituye uno de los casos m as
sencillos y resulta util como modelo te orico para explorar de
manera analitica las propiedades espectrales del sistema cuan-
do la placa de grafeno se encuentra localizada en una regi  6n
finita del espacio.

3.1.  Perfil exponencial definido en todo el espacio

De (10) y (9), los potenciales efectivos vienen dados por

eBO

coh

Vi(x) = I+ D’ =2D k% = &, D= (12)

S} o]

En este caso, la placa de grafeno se extiende infinitamente, por
lo que el perfil del campo magn ético esta definido en todo el
espacio. Es decir, el dominio de la variable x es ( —», ©» )y, en
consecuencia, el potencial efectivo V4 (x) también queda defini-
do en todo el dominio. En la Figura 1 se muestran los potencia-
les efectivos dados por la ecuacion (12).
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Figura 1: Grafica del los potenciales efectivos ¥+ (x), dados por (12), conside-
randok=6,D=1ya=1.

Para este escenario, las ecuaciones a resolver son:
n
d? #
ot K+ D* ™ -2D k¥ = ¢ gy =ey:. (13)
X

N Q

Para proceder con el ¢ alculo, se aplica el siguiente cambio de
variable acompanado de una redefinicion de la funcién

. = %De-ax, 2e(0, =), (14)
W) = q’*?. (15)

Por lo que, implementando (14)y (15), las expresiones dadas
por (13) se pueden escribir como

:(2)= 0. (16)

Para aplicar el M etodo de Iteraci on Asintotica a la resoluci 6n
de estas ecuaciones, es fundamental analizar primero el com-
portamiento asintoético de la ecuaciéon (16) en el 1 imite z — =
(equivalentemente, x = —« ). Bajo estas condiciones, la ecua-
cion (16) puede reescribirse en la siguiente forma:

n #
a1
Aty ¢ =0, (17)
cuyas solucion es:
$e(2) = ae™? + be!? (18)

con a y b constantes a determinar. Para satisfacer la condici 6n
de frontera Yi(z » « ) = 0 (condicion de frontera tipo Diri-
chlet), se debe imponer b = 0.

El otro comportamiento asint dtico que debe analizarse co-
rresponde al limitez - 0 (x -« ). Eneste caso, laecua-
cion (16) se puede expresar como:

J

k2-€

d? 4 a
ST @@=0. (19)

La ecuacion (19) admite las siguiente solucion

L .
1 k“—e 1 —€
¢G:(2) = Az2" "o + Bz2T Ta (20)

aqui nuevamente 4 y B son constantes a determinar. Aplican-
do la condici 6n de frontera tipo Dirichlet y:(z - 0) = 0, se
requiere que B = 0.
Por lo tanto, considerando (18) y (20) se puede escribir la
funcién de onda como
J

Pe() = 2T ). 21

Sustituyendo la expresion (21) en la ecuaci 6n (16), se obtiene
la siguiente ecuacion diferencial para '+ (2):

df:(2)
dz?

df:(2)

dz

= Ae(2) + 50+ (2) £ (2) . (22)

donde las funciones A+ (z) v 50+ (2) se definen como:

N
z-Da=2 K-¢

Aos(2) = : (23)
J zd
-e-k+a
sor(z) = ——————, (24)
J zAa
P-e-k
so-@ = —. (25)
za
El siguiente paso consiste en construir las funciones A,+(2) y

snt(2), definidas en (A.11) y (A.12), respectivamente. A conti-
nuacion, se muestra Unicamente el ¢ alculo de A+(2) y s 1:(2),
las cuales son:

N
203 K2-e+a +4k2-4e
A:(2) = 1+\/ 22
3 KR-e+atk
e (26)
N
_ =2 kK-e€Qa-k) -2a%+2ak- 2k +2e
S1+(Z) - \/ qzzz
a+ kK-e-k
o @n
N
203 K2-e+a +4k2-4e
A-(2) = 1+J o
3 K-e+20+k
- - , (28)
J
) = -2 k2 -e(a-k)+20k- 2k + 2
—\Z -
! N a2z2
P-e-k
TR (29)

zd

Empleando la condicion de cuantizacion (A.20), es posible ob-
tener los niveles de energia

N
Ba-2k) kK -e+2k*-3ka+2a’-¢
\/ 0222
(@-2k KR-e+2R-ak-¢€
0222 .

O+ (2) =

(30)

&-(2) = €2))
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Las raices de (30) y (31) proporcionan los eigenvalores, lo cua-
les son

€i(2) = K-(k-a), (32)
€+(2) = K- (k-2a), (33)
&-(z2) = 0, (34)
€-(2) = €4+(2). (35)

En forma general se puede escribir a los eigenvalores como

€+ = Kk —(k-na),
K = (k- na)?,

n=1,2,3,..,
n=0,1,2, ...

(36)
37

€

Puede observarse que ambos espectros son los mismos, excepto
que solo estan corridos por un nivel, por que de acuerdo a (36),
(37) y (8), los niveles de energia es dados por

q —
E,=#*hvp k*—-(k-na)’, n=0,1,2,3,... (3%)
Estos niveles de energ ia se conocen como niveles de Landau.
Cabe mencionar que dichos niveles dependeminicamente de los
parametros k y @, y no de la intensidad del campo magrético D.
En particular, la energa del estado fundamental es independien-
te de todos los parametros del sistema. Los eigenvalores E, > 0
estan asociados a la banda de conducci” on del grafeno (como
se muestra en la Figura 2), mientras que los valores £ ,, < 0
corresponden a su banda de valencia.

Es importante destacar que la energia (38) es independiente
del indice de valle, debido a que los conos de Dirac presentan
una orientacion vertical en el plano de momentos del espacio
reciproco.

k

Figura 2: Representaci 6n de los primeros cinco niveles de energ ia de la banda
de conduccion en funcion de k, dados por la ecuacion (38) paraa = 1. La figura
muestra una linea punteada que act ua como envolvente de los estados ligados
y sirve como gu ia visual para identificar que los niveles de energ ia no existen
para todo valor de £, sino Gnicamente para aquellos comprendidos entre la en-
volvente y el eje horizontal.

Para calcular las eigenfunciones, de acuerdo al M étodo de
Iteracion Asintotico es necesario calcular las funciones auxilia-

res (ver (A.14))

_ S0+(2) —

P 2 R @ 9

Bt = =3 =0, (40)
_ 512 _ a

S e P T T R
_ s1-(2) _ a

P % N @ e T %G y 4

Para determinar las eigenfunciones correspondientes al estado
fundamental y al primer estado excitado, se emplea la ecuacion
(A.19) junto con las expresiones (39)—(42), de modo que

n #

Z

for@) = exp - Bu@)d =1, (43)
" ZZ #

fo-) = exp - Bi-(E)dz =1, (44)
" ZZ #

fis(2) = exp = Bis(z)dz =2k-a(z+3), (45
L ZZ #

fic(@) = exp - PBu()dz =2k-a(z+1). (46)

En el caso general, las funciones f ¢,1+(z) y f 0,1-(2) correspon-
den a los polinomios asociados de Laguerre. Asi, las funciones
de onda del estado fundamental, del primer estado excitado y
del n-ésimo estado se expresan como

2k _

for2) e L8 (@), (47)
f-@) = L), 48)
fe@ = el (49)
f-G) = L), (50)
fu@ = e L), (51)
@) = e LiTE), (52)

con ¢,+ y ¢,- constantes de normalizacion por determinar.

Es preciso sefalar que los polinomios asociados de Lague-
rre L (z) deben cumplir la condicion m > 0. Al imponer dicha
condicién en las expresiones (51) y (52), se obtiene la siguiente
restriccion

k> na, (53)

Esta condicion garantiza la cuadrado-integrabilidad de las solu-
ciones, debido a los factores funcionales que las acompdian. La
condicion (53) implica que no cualquier valor de & est & permi-
tido en la expresion de la energia (38), como se puede observar
en la Figura 2. En dicha figura se muestra que, parak = 5,
la 1inea vertical punteada de color gris intersecta a las curvas
de energia en cinco puntos, lo que indica que para este valor
de £k solo existen cinco estados ligados, correspondientes a las
energias Eo, E1, E», E3 y E4.

Sustituyendo las expresiones (51) y (52) en la ecuacdn (21)
y luego usando (15), se obtiene

k_

£ L-2(n+1)
Cp+Z@

(n+l)e—z/2Lnu (Z) , (54)
"(2). (55)

Wi+ (Z )
Wi (2)

k 2k_y
E-n _-zI2
Cp-za e TS



Herndndez Ceron et al. | Publicacion Semestral Padi Vol. 14 No. 28 (2027) 1-10 5

Finalmente, cabe mencionar que los valores de energa dados en
(38), derivados en el marco de un campo magn ético con perfil
exponencial mediante el Método de Iteracién Asintdtica, repro-
ducen aquellos reportados por Kuru ef al. (2009). De igual ma-
nera, las eigenfunciones obtenidas, presentadas en (54) y (55),
coinciden con las informadas en dicho trabajo.

3.2, Perfil exponencial definido en una region finita del espa-
cio

En el caso en que se considere que la placa de grafeno ocu-
pa unicamente una region finita del espacio (ver Figura 3). Para
este caso se impone que la funci 6n de onda est ¢ definida solo
en el dominio x € [x¢, «) (aqui sin perdida de generalidad se
considerara que x o < 0), y sujeta a las siguientes condiciones
de frontera:

0, (56)
(57)

W (x > Xo)
Ye(x > )

1
S

Figura 3: Representaci 6n esquematica de una placa de grafeno delimitada por
larectax = xq (linea punteada), bajo la influencia de un campo magn ético ex-
terno B (flechas en color rojo) en la direccién k, perpendicular al plano xy.

Por supuesto, cuandoxy — = (2o > ® ), debe recupe-
rarse el caso estudiado en la secci 6n 3.1. En la variable z, las
condiciones de frontera (56) y (57), se escriben como

Wi(z > zo)
W:(z » 0)

2D
0, con zp= Fe““”’ (58)

0. (59

Cabe mencionar que el dominio de la variable z en este esce-
nario es z € (0, z9]. De la segunda parte de la ecuaci 6n (58) se
observa que zyp -~ Unicamente cuando D (con D, 0), asi co-
mo la norma |xp], tienden a infinito, o bien cuando el parametro
a toma valores muy pequefios (aunque distintos de cero). M as
adelante se analizara con mayor detalle esta dependencia.

De (58), se observa que, matematicamente, la diferencia en-
tre una placa infinita de grafeno interactuando con un campo
magnético y una placa de grafeno limitada en una sola direcan
(como se muestra en la Figura 3) bajo la acci 6n de un campo
magnético externo radica en la modificacion de una de las con-
diciones de frontera.

Dado que la condici 6n de frontera (59) no se modifica
(véase la ecuaci 6n (19)), la solucidn de (16) sigue siendo la
expresada en (20), sujeta a la condicién Ws(z -~ 0) = 0. Por lo

tanto, se debe imponer B = 0, de modo que, en este | imite, la
funcién de onda se expresa como

J
K2-e

Pe(z) ~ 22" o (60)

Para estudiar el comportamiento asintotico de la funcion de on-
da ¢:(z) cuandoz — zy, primero se debe considerar que, en
el limite zo — « , la funci6n de onda debe recuperar el caso
analizado en la seccion previa:

Pe(2) ~ 2. (61)

Teniendo en cuenta este punto, la ecuacion (16) cuando z -z,
toma la siguiente forma

v
" ) # E ' Q _ k2—€2
S8 e=0, g o iTIo

dz? 4 Zo z

(62)
La solucion de esta ecuacion es una combinacion lineal de &% y
e~%+2_ Para satisfacer la condicion de Dirichlet en z), la solucién
debe tener la siguiente forma:

¢t (2) = o 57 — Ghizm220) (63)

No obstante, al examinar el comportamiento de la solucin (63)
en el limite z — zy y, de manera simultanea, cuando zy —» « ,
se identifica una comportamiento anomalo. Para resolver dicha
inconsistencia, se plantea una forma modificada. Asi, con el fin
de asegurar un comportamiento fisico aceptable, se propone la
siguiente funcion de onda

de(z) ~ €757 = 7o (64)

Aqui se puede observar que esta propuesta cumple inmediata-
mente con la condici 6n de frontera (58). Siguiendo la idea del
Meétodo de Iteracion Asintotica, a partir de (60) y (64), se puede
expresar a ¢.(z) como

N
K2-e

$e(z,20) = 22" o e =l gy (2). (65)

Al sustituir (65) en la ecuaci 6n (16), se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial para g+ (z):

dzgi(Z,Zo) dgi(Z!ZO)
dz2 dz

con Aox(z,20) ¥ S0£(z, zo) definidas como

= Nox(z,20) + 50(2,20)g+(2,20) . (66)

2 k2-e+a 28,075+
+

)\Oi(Z-ZO) = oz e"i:z - e_EiZO ’ (67)
4k-(z+2)a
R
N
§+ a- q§+Z + 2 k2 - € e_§+z
zd e_§+Z - e_’§+ZO ’ (68)
4k-(z-2)a
so-(z,20) =~ B —
- a-aéz+2 k2-€ ¢
+ (69)

za €87 - e8-2

El siguiente paso consiste en resolver (66). Una via adecua-
da para obtener su soluci 6n es utilizar el M étodo de Iteraci 6n
Asintética en su version perturbativa. Si bien aqui no se dispone
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de un potencial perturbativo definido, las ecuaciones (66)—(69)
presentan la misma estructura matematica que (B.5)—(B.7), con
zo desempefiando el rol del parametro A. Esta analogia permite
recurrir a los argumentos desarrollados en la secci 6n Apéndi-
ce B.

Usando A+ (z,20) ¥ 50+(2, 29), s posible obtener las expre-
siones para A;+(z,20) v s x+(z,20) y, a partir de ellas, calcular
las funciones &(z, zo) definidas en (B.9). No obstante, por ra-
zones practicas de calculo, aqui Ginicamente se muestra el pro-
cedimiento para obtener los dos primeros niveles de energ ia a
primer orden en la variable z.

Asiparak =0

(1)
O+ =5gl)+ZL(:+...

(3a-2k) K> -e+2k*—3ak+2a’—¢

N—2
a+2 k2-¢

8h7 -k sz— +i2-Tak+ 3 2_ei k- ¢
% 3¢9 €A = 40k+ 30773 2

N_— 2
aa+2 k-€ z

o (70)

Mientras que para &-, se tiene
(1)

5
& =00+ =+,
20

(@-2k) K -e+2k-ak-e

N—2
a+2 kZ-€
h N i

8 2a-k k2—e+lk2—%ak—§ k+$
_ —
aa+2 k2-e€ z
+.. . (71)
Para k =
(1)
61+ :6(1(?+61_++
20
A;+ _ A]2+
v N—— 3
a+2 k-« aa+2 k2-€e z
+... (72)
Con
Ay = —l1a+ 120k - 4k* + € k2—e'
3 3
+4(-2a + k) kz—ak+zcxz—ze , (73)
n !\/
a 7 7, €
s = - — e+ — - _ + = 2 —
Ay 24 k > K 20(k 2? 2 k e'#

7 7 7 3
200 + —olk+ ——k+-e a+k K -e (74
a 20( 5 4ecx 4e (74)

Por otro lado, para &,- el resultado es
(1)

5- =8+ 1+,
20
A Ay
S —— Y p—
a+2 k2-e€ aa+2 k2-e z
o (75)

Con
Al. = =20+ 60k— 4Kk + € k2'—e
1 3
+4(-a+k) K- -ak- >e , (76)
. 2 4 |
Ao = 24 k+§ -k2+2ak—§a2+§ JE
I#
3e
2R+ea+k k*-=—= (77)

4

Es importante mencionar que las funciones
evaluadas en z = z;, con

Oz y O+ fueron

wd
a2 K2=¢

N : W 4
o-20W %e‘gﬂo"'iﬂj +2 -¢

7 = %, (78

donde W(z) denota la funci 6n de Lambert. En este contexto, z;
representa el cero de Ao:(z,z9), ¥ se selecciona de modo que el
proceso iterativo converja hacia los valores de energ ia con la
mayor rapidez posible.

Para calcular el espectro de energia en este caso, se calculan

los ceros de las funciones 5(0,3, 5(()11), 5(10; y 6(12, obteniendo

((1)=k2_(k_a)2

AHIL

&) =0 = : (79)
0+ g(i) = k2 - (k - 2(])2
o © =
g2 = 0, = 0 = 12~ (- (80)
Mientras que las correcciones a la energia son
n_ 2
6(1) = 0 (+) =K - k- %G (81)
0+ ’ (1) = k2 - (k_ G)Z ’
=g f-3q’
(1) = -
O~ 0, = %1) o 2 (82)
Siguiendo con el calculo de las energias
((i) =2 - (k- G)Z
87 = 0, = O == (k-207 (83)
((1) =2 - (k- 30)2
0 =
82 = 0, = EBY=#-@k(-ay (84)
O = 8 - (k- 20y
Nuevamente, del calculo de las correcciones, se tiene
D=k - (k- 4ay’
8, = 0, > BY=K-G-a? , (89
= 8 - (k- 2a)
(1_) =2 - (k- 3(1)2
g = 0, > E"=0 (86)
=g - (k-ay

Al analizar (79), (80), (83) y (84), se obtiene que la primera
contribucion a los eigenvalores de energia, viene dada por
O = B-(k-noy, n=1,273,..,

€ (87)
K-(k=-na)Y, n=0,1,2,...

O = (88)

€,
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El analisis de (87) y (88) permite recuperar la primera contribu-
cion a los niveles de energia, que coincide con la dada en (38);
asi se tiene

q

EO =thvy K- (k-no)’, n=0,1,2,3,... (89)

Por otro lado, a partir de (81), (82), (85) y (86), la primera co-
rreccidn a los eigenvalores de energa, a primer orden, se expre-
sa como

h

3n+2
D o= - g- ”2 a , n=1,23,.., (90
2
+
D o= - k—%a . n=0,1,2,... (9

Aqui se aprecia que ambos espectros,  (90) y (91), resultan
equivalentes, salvo por un corrimiento de un nivel.  En parti-
cular, usando (8), la correccion a primer orden de los niveles de
energia se expresa como

q
Ef,l)= thqk2— k= @022 n=2m+1 ,
hve k2 - k—3’”2—+2a n=2m
92)
De esta forma, los niveles de energia a primer orden, bajo con-
diciones de frontera modificadas se expresan como

(1) (1)
E, = E;O) + EL = EE,O) + ﬂe‘”" \
) 2D

(93)

A partir del resultado (93), se observa la aparici ' 6n de una co-
rreccion a la energia, dada por

o)

AE, = E,-EV =
2D

Mo, %4)

De (94) sepuede deducir queel término AE, presenta una
dependencia en cuatro par ametros, D, xy, O y k. Esta correc-
cion AE, resulta mas relevante cuando la intensidad del campo
magnético D o la norma de x¢ (x¢ < 0) disminuyen; sin embar-
g0, en este régimen los términos de segundo orden y de orden
superior también adquieren importancia y, por lo tanto, deben
ser considerados. En contraste, cuando la intensidad del cam-
po magnético D o la norma de x o aumentan, esta correccion se
vuelve pequefia y constituye la contribuci 6n dominante, mien-
tras que los t érminos de segundo orden pueden ser desprecia-
dos. Por otra parte, independientemente de si el parametro o
aumenta o disminuye, AE, permanece siempre como una can-
tidad pequeiia.

Con el fin de analizar la dependencia de AE, respecto a £,
la Figura 4 presenta la diferencia de energ ias como funcion de
k, obtenida a partir de (94).

m=0,1,2,.

3.0 T r T

— B

25 E,
2.0F E,
1.5F — E;

1.0F Es

AE, (k %1 0—217
hVF

0.5F

0.0k

K

Figura 4: Representaci 6n de la diferencia de energ ias % x 107217, dada por
(94), para los primeros cinco niveles de energ ia de la banda de conducci 6n en
funcion de &, obtenidos a partir de (93)conD = 1, a= lyxo =-500. La
linea punteada actia como envolvente de los estados ligados y permite identifi-
car que los niveles de energia no existen para todo valor de £, sino inicamente
para aquellos valores comprendidos entre dicha envolvente y el eje horizontal.

Es importante mencionar que el analisis mostrado en el
calculo de las energ ias se realiz 6 unicamente a primer orden,
con el propdsito de ejemplificar la €cnica empleada. Sin embar-

- g0, dicho analisis puede extenderse al orden deseado sin ningin

inconveniente, salvo que, en algunos casos, el tratamiento debe
llevarse a cabo de forma numérica.

El siguiente paso consiste en calcular las funciones de on-
da. Con el fin de ilustrar la aplicaci 6n del Método de Iteracion
Asintdtica en su versi On perturbativa, se mostrara unicamente
el procedimiento para determinar el estado base.

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en la subsec-
cién 3.1, se determinan inicialmente las funcionesp/)(x) (véase
(B.13)). Entonces, la primera contribucion es dada por

s0+(2)
B ()= = =0, (95)
! Ao+ (2) €=€4,20—>0
50-(2)
BlG)= = =0, (96)
! AO_(Z) €Z€|-,Z0>®
mientras que la contribucidn a primer orden es dado por
d so+
(11+)(Z)= - al (Z) ’
dz )\0"' (Z €=€14+,20>® i
4k-3% P+3z+4d’-k@E+Ha+kd
= ©7)
a (—az - 4a + 2k)?
d so-(z
B(ll_)(z)= 4 50-() ,

dz No- (Z%Fel_,zo—»w i
4k+9 124141 2-k(E+2)a+k
_ 2 4 4 98)
a (-az - 2a + 2k)
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El siguiente paso es integrar los resultados obtenidos

"z #
corexp = B dz =1, (99)
"z #
Co- €Xp — B(lo_)(z') dz =1,
R4 #
BLE)d

0
2z, 29)

202z, 20) (100)

1

1

ggf(z,zo) Cl+ €Xp ——
k)

(2a-5)(a-2k)
= [(z-1)a-2k+5] =
" ! #
Z(k—%) —é+%+1 02+[(z+2)k—%—%]c(—5k+%

X e R 2002 (-az+a+ 2k-5) # , ( 101 )

1 o
gz = c-exp - BUE)dE
0

[(z+2)a = 2k] Za;ou)
4[(_ 1.2, +3)u+k(z—z)](k+ g )

20 [( 22— 4)u2+4m]

Xe

(102)

donde c¢+, co-, c1+ Y c1- representan constantes de normali-

zacion a determinar. En consecuencia, empleando (65) y (15)
junto con los resultados previos, la funcion de onda correspon-
diente al primer estado excitado se expresa como

K2-¢

lUOi(Z,ZO)=Z%+ a

e—ﬁtz - e_gxz() g()(i—)(z ZO) (l)(Z,ZO) (103)

En la Figura 5 se presentan las funciones (54) y (55) para n= 0,
asi como la funcion (103). Puede apreciarse que, para = —40,
las curvas punteadas dadas por (103) se aproximan a las so-
luciones correspondientes. En el limite xy - —~ , las lineas
punteadas coinciden con sus anélogos correspondientes (lineas
continuas).

1.5F ' ' ' ' ' -
I |¢0+(X,Xo)
mmmmmmmn |- (X,Xo)
1.0} lwo-(x)1% 1
ii,l leo- (x) ]2
o
>
0.5F
0.0 I
-3.0 0.0

Figura 5: Representaci6n del cuadrado de las funciones de onda en funci 6n de
X, obtenidas a partir de (54),con D = 1,k = 6,0 = 1 yxo = —40.

Como comentario final, es importante se flalar que el pro-
blema abordado en esta secci 6n consiste en implementar una
modificacion en la condici 6n de frontera de la funci 6n de on-
da en el punto x ¢, con el fin de delimitar la placa de grafeno
a una regi 6n finita definida en el dominio [x ¢ < x <« ). No
obstante, surge de manera natural la pregunta de si tambi én es
posible imponer una condici 6n de frontera sobre la funci 6n de
onda en el punto x;) cuando el dominio se restringe al intervalo
(o< x=x]

Resultados preliminares muestran que, al trabajar en el do-
minio (—o < x < x;)], es posible implementar una modificacdn
en la condici 6n de frontera de la funci 6n de onda en el punto
x;), asi como obtener las funciones Ag y 9. Sin embargo, el pro-
blema que surge en este caso es la imposibilidad de encontrar
una solucion analitica para el espectro de energ ias, debido a la
complejidad de las expresiones resultantes. Cabe sefialar que
el tratamiento numérico de este problema parece ser viable; no
obstante, este analisis se deja como material para un trabajo fu-
turo.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado un perfil = exponencial de-
creciente para el campo magn €tico, en el cual las funciones de
onda de los electrones enuna capa de grafeno pueden obtener-
se de manera anal itica en dos escenarios: el primero, donde el
campo magnético esta definido en todo el espacio, y el segundo,
donde dicho campo se restringe a una region finita.

El anélisis del sistema en el que la placa de grafeno se en-
cuentra confinada a una regidon acotada revela comportamientos
cualitativamente distintos con respecto al caso en el que la placa
no presenta confinamiento.

Si bien es cierto que los estados electr 6nicos en nanocintas
de grafeno sin la presencia de un campo magnético externo han
sido ampliamente estudiados por Beneventano et al. (2018)y
Brey y Fertig (2006) para bordes de tipo zig-zag y armchair, en
dichos casos las condiciones de frontera impuestas sobre la fun-
cion de onda consisten en que esta se anule en una sola subred
en cada borde, lo cual modifica el espectro de energ ia en cada
configuracion. Por otro lado, Schnez et al. (2008) mostro que
cuando se considera el acoplamiento del operador de Dirac sin
masa con un potencial de masa nulo dentro del punto cu antico
e infinito en el resto del sistema, las condiciones de contorno
resultantes se conocen como condiciones de frontera de masa
infinita.

No obstante, en este trabajo las condiciones de frontera uti-
lizadas (de tipo Dirichlet) para considerar regiones finitas de
grafeno inmerso en un campo magn ético externo deben enten-
derse como una primera aproximacion al problema fisico, y no
necesariamente como las m s adecuadas para describir de ma-
nera completa este tipo de sistemas. En este sentido, seria de
gran interés implementar en trabajos futuros las condiciones de
frontera descritas en el parrafo anterior en el sistema aqui trata-
do y analizar las diferencias en el espectro energdtico resultante
en comparacion con el obtenido en este caso.

Los resultados obtenidos para los niveles de energ ia mues-
tran que ambos espectros presentan un comportamiento an alo-
go. Asimismo, de (93) se deduce que, en el limite xg > = (0
de forma equivalente zo — « ), el sistema recupera las propie-
dades del caso sin modificacion de las condiciones de frontera,
conforme a (38).

Cabe destacar que la modificaci 6n de las condiciones de
frontera o confinamiento propuesta en este trabajo constituye un
paso importante para vincular el analisis tedrico con el entorno
experimental. Esta reformulaci 6n ofrece una base te orica util
para explorar configuraciones factibles en laboratorio y permite
estudiar como la geometria del confinamiento y los parametros
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del sistema influyen en las propiedades electr oOnicas, energéti-
cas y otros aspectos del comportamiento fisico del sistema.
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Apéndice A. Método de Iteracion Asintdtica

El Método de Iteraci 6n Asint Otica, presentado por Ciftci

et al. (2003), se puede emplear para resolver la ecuaci 6n de
Schrodinger unidimensional
d2
YO L e ) = Eg) . (A1)

dx?

Para implementar el M étodo de Iteraci 6n Asintoética en (A.1),
se introduce la siguiente redefinicion
W) = f)X(X) - (A2)

Al sustituir (A.2) en (A.1), se obtiene una ecuaci 6n diferencial
lineal homogénea de segundo orden para X(x)

2
T p0 XD s xw, @y
donde
f )
A = =2 A4
O(X) j"(x) ’ I ( )
sov) = E-W(x) - S @ (A.5)

Es importante enfatizar que la determinaci 6n de Ag(x) y s o(x)
requiere, en primer lugar, encontrar a f'(x). Para ello, es comun
analizar el comportamiento asint 6tico de (A.1) y as 1 obtener
f(x). Aqui, Ag(x) (Ao, 0) y so(x) son funciones C., (a, b).

Para resolver (A.3), se aprovecha la simetr ia presente en el
lado derecho de la ecuacion. Derivando respecto de x, se obtie-

ne
3
DD N %D s xw, ke
donde
MG = Agx) + so(x) + [Ao(x)]5 (A7)
s1(0) = sy(x) + so(x)Ao(x) . (A.8)

Comparando (A.3) y (A.6), se observa una estructura similar en
el lado derecho, lo cual es la base del método.
Aplicando induccion matematica a (A.3), se obtiene:

X0 = A @X @)+ 51 ()X () (A9)

X(n+2)(x) = )\n(x)X’ (x) + 5,(x0)Xx), (A.10)
con las siguientes relaciones recursivas

M) =A@ * 5m1 () + AoA-1), (AL

$,(x) 5,21 () + 50(0)Asm1 (%) - (A.12)

Aqui, la tilde " indica derivada respecto de x y los superindices
(n+ 1), (n+ 2) representan derivadas de orden superior.
Tomando el cociente entre (A.9) y (A.10), se obtiene:

XD A X+ X

(n+1)
n+l ’ =
X( ) )\n—l X + in—]l X

4 X (A.13)

dx

El comportamiento asintdtico del método establece que, para n
dada, se requiere que se satisfaga la siguiente condicion

Sn Sn—1

— = = . A.14
N A B(x) (A.14)
Sustituyendo (A.14) en (A.13), se llega a
d A
—1In x"D = 2~ A.15
ax "X Aot (&.15)
cuya solucion es
IIZ
T A
D) =C S dt A.16
X"h@=Crew S (A.16)

donde C es una constante de integraci 6n. Usando (A.14)y
(A.11), se reescribe como

||Z . #
X" = Cih-iexp B+ Mo(Oydr . (A7)
Al sustituir (A.17) en (A.9), se obtiene:
"z . #
X () + BOXE) = CrA-i(x) exp  {B(0) + Ao(0)} dr
(A.18)

Aplicando el método del factor integrante, es posible obtener la

siguiente expresion

( Z,« )
Co+Cp e M0rBOTd gy

RX
X(x) = e PO (A.19)
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donde C, es otra constante de integraci 6n. En problemas con
soluciones exactas, es usual tomar C; = 0.
De forma equivalente, (A.14) puede expresarse como:

Oc(x) = Spe1 ()M (X) = 5Nt (x)  £=0,1,2,...,(A.20)

donde k es el n imero de iteraciones. La condicion & (x) = 0,
denominada condicion de cuantizacion, determina los eigenva-
lores de (A.1).

Para potenciales V(x) simples, la ecuaci 6n de cuantizacion
puede resolverse analiticamente sin fijar un valor especifico de
x. En cambio, para potenciales no triviales con solucion exacta,
es necesario elegir un punto x; adecuado (maximo, minimo de
V(x) o cero de Ag(x)) para resolver &;(x) = 0y asi encontrar los
valores de energia.

Apéndice B. Método de Iteracion Asintotica en su formu-
lacion perturbativa

Existen sistemas en los cuales no es posible obtener solu-
ciones exactas para un potencial ¥(x) considerado en (A.1). En
tales casos, es posible encontrar soluciones aproximadas em-
pleando teoria de perturbaciones, como se muestra en el trabajo
desarrolado por Ciftci et al. (2005). Si V(x) puede expresarse
como

Mx) = Vi(x) + AVa(x) (B.1)

donde ¥ (x) representa un potencial exactamente soluble, ¥5(x)
actia como una perturbaci 6n del sistema y A es un par ametro
perturbativo. Para un potencial de la forma (B.1), la ecuacon de
Schrodinger independiente del tiempo que describe el sistema

es " #

d2

7z T @ ARG W) = EW) . (B.2)
La teoria de perturbaciones, asume que los eigenvalores £ de
(B.2), pueden expresarse como una serie de potencias en el
parametro perturbativo A:

E=EQ+ NED + NED + NEO + . - - (B.3)
Aqui, el objetivo de la teor ia de perturbaciones es determinar

los coeficientes E () conj =0,1,2,. .. Siguiendo la idea ex-
presada en (A.2), se propone la siguiente expresion

Wx) = yo(x) y(x), (B.4)

aqui yo(x) también puede ser determinado del comportamiento
asintdtico de (B.2) en sus puntos singulares. Sustituyendo (B.4)
en (B.2), se obtiene la siguiente ecuacion para y(x)

¥ (@) = No(x, Ny (x) + s0x, Ny(x) , (B.5)
con
Ao(x, N = - 220 : (B.6)
Yo(x) )
e N = E- 10 - Ahm -2 g
Yo(x)

Siguiendo el Método de Iteraci 6n Asint dtica, se retoman las
definiciones de (A.11) y (A.12) para construir recursivamente

Ae(x, Ny sk(x, N. De igual forma, a partir de (A.20) es posible
calcular la condicién de cuantizacion en su forma perturbativa,
dada por

O, N = si(x, DA+1(x, N = sp1(x, NA(x, N=0. (B.3)
Aqui, el Método de Iteracion Asintotica en su formulacion per-
turbativa indica que la funci 6n &(x, A) debe desarrollarse en
una serie de Taylor alrededor de A = 0

%
&, N= AN (), (B.9)
=0
donde .
1 08%x, N
D) = = —— 2 B.1
8" (x) T O (B.10)

De la condicion (B.8), es claro que se debe de satisfacerlas si-
guientes condiciones:

87(x) =0, 8" =0, §’(x) =0, (B.11)
De cada condicion dada en (B.11), se puede obtener los eigen-
valores: EQ ED EF@

Nuevamente, cabe mencionar que para ciertos potenciales
V(x), la ecuaci 6n (B.8) puede resolverse analiticamente sin ne-
cesidad de fijar un valor espedfico de x. Sin embargo, para otros
tipos de potenciales es necesario seleccionar un punto x ;| ade-
cuado (por ejemplo, un m aximo o minimo de ¥(x), o un cero
de Ag(x)) para resolver 8% (x) = 0y, de este modo, determinar
los valores de energia.

El siguiente paso consiste en determinar las eigenfunciones.
Para ello, siguiendo la idea de la expresion (A.14), es necesario
definir la siguiente funcion:

)3
Boe, N = SN T e (B.12)
MG, N
con . |
; 1 ¢ si(x, N
(D) = — 2 2Kk B.1
e e I VI W o (B.13)
Sustituyendo (B.13) en (A.19), se obtiene
Z i !
(B.14)
Esta expresion puede factorizarse como un productos
4 ! Z !
yx) = Crexp - PBO®%)dr exp -A BY(r) dr
VA !
xexp -A2 BP0 dr - - -. (B.15)
Simplificando (B.15), se tiene
\&a
yx) =C P, (B.16)
k=0
con Z I
Oy =exp -A @) dr . (B.17)



