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Resumen

Existen problemas en Matemadticas que son considerados verdaderos retos, el Problema de Basilea es
un ejemplo claro de esos, pues tuvieron que pasar 90 afnos para que Euler anunciara la solucién. Una
caracteristica importante de las matemadticas es el planteamiento de preguntas mas generales cuando
se han resuelto casos particulares. En este caso, el Problema de Basilea lleva a uno de los problemas
mads importantes en matemadticas que ain no se ha resuelto: La Hipétesis de Riemann. En este trabajo
presentamos una demostracion de la solucién del problema de Basilea. Algunas ideas fueron tomadas de
Wikipedia (2016).
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Abstract

There are mathematical problems that are considered true challenges, Basel Problen is clearly one of
those. It last 90 years before that Euler would give a solution. One important characteristic of mathematics
is that problems can be generalized, when particular cases have been solved. In this vein, Basel Problem
is the starting point of one of the most important unsolved problems: Riemann Hypothesis. In this work
we present a proof of the Basel Problem. Some of the ideas where taken from Wikipedia (2016).
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INTRODUCCION

Uno de los problemas que ha motivado grandes avances en matematicas es el que se conoce como
Problema de Basilea. Se le atribuye a Pietro Mengoli (1625-1686) quien lo formul6 por primera vez en
el afio 1644, cuando estudiaba las sumas de los reciprocos de los niimeros triangulares .

En 1673 Leibniz conoci6 el Problema de Basilea por medio de una carta que le envié Henry Olden-
burg (1616-1716) quien en esos dias era el primer secretario de la Royal Society of London.

Leibniz fue mentor de varios miembros de la familia Bernoulli por lo que en 1689 Jakob Bernoulli
(1654-1705), tratando de encontrar la tan deseada suma, logré descubrir y publicar dos resultados funda-
mentales sobre dicha serie.

En 1721, en una carta de Johann Bernoulli a su hijo Daniel (1700-1782) éste especifica que el resultado
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de la suma se encuentra en torno al valor 5

En este texto presentaremos también las ideas fundamentales de Euler que le llevaron a la solucion del
problema. Se realizard una demostracion rigurosa del resultado y concluiremos este articulo con algunas
ideas que se desencadenaron del Problema de Basilea, ideas mds generales que propician uno de los
Problemas del Milenio: La Hipétesis de Riemann
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Figura 1: Mengoli y su Libro: Novae Quadraturae Arithmeticae seu De Additione Fractionum

Mengoli en su obra, Novae quadraturae arithmeticae, calcula varias sumas infinitas, entre las que
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misma idea que en la primera.

Como Leibniz era mentor de algunos miembros de la familia Bernoulli, Jakob conocié el problema y

[
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demostr6 que £(2) := Y, — es una serie convergente. La idea de la demostracién es como sigue:

n=1 n?
| o1 = 1 1
_ =2 — = 1
z:: 2 Z:I n®+n rlz::l n n+l )
La desigualdad se obtiene notando que los sumandos de ambas series satisfacen — < Zn para todo
n n-+n

n>1.
1
En el intento por encontrar la suma, Jakob encuentra que multiplicando la serie por — 7 5 ¥ restando a
la original, resulta:
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es decir, la suma de los reciprocos de los impares al cuadrado es ZC (2)= 2 r .
n=1"n

EULER

Euler debe ser considerado como el primer maestro de la teoria de series infinitas. El las
cred y fue por mucho el maestro de las series. Tal vez solo Jacobi y Ramanujan pueden
ser considerados cercanos a él. Antes de que Euler entrara a la escena matemadtica, las se-
ries infinitas habian sido consideradas por muchos matemdticos, que se remontan a tiempos
tempranos. Sin embargo no habia una teoria sistemdtica, las personas tenian ideas muy in-
formales acerca de la convergencia y divergencia. La mayoria de la series consideradas solo
tenian términos positivos, (Varadarajan, 2007, p. 516)

La cita anterior ilustra la forma en que Euler es considerado en cuanto a su trabajo con series infinitas.
Sin duda, el trabajo que Euler realiz6 al resolver problemas relacionados con series ilustra esto.

Euler conocid el problema de Basilea mediante la comunicacién con Johann Bernoulli en el afio 1731.
A partir de esto trabajé en su solucién hasta encontrarla.

Ideas fundamentales de la demostracion de Euler

Una de las ideas clave de Euler es tratar de extender a series lo que ocurre con polinomios. De manera
mds precisa, supongamos que un polinomio ménico p(x) tiene raices diferentes de cero. Sean estas raices
ai,ay,...,a,, entonces p(x) = (x—aj)(x —ap) -+ (x — ay,). De esta reperesentacion de p(x) se obtiene
p(0) = (=1)"ajay - ay, de lo que se llega a:

poo=p0) (1-2) (1-2 ) (1-2). @

Si el método anterior para representar un polinomio se puede extender a series, entonces considerando
el desarrollo en serie de la funcién

fx)= =l—gtg—5+ 3)

y dado que f(x) tiene raices en x = k7, con k € Z\ {0} y f(0) = 1, entonces
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Dado que la ecuacién anterior es igual a (3), aplicando la igualdad entre “polinomios infinitos”, los
coeficientes deben ser iguales, obteniendo lo que se deseaba encontrar:

> 1 72
- 4
n;”z c 4)

En este punto, Euler recibia bastantes criticas por la falta de rigor que para muchos exis-
tia en su metodologia expuesta hasta este punto. Precisamente uno de los mds criticos fue
Johann Bernoulli , quien le recomendaba que por lo menos demostrase que las raices espe-
cificadas en el producto infinito anteriormente expuesto no eran las inicas raices del seno.

en(x)

mismas raices y sin embargo la expresion como producto infinito es diferente. A estas criti-

cas Euler respondio afirmando que los valores aproximados que él obtenia eran parecidos
2

a % (Sdnchez Muiioz, 2014, p. 208)

tiene las

s
Como contraejemplo al razonamiento de Euler, la funcion g(x) = exp(x)

LAECUACION ¥ + -

Resultados Preliminares

En esta seccion presentamos los resultados que se requieren para obtener una demostracion rigurosa

de la igualdad
2

> 1 T
e 5
n;nz c (5)

Algunos de esos resultados son bien conocidos, sin embargo para fines de comprension los presenta-
mos aqui.

Lema 4.1 (Formula de De Moivre) Para todo niimero real 0 y para todo entero n se tiene:
(cos(0) +isen(0))" = cos (n6)+isen(nb), (6)

en donde i satisface: i> = —1.



Demostracion. Sin > 0, la demostracion se hace por induccidn. Para n = 1, no hay nada que demos-
trar. Supongamos que n > 1 y el resultado cierto para n — 1 (hipdtesis de induccidén). Demostremos el
resultado para n.

Se tiene:

(cos(0) +isen(8))" = (cos(6)+isen(6))" ' (cos®+isend)
= (cos((n—1)0)+isen((n—1)0)(cosO +isenb)
(cos((n—1)0)cos(0) —sen((n—1)0))sen(nd) +
i((cos((n—1)0)sen(6)+sen((n—1)0)cos(0))
= cos(n@)+isen(nb),
la segunda igualdad es por la hipétesis de induccién y la dltima se debe a las identidades para el seno y

el coseno de la suma de dos dngulos.
Sin <0, entonces k = —n > 0y se usa el caso positivo ya probado. M4s preciso:

1
(cos(0)+isen(0))*
cos(k6) —isen(k0)
cos2 (k@) + sen?(kO)
= cos(—k0O)+isen(—k0)
= cos(nB)+isen(nb),

(cos(0) +isen(0))" =

terminando la demostracion cuando n # 0. Si n = 0, el argumento es directo.

Lema 4.2 La funcion f(x) = cot?(x) es inyectiva en el intervalo (0, %)

_ cos?(x)

Demostracion. Se Probaré que la derivada de cot?(x) es negativa en el intervalo dado, de

sen? (x
lo cual se tendréd que la funcién es decreciente, lo que a su vez im(plzca que f(x) es inyectiva.
Aplicando la regla del cociente para calcular derivadas uno obtiene:
(col(x))’ = <cos§(x) )I _ ., cos(x)
sen? (x) sen? (x)
Por otro, lado sabemos que las funciones seno y coseno son postivas en el intervalo (0, 7), por lo que
(cot?(x))" < 0, mostrando asi que la funcién es decreciente, lo que en turno implica que es inyectiva.

Lema 4.3 Si f(x) es un polinomio de grado n con coeficientes racionales, entonces tiene a lo mds n
raices.

Demostracion. Se tiene que a es raiz de f(x) <= f(x) = (x —a)g(x). La prueba concluye por
induccién sobre n = deg(f(x)).

Lemad4.4 Sia,#0y

flx) = anxn%‘an—lxnil4—an—2xn72‘¥"'4-alx4—a0
= ap(x—b1)(x—b2) - (x—bn),

an—1
entonces

=—(b1+by+--+by).

an



Demostracion. Desarrollando el producto a,(x — by )(x—by) -+ (x — b,) y considerando que dos poli-
nomios son iguales exactamente cuando sus coeficientes son iguales, entonces resulta que a,,(—by — by —
-++—by) = a,—1 concluyendo de esto lo que se afirmé.

Lema 4.5 Para todo x niimero real se cumple:
esc?(x) = 1+ cot*(x). (7)

Demostracion: Se tiene sen® (x) + cos?(x) = 1 para todo x nimero real, de esto, dividiendo entre
sen” (x) # 0 en la igualdad anterior tenemos:

cos?(x) 1
1+ =

sen? (x) sen? (x)

14cot?(x) = csc(x)

demostrando asi lo que se queria.
Lema 4.6 Paratodo x € (0,%),
1
cotz(x) <5< cscz(x). (8)

X

1 . . .
Demostracion. Como cot(x), — y csc(x) son funciones positivas en el intervalo (0,7 ), basta pro-
x

1
bar que cot(x) < — < csc(x), lo cual ocurre si y solo si sen(x) < x < tan(x). Para demostrar lo dltimo,
x

definamos f(x) = x —sen(x) y g(x) = tan(x) — x. Calculando sus derivadas obtenemos:

(f(x))" = T—cos(x),
(8(x))" = sec’(x)—1.

Ahora hay que notar que 1 — cos(x) > 0y sec?*(x) — 1 > 0 para todo x € (0,%), por lo que f(x) y
g(x) son funciones crecientes. Por otro lado, como f(0) =0y g(0) = 0, entonces f(x) >0y g(x) > 0.
De esto se tiene que tan(x) > x > sen(x). Tomando reciprocos en la desigualdad anterior se llega a

cot(x) < — < csc(x), que es lo que se queria demostrar.
x

La demostraciéon

La idea de la demostracién es acotar inferior y superiormente la suma:

k
1
Y ©)
n=1"
para después considerar el limite cuando k — oo.
Sean x € (O, %) y n € N. Por el Lema (4.1) se tiene que

cos(nx) + isen(nx) _ (cos(x) +isen(x)
sen” (x) sen(x)

)n = (cot(x) +1)". (10)

El Binomio de Newton implica:



Igualando la parte imaginaria de la ecuacién anterior con la parte imaginaria de (10) se obtiene:

sin(nx) n nel n n_3
= t — t e 11
= () cor - () oot 00+ an
) /4 km /4
Ahora consideremos n =2m—+ 1, x; = con k=1,2,3,...,m. Notemos que 0 < <=,
2m+1 2m+1 2

por lo tanto, de (11)

2m+1 \ 3 2m+ 1

2m+1
" .
+(=1) (2m + 1)
Notemos que el miembro izquierdo de la ecuacién anterior es cero.
Sean oy = cot?(xy) y

Evaluando p(t) en oy, por el Lema 4.3 se tiene que p(ay) = 0, entonces

sen ((2m+ 1)xz) _ <2m+ 1) o2 krm (2m+ 1) o2 ( krm ) n

2m+1
)= (") - oo - )0 i) (13)
Del Lema 4.4
(2m+1)
o +ap+---+oy, = — (2m3+1)
2
_ 2m(m+1)
N 6
= cot“(x1) +--- +cot (xm):T. (14)
Por el Lema 4.5 y la ecuacion anterior tenemos que
2m(2m—1
cot?(x1) + 1 +cot?(x3) + 14 - +cot®(x,,) +1 = 2m(2m —1) +m (15)



2m(2m+2)

= csc?(xy) +esc?(xp) + -+ -+ esc? (xn) = g (16)
Del Lema 4.6
I 1 1
cot?(x1) + -+ - +cot? () < St5+ - +5< esc?(x1) +cesc?(x2) + - - - 4 esc? (xn) (17)
x| X5 x5,
2m(2m—1)  (2m+1)? 2m+1)>  2m(2m+2)
= < < 18
6 @ T 6 (18)
- : w? .
Multiplicando lo anterior por m se tiene
2 m 2
n2m(2m+1) 1 72m(2m+2)
— < ) S <m0 (19)
6(2m+1)32 g’lkz 6(2m+1)32
' © 1 7
Sim — cose concluye que ) — = —
m=1Mm 6
DESPUES DE EULER
Euler generaliza el problema de Basilea al considerar la serie
|
CW=Y . 0)

n=1

con s un ndmero real. Esto deja el terreno preparado para que Riemann retome el estudio de la funcién
{(s), generalizando al caso s un nimero complejo, extendiendo la funcién a todo el plano, excepto cuando
s =1, que es cuando {(s) tiene una singularidad. La ecuacién funcional que satisface {(s) es

£(1—s) =2(21) " cos (?) T(s)C(s), @1)

en donde I'(s) = [x*~'e~*dx que es la funcién que Euler propone para extrapolar la funcién F(n) =

0
n!
De la Ecuacién 21 se obtiene lo que se conoce como la Hipotesis de Riemann: Los ceros no triviales
de {(s) se encuentran en la recta s = — +1i, ¢ un real.

La hipétesis de Riemann es uno de los Problemas del Milenio, es decir, quien demuestre que los ceros

de la funcién {(s) son de la forma s = 3 +ti, puede cobrar un millén de ddlares, si ademads tiene menos

de 40 afos, con alta probabilidad ganara la Medalla Fields y su nombre serd recordado por la comunidad
matematica jpara siempre!

Conclusiones

El éxito de Euler al resolver el problema de Basilea trajo como consecuencia que otros matematicos
trataran de encontrar diferentes soluciones del problema. En este trabajo presentamos una demostracion
sencilla, la cual ha requerido solamente de resultados preliminares bdsicos.

8



Muchas veces creemos que para probar las conjeturas matematicas requerimos de comprender ideas muy
complicadas, sin embargo algunos matematicos afirman que los jévenes con su poca experiencia pueden
aportar ideas nuevas que lleven a la solucién de los problemas del milenio. Euler es un ejemplo de un
matematico que en su juventud resolvié uno de los problemas mads dificiles de su época.
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3Los niimeros triangulares son de la forma T (n) = (T) =1+2+43+---+ny se pueden interpretar como la suma de

puntos colocados en un tridngulo equilatero que contiene n de ellos en cada lado.



