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Resumen

En este trabajo se presentan las ideas generales de los procesos de nacimiento y muerte, que son un caso particular de los
procesos estocdsticos. Se mencionan algunas aplicaciones en Biologia de los procesos de nacimiento y muerte, asi como otros
modelos surgidos a partir de estos procesos. Se presenta un proceso de nacimiento y muerte que sirve para modelar el crecimiento
en el nimero de personas infectadas, que es un problema epidemiolégico. Visto como un proceso de nacimiento y muerte, tiene una
matriz de probabilidades de transicién de dimension finita. En la parte final, se plantea el caso con una matriz de dimensién infinita
y se presentan algunas ideas de la posible solucion de este caso, que puede adaptarse al problema epidemioldgico planteado como

un proceso de nacimiento y muerte.
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1. Introduccion

La teoria de los procesos de nacimiento y muerte esta ins-
pirada en la Biologia. Esta teorfa se desarroll6 en los inicios
del siglo XX, y pretendia modelar el crecimiento de una pobla-
cion, considerando factores demograficos estocasticos. Con el
tiempo, esta teoria se ha ido desarrollando y generando nuevas
lineas de andlisis de procesos estocdsticos.

El primer ejemplo de un proceso de nacimiento y muerte,
considerado por Yule y Feller (Novazhilov and Koonin, 2006)
provee un marco tedrico natural para diversas dreas de la Bio-
logia moderna, como la estimacién de la edad de los alelos, la
reconstruccion de filogenias y la modelacion de varios aspectos
de la evolucién del genoma.

Un proceso de nacimiento y muerte es un proceso estocasti-
co en donde las transiciones de un estado sélo ocurren con los
vecinos cercanos. Un estado puede ser el nimero de personas,
el ndmero de células, por citar dos ejemplos. Una transicién a
la derecha significard un incremento en uno, que también pue-
de pensarse como un nacimiento, mientras que una transicién a
la izquierda implicard un decremento en uno, que puede inter-
pretarse como una muerte. Esta propiedad simplifica el andlisis
matemadtico, pero es un buen modelo para representar muchos
sistemas de la vida real.

Los modelos de nacimiento y muerte, permiten plantearse
preguntas en términos de transiciones del proceso, de la media,
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de la varianza, de la distribucién de tiempo de llegada a ciertos
estados, probabilidades de extincién, tiempo de vida media, etc.

Un modelo que ha sido ampliamente utilizado es el proceso
logistico. La version determinista fue originalmente planteada
por Verhulst (Brauer et al., 2008). Este es un modelo poblacio-
nal denso-dependiente, y se basa en la hipdtesis de que la tasa
neta de crecimiento es una funcién cuadrética del tamafio de la
poblacién. Una de las primeras versiones estocdsticas del mo-
delo logistico se le atribuye a Feller, y fue formulado como un
proceso de nacimiento y muerte de estados finitos (Novazhilov
and Koonin, 2006).

Los procesos de nacimiento y muerte se han empleado para
construir otro tipo de procesos, como los procesos nacimien-
to, muerte-inmigracion, que se han usando en ecologia y epide-
miologia para modelar una dindmica estocdstica en poblaciones
de interés (Allen et al., 2008). Multiples procesos de nacimiento
y muerte pueden describir trayectorias de enfermedades en pa-
cientes, permitiendo la estimacion de los efectos de las variacio-
nes en las tasas de nacimiento y muerte del proceso (Doss et al.,
2013). Dichas estimaciones se completan analizando datos de
los pacientes, recolectados en intervalos irregulares de tiempo,
conocidos en bioestadistica como panel de datos (zu Donna and
Pineda-Krch, 2010) .

Algunos procesos de nacimiento y muerte siguen el tamafio
de una poblacién univariada, pero muchos sistemas bioldgicos
involucran interacciones entre poblaciones, haciendo necesario
emplear modelos para dos o mas poblaciones. Un proceso de
nacimiento/nacimiento-muerte, es una extension bivariada de
los modelos de nacimiento y muerte (Ho et al., 2018).
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2. El proceso general de muerte y nacimiento

El crecimiento de una poblacién puede representarse por un
proceso de Markov. Esto significa que el estado de la poblacién
al tiempo ¢ puede describirse por el valor de la variable aleatoria
X(t), con la propiedad

Prob{X(?) = n|X(ty) = my, X(11) = my, ..., X(13) = my} =

= Prob{X(¢) = nlX(ty) = mo)

paratoda 7; <ty < t. La naturaleza de la variable aleatoria X(7)
es diferente para cada modelo.

Si interpretamos a la variable aleatoria X(#) como el tamafo
de la poblacién, entonces el proceso de nacimiento y muerte
es un proceso de Markov {X(¢),# > 0} tal que en el intervalo
(t,t + At), cada individuo de la poblacion tiene la probabilidad
A, At + o(Af) de generar el nacimiento de un nuevo miembro de
la poblacién y u, At + o(At) probabilidad de morir. Los pardme-
tros 4, y u, son llamados tasas de nacimiento y muerte, respec-
tivamente. El subindice n se refiere al tamafio de la poblacién.

La aplicacién de la teoria de los procesos de nacimiento
y muerte requiere que los pardmetros A, y u, estén definidos
claramente, es decir, que se correspondan con pardmetros del
mundo real, para que los resultados del modelo den informacién
sobre el comportamiento del sistema real.

La probabilidad de que el proceso esté en el estado n al
tiempo #, p,(f) = Prob{X(¢) = n} satisface el sistema de ecua-
ciones diferenciales conocido como ecuaciones de Kolmogorov

d
dpn
Pdt(t) = A1 Pooi (D) = (A + ) pu(t) (1

+ﬂn+1pn+l(t), n>1

Note que se esta considerando un proceso de nacimiento
y muerte con estados en el conjunto {0, 1,2, ..., N}. En gene-
ral, hay dos tipos de procesos aleatorios: uno en donde no hay
restricciones sobre el conjunto de estados, y otro en el que hay
restricciones que tienen que ver con propiedades de los estados.

Figura 1: Esquema de un proceso de nacimiento y muerte, visto como el movi-
miento entre estados.

El proceso ilustrado en la figura 1, es un proceso sin restric-
ciones. En un proceso que modela el crecimiento de una pobla-
cién sin migracién, una vez que el niimero de individuos es cero
(el proceso llega al estado cero), el proceso de crecimiento ter-
mina. Esto significa que el estado n = 0 es un estado especial,
puesto que una vez que el proceso alcanza este estado, ya no es
posible salir de él. A este tipo de estados se les conoce como

estados absorbentes. Otro tipo especial de estados son los 1la-
mados estados reflejantes. En este caso, una vez que el proceso
llega a un estado reflejante, el proceso regresa al estado previo.
En el caso de las aplicaciones bioldgicas, los procesos de na-
cimiento y muerte que se consideran, son del tipo de procesos
con restricciones.

El caso mas sencillo de solucién para el sistema (1) es el
proceso de nacimiento, también llamado proceso de Poisson
(Allen, 2010). Se conoce como proceso de nacimiento por que
tn, =0.8i 4, = Ay lacondicidn inicial es py(0) = 1 tenemos

( /l[)”

e,
n!

pn(t) =

Se sabe que el tiempo entre transiciones en un proceso de
Markov de tiempo continuo y espacio de estado discreto, tiene
una distribucién exponencial (Hansson, 2013). Sea W; el mo-
mento del i-ésimo salto del proceso de nacimiento y muerte del
sistema (1), y T; = W;,1 —W; el tiempo de permanencia en el es-
tado. Supongamos que X(W;) = n, entonces, el proceso pasa un
tiemo T;, distribuido exponencialmente en el estado X(¢) = n,
con media |
EITi] An +

Cuando ocurre una transicién, con probabilidad A,/ (4, +u,,)
serd un nacimiento, y con probabilidad ,,/(1, + u,) serd una
muerte.

Un andlisis detallado de la solucién del sistema (1) se puede
encontrar en (Doob, 1990).

3. El proceso de nacimiento y muerte en epidemiologia

La modelacién matematica en epidemiologia se ha utiliza-
do para describir la dindmica de una enfermedad, para predecir
su propagacion y para evaluar estrategias para controlar posi-
bles epidemias (Brauer et al., 2008). Algunos modelos epide-
mioldgicos ayudan a describir la propagacién de infecciones
debidas a bacterias o virus, donde el mecanismo de transmision
es el contacto de persona a persona (Brauer et al., 2014). Enfer-
medades como sarampidn, varicela, influenza y de transmision
sexual, son ejemplos de este tipo de transmision (Andersson
and Britton, 2000).

El proceso de nacimiento-muerte es un proceso de Markov
de tiempo continuo, donde los estados representan el nimero
de personas en la poblacidn, y las transiciones estan limitadas
a nacimiento (entrada) o muerte (salida). Sea X(¢) el nimero
de personas infectadas al momento t > 0y {X(¢¥) : ¢t > 0}
la secuencia de variables aleatorias que definen el proceso de
nacimiento-muerte, con tasa de nacimiento A; y tasa de muerte
Wi, para cada estado i. Supongamos que X(0) = r,r > 0. Una
cadena de Markov tiene funcién de transicién de probabilidad
estacionaria dada por

P;j(t) = Prob{X(s + 1) = jIX(s) =i} para s,t>0. (2)

Usando las propiedades del proceso de Markov, se puede
escribir la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov como
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Pij(t+5)= )" Palt)Pii(s). 3)
k=0

Entonces, las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov pue-
den escribirse, en general, como

ap;
d_o = —AoPio(t) + 1 Pi (1)
t
4
dP,‘j
o = AP @ = (4 )P0 + e P ()

Supongamos que A; = Ay p; = u son constantes para toda
Jj. En este caso, se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales
auténomo. Si Ay u no son constantes, se tendria que resolver un
sistema de ecuaciones diferenciales no auténomo. Se asumen
constantes, porque en promedio, se puede hacer esa considera-
cion.

En este proceso, el movimiento del estado j sélo puede ser
hacia el estado j — 1 o hacia el estado j + 1. Para simplificar,
supongamos que la transicion al estado j es independiente del
estado inicial. Sea P; la probabilidad de transicién al estado j.
Entonces, tenemos

dP(t
% = —AP\(D) + uPa(t)
t
dP(t) .
o= AP = (A PO+ pPa () 1< j<n.
o)
Por lo tanto, tendriamos un sistema de la forma
dpP,(t
d_l() = —APi(1) + uP(1)
t
dP,(t
dzt( ) _ AP1(1) = (A + P> (f) + uPs(t)
P
DO~ apsy - wPs +uPsy (O
dPy(1)
= P, —uP
I A n l(t) M ’l(t)

que en forma matricial se puede escribir como P’ = AP, donde
A es la matriz de coeficientes, que es de la forma

-1 1 0 0 -~ 0
A -1+ u 0 0

A=| 0 1 —(A+p) u 0 7
0 0 0 A —u

y los vectores P y P’ son de la forma

- dP,
Pl dt
P, dpP,

p=| P3 y P=| - (8)
P, dP,
dt

La solucién del sistema de ecuaciones (6) es de la forma
(Doob, 1990)
P(t) = AP(0).

Si X(#) es el niimero de personas infectadas al tiempo 7 >
0y {X(#) : t = 0} es la secuencia de variables aleatorias que
definen un proceso de nacimiento y muerte con 4 y u dados,
y suponiendo que en una comunidad con r pacientes X(0) =
r para algin r > 0, entonces, se puede pensar en estimar el
numero de personas infectadas en cualquier momento.

Sea N(#) el nimero promedio de individuos infectados al
tiempo ¢. Para estimar este niimero, se debe determinar la matriz
de probabilidades de transicién P;;(f). Entonces,

N@) = EIX(®)] = ) jPij(0).
=1

Este problema se puede resolver numéricamente con diver-
sos métodos (Eslahchi and Movahedi, 2012).

4. El proceso de dimension infinita

Supongamos el problema anterior pero ahora para una po-
blacién muy grande. Podemos escribir el modelo con coeficien-
tes constantes como sigue:

d

= wofi+anf 9
df,

;; = ay fu-1 + aofn + a1 fus1, n>2

Es esencial utilizar un espacio con infinitas dimensiones, y
para esto definimos el siguiente espacio conocido:

Definicion.

El espacio de Hardy-Hilbert, denotado con H?, es el espa-
cio de todas las funciones analiticas para las cuales su represen-
tacion en series de potencias es cuadrado sumable, es decir

00

H> ={f: f(z) = Zanzn y i la,|* < oo}.

n=0 n=0
El producto punto en H? estd definido como

00

(f8) = b,

n=0
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para f(z) = X gand" y 8@2) = Yoy buz". La norma del vector
f@) = Zloanz" es

[STE

A1l = (Z |an|2] .

El sistema (9) se puede escribir como Af = f’, donde A es
la siguiente matriz infinita de coeficientes,

ap da—q 0 0
a a a-; O
0 a a ay - |, (10)

0 0 aj ap

donde a_1, ag, a; € C.

Sea T : H*> — H? un operador con matriz asociada la
matriz 10; entonces, el sistema (9) es equivalente al sistema
Tf = f’. Para resolver este sistema usamos el hecho de que
el operador asociado a la matriz (10) puede verse como

asz + aol + a_lTl/z,

donde T% = T/, es el operador desplazamiento hacia atrés sobre
H?, y T, es el operador desplazamiento hacia adelante sobre
H?. Sabemos que para f en H? se cumple que:

_ @~ f©)

Z

I=zf I.f=zf». dAD

Observamos que el sistema (1) visto en dimensién infinita
es equivalente a la ecuaciéon Tf = f’. Al resolver la ecuacion
anterior, es interesante encontrar una interpretacion de la solu-
cién al problema epidemiolégico. Por ahora, queremos encon-
trar una funcién f € H? tal que T f = f’. Calculamos

Tf(z)=a-

IM +af@+azf() =

df(z)
dz

Esta ecuacion es equivalente a resolver la siguiente ecua-
cién diferencial:

df(z)
dz

la cual resolvemos mediante el factor integrante

_ 0
- f@ (% +ap +alz) = —(Ll]%,

_ (%L dz
u=e f( z +a0+a|z) <

entonces

2
—laoz+a ‘7

fl@= —Z“‘lef(aozm'%) f a-1/ (e dz. (12)

Za,|+l

Necesitamos que f € H?, esto se cumple si f estd bien de-
finida para todos los valores con médulo menor a uno. Es claro

que dentro de la integral nuestra solucidn no esta definida en
cero, por lo cual una funcién de esta forma no resuleve el pro-
blema planteado, pero proporciona un primer paso para resolver
el sistema (9) en el caso de tener una poblacién muy grande.

Es importante recordar que si la funcién estd en H?, tiene
una serie que la representa. Los coeficientes de esta serie, son la
clave en el andlisis de la interpretacion de la solucién del pro-
blema real. En el planteamiento mostrado en esta seccidn, los
coeficientes son constantes, mientras que en el caso de dimen-
sién finita, dichos coeficientes dependen de ¢.

Por otro lado se puede estudiar la dindmica del operador T
en el espacio H?. Por ejemplo, hay resultados conocidos para
que este operador sea hiperciclico y cadtico (Jiménez-Munguia,
2017)

5. Conclusion

En este trabajo de presenta la idea general de un proceso de
nacimiento y muerte. Se presenta un ejemplo de epidemiologia,
como un caso de la apliacién de la teoria de procesos de naci-
miento y muerte. En este caso, es posible obtener soluciones
numéricas para el valor esperado del niimero de personas infec-
tadas, mediante la solucién del sistema de ecuaciones diferen-
ciales. Note que las tasas de transicién hacia la derecha o hacia
la izquierda son valores constantes. Es posible simular el caso
en donde, en cada paso de tiempo, la tasa de transicion sea una
variable aleatoria. En la seccién final, se presenta otra alternati-
va para conocer la dindmica de este problema epidemioldgico.
La idea general de esta parte, es resolver la integral que resulta
de un proceso de Markov de nacimiento y muerte, emplean-
do una metodologia diferente a la presentada en otros trabajos
(Hernandez-Suarez and Castillo-Chavez, 1999).

English Summary

Birth and death process in epidemiology.
Abstract

In this work, we present a general ideas in birth-death pro-
cesses, which are a particular kind of stochastic process. We
present birth-death process applied for some biological exam-
ples. We present a birth-death model used for modeling the
behaivoir in the number of infected individuals as an epide-
miological problem. This process has a finite transition proba-
bilities matrix, which all their entries are constants. The last part
of the work, we present a infinite matrix and some ideas about
the solution on this problem, adapted to the epidemiological
example deal in the previous section.
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