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Resumen

La modelacién matematica es una herramienta de gran utilidad para entender, de manera sencilla, algin problema de la realidad
que sea de nuestro interés. En el caso de la transmision de enfermedades, la epidemiologia matemadtica ha servido para entender
la mecédnica de propagacion entre la poblacién. Los modelos deterministas como el SI, SIS, SIR, SEIR, han sido ampliamente
estudiados, y son la base de modelos mas complejos, en donde se incluye, por ejemplo, alguna politica de vacunacion.

Otra alternativa es la modelacién estocastica. En este trabajo presentamos dos modelos estocasticos, basados en cadenas de
Markov. Ambos modelos son la version estocéstica del cldsico modelo determinista SIS. El primero es un modelo de tiempo discreto,
mientras que el segundo es un modelo de tiempo continuo. Estos modelos estocésticos son de varible de estado discreta y tiempo
discreto y de variable de estado discreta y de tiempo continuo, respectivamente. De cada uno de ellos presentamos simulaciones, y
se sobreponen con la simulacién realizada para el modelo determinista. El propdsito del trabajo no es comparar los tres modelos,
sino presentar las bases para establecer un modelo epidemioldgico, que puede ser aplicado para distintas enfermedades, bajo los
supuestos propios de cada caso.
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1. Introduccion Sin embargo, los modelos estocasticos permiten represen-
tar de manera mas natural la propagacién de una enfermedad.
Resulta mas natural definir la probabilidad de transmisién de
la enfermedad entre dos individuos, que la certeza de que di-
cha transmision ocurrird. Los modelos deterministas describen
la propagacidn, bajo el supuesto de accién de masas, basados
en la ley de los grandes nimeros. Una parte importante de la
modelacién estocdstica es la de mostrar que los modelos deter-
ministas y los estocasticos convergen, cuando el tamafio de la
poblacién es grande.

Los modelos estocdsticos son una herramienta para repre-
sentar una gran variedad de fendmenos fisicos. Para estudiar
estos modelos, es importante conocer distribuciones de pro-
babilidad discretas y continuas. Algunas de estas distribucio-
nes, a pesar de su simplicidad, pueden utilizarse para modelar
fenémenos complejos.

Para el caso de los modelos epidemioldgicos, son una al-
ternativa a los modelos tradicionales que utilizan sistemas de
ecuaciones diferenciales, ordinarias o parciales.

En este trabajo describiremos dos tipos de modelos estocasti
cos en epidemiologia: un modelo con cadenas de Markov de
tiempo discreto y un modelo con cadenas de Markov de tiempo
continuo. En el primer modelo, tanto el tiempo como las varia-
bles de estado son discretas. En el segundo modelo, el tiempo
es continuo y las variables de estado siguen siendo discretas.

La epidemiologia estudia los patrones de salud y enferme-
dad, asi como los factores asociados a sus niveles en la pobla-
cion. Aunque la epidemiologia abarca el estudio de enferme-
dades que no se transmiten entre personas, en este trabajo se
plantea un modelo de una enfermedad infecciosa, que también
es tema de la epidemiologia.

Una enfermedad infecciosa es resultado de la presencia de
algtin agente microbiano: una bacteria, un virus, un hongo, un
parasito. Ejemplos de enfermedades infecciosas causadas por
bacterias son la neumonia y la tuberculosis. Enfermedades cau-
sadas por virus son la influenza y el dengue.

La transmisién de una enfermedad infecciosa puede ocurrir
de diferentes maneras: de persona a persona (en forma directa
o indirecta), por el aire, por el agua, por alimentos, por vec-
tores (como el mosquito) o de manera vertical (a través de la
placenta) (Martcheva, 2010).

Los modelos deterministas han sido ampliamente estudia-
dos y hay mucha literatura sobre su andlisis (Brauer et al., 2008),
(Brauer et al., 2014). Una ventaja de los modelos deterministas
reside en su andlisis. Aunque la complejidad del modelo se in-
cremente, hay mucha herramienta matematica para realizar su
analisis (Britton, 2010), (Britton, 2003).
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Figura 1: Modelo SIS.

2. El modelo determinista SIS

En el modelo SIS, los individuos en la poblacién de ta-
mafio N, estdn clasificados en dos categorias: Susceptibles (S)
e Infecciosos (/). Los susceptibles, al entrar en contacto con un
infeccioso, pasan al grupo infecciosos a una tasa constante 5/N.
Al grupo de susceptibles llegan nuevos susceptibles a una tasa
constante «, y del grupo de infecciosos se reintegran al grupo de
susceptibles a una tasa constante y. Este modelo se representa
en el esquema de la figura 1.

En este modelo, un individuo infeccioso retorna a la clase
susceptible debido a que la enfermedad no confiere inmunidad
definitiva. Este modelo es adecuado para estudiar la mayoria de
las enfermedades transmitidas por bacterias o pardsitos intesti-
nales; también es adecuado para estudiar algunas enfermedades
de transmisién sexual como la gonorrea.

El sistema de ecuaciones diferenciales que describe a este
modelo es

ds 8

E— —ﬁS1+(a+y)I

U 5 (1)
E = NSI —(a+ ’y)[

donde B8 > 0 es la tasa de contacto entre infecciosos y suscep-
tibles, ¥ > 0 es la tasa de recuperacién y @ > 0 es la tasa de

crecimiento. Una suposicion fuerte en este modelo es que la
poblacién permance constante N = S + I, y por lo tanto

dN dS dI _
ar dr Tdr

Las condiciones iniciales deben satisfacer S (0) > 0, 1(0) >
0y S(@©)+10)=N.

La dindmica de este modelo estd determinada por el nimero
reproductivo basico Ry, que es el niimero de infecciones secun-
darias causadas por un individuo infeccioso. En este caso, el
nimero reproductivo basico estd dado por

B

a+y

0.

Ry =

Si la poblacién entera es susceptible y se introduce un indi-
viduo infectado dentro de la poblacidn, el nimero reproductivo
basico Ry representa el nimero promedio de contactos exitosos

1
(B), durante el periodo de infeccién ( " ), que resultard en
a+y

un nuevo individuo infeccioso. La importancia de la idea del
nimero reproductivo basico para enfermedades infecciosas y
otros niimero reproductivos relacionados con Ry es la utilidad
que pueden tener para disefiar estrategias de control.

La dindmica de este sistema se puede enunciar mediante el
siguiente teorema

Teorema 2.1. Sean S (1) e I(t) una solucion del modelo (1)

1. Si Ry < 1, entonces
}fm(S (0, 1(®) = (N,0)

2. Si Ry > 1, entonces

N 1
Iim(S (), (1) = | 5, N|1 - —
ARG O-10) (Ro ( Ro))
Una demostracion de este teorema se puede encontrar en
(Brauer et al., 2008).
Puede demostrarse (Brauer and Kribs, 2016) que si

Ro <1, entonces lim I, =0,
n—oo0

y, si

Ro > 1,

entonces Jm Ry

El valor del nimero reproductivo bésico para cada enfer-
medad, depende de muchas variables, tales como la densidad
poblacién (van den Driessche, 2017). La idea presentada en es-
ta seccidn, establece la relevancia de estimar este valor umbral,
y el signficado epidemioldgico de Ry, que puede emplearse en
modelos deterministas como en modelos estocasticos.

1
h'ml,,:N(l——).

3. Modelo SIS de tiempo discreto

Sean S(1), Z(r) variables aleatorias que representan el nime-
ro de susceptibles e infecciosos al tiempo 7. En este modelo, que
resulta una cadena de Markov de tiempo discreto (DTMC por

sus siglas en inglés) (Doob, 1990), (Allen, 2010), 7 € {0, Az, 2A¢, . ..

y las variables aleatorias satisfacen

S®),I(1)e{0,1,2,...,N}.

Note que las variables aleatorias son discretas.

En el modelo SIS hay una variable aleatoria independiente
I(1), puesto que S(f) = N — I(¢). Se asume que el tamafio de la
poblacién N es constante.

El proceso estocdstico {Z(#)};7,, con funcién de probabilidad

pi(t) = Prob{I(s) = i},
parai=0,1,2,...,Nyt=0,Ar,2A¢,..., donde

N
2P0 =1.
i=0
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Sea p(t) = (po(t), pi(2), ..., pn(®)T el vector de probabili-
dad asociado con J (7). El proceso estocastico tiene la propiedad
de Markov (Doob, 1990),(Brzezniak and Zastawniak, 1999) si

Prob{Z (¢ + A0)|Z(0), I(At),...,I(t)} = Prob{Z(t + An)|I(1)}.

Esto significa que el proceso en el tiempo #+At s6lo depende
del valor del proceso en el tiempo previo t.

Denotemos la probabilidad de transicién del estado Z(¢) = i
al estado J (¢ + At) = j como

pjit + At, 1) = Prob{I (¢t + Ar) = jlI(t) = i}.

Para reducir el nimero de transiciones en el tiempo At, su-
pongamos que el paso de tiempo Ar es tan pequefio que el
numero de individuos infectados cambia, a lo mas, en uno, es
decir

i-»i+li-i-1i—i

Esto significa que hay una nueva infeccién (nacimiento) o
un recuperado (muerte), o no hay cambio durante el intervalo
At (Allen, 2017). En este caso, las probabilidades de transicion
estan definidas a partir de las tasas mostradas en el modelo SIS
determinista, multiplicadas por At.

Entonces, las probabilidades de transicién para el modelo
epidemioldgico SIS con cadena de Markov de tiempo discreto
son

%i(N—i)At j=i+1
(a + y)iAt j=i-1
pji(Ar) =
- %i(N—i)+(a+y)i At j=i
0, jri-1ii+1

Para relacionar el procesos epidemioldgico SIS con un pro-
ceso de nacimiento y muerte, la probabilidad de transicién para
un nuevo infectado se puede escribir como n(i)At, y para un
recuperado se puede escribir como m(i)At. Por lo tanto, las pro-
babilidades de trasicion se puede escribir como

n(i)At j=i+1
m(i)At j=i-1
pji(Ar) =
1 = [n(i) + m(i)]At j=i
0, jEi-Lii+]

En ambos casos, la suma de las tres probabilidades de transicién

€s uno, porque estas transiciones representan todos los posibles
cambios en el estado i durante el intervalo Ar. Para garantizar
que esas probabilidades de transicion estén dentro del intervalo

[0, 1], el paso de tiempo At debe ser lo suficientemente pequefio
para que

max {[n() + m@)]A1} < 1.
i€(1,2,...,N}

Al aplicar la propiedad de Markov y las probabilidades de
transicion antes descritas, las probabilidades p;(t+At) se pueden
escribir en términos de las probabilidades al tiempo ¢ (Brauer
et al., 2008).

pi([ +Ar) = p,-_ln(i — DAt + pirim(i + At
(2)

+pi(0(1 = [n(i) + m()]A),

parai =1,2,...,N, donde n(i) = Bi(N —i)/N, y m(i) = (@ +7y)i.

Ahora, construiremos la matriz de transicion. El elemento
(1, 1) en la matriz de transicién es la probabilidad de ir del esta-
do 0 al estado 0, es decir poo(At) = 1 y el elemento (N+1, N+1)
es la probabilidad de transicion del estado N al estado N, o sea
pan(Af) =1 — [a + y]INAt.

Llamemos a la matriz de transicion P(Ar). Esta matriz re-
sulta ser una matriz tridiagonal de la forma

1 m(1)At 0

0 1-[n+ml(1)At 0

0 n(1)At 0

0 0 0
P(AN) =] .

0 0 .. 0

0 0 n(N)At

0 0 1 — m(N)At

Dado un vector de probabilidad inicial p(0), p(Af) = P(Ar)p(0).
Entonces, la ecuacién (2) se puede escribir como

p(t + Ar) = P(AD)p(r) = PF(Ar)p(0), 3)

donde t = kAt.
A partir de la ecuacion en diferencias (2) se puede calcular
el valor esperado de 7 (¢).

N
ELL(0] = ) ipi()
i=0
E[L(t + AD)]

Y el valor esperado de 7 (¢ + At)

E[I(t+An] = 3N, ipi(t+ Ap)
= YN ipisi(tn(i — DAt + SN ipi1 (Dm( + 1)At

+ 2N ipit) = XN, ipin(DAL = SN ipi(tym(i)At

Al simplificar tenemos
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Bi-DN-G=1)

E[I(t+AD] =EIO]+ XY, pii(0) v

=N i1 + )i + DAt

B

=ﬂﬂm+w—w+mmmﬂm—ﬁﬁum1

3.1.  Simulaciones

Los ejemplos que se presentan a continuacién son imple-
mentaciones del modelo estocéstico descrito en la seccién an-
terior. Se realizaron en R, y se empled, en cada paso, un nime-
ro aleatorio con distribucién normal estandar. El tamafio de la
poblacion N = 100, y la condicién inicial para el nimero de
infecciosos es Iy = 2.

En la figura 2 se muestran tres simulaciones para el mode-
los SIS de tiempo discreto. En este caso, el nimero reproductivo
basicoes Ry = 1, con 8 = 1, = 0.25,y = 0.25. La linea pun-
teada representa la solucién del modelo SIS determinista. En las
tres simulaciones, el nimero de infectados tiende a cero, como
era de esperarse, puesto que el nimero reproductivo bésico no
€S mayor a uno.

Figura 2: Simulaciones del modelo SIS estocdstico de tiempo discreto con Ry =
L.

En la figura 3 se muestran tres simulaciones para el mode-
los SIS de tiempo discreto. En este caso, el nimero reproductivo
basicoes Ry = 2, con 8 = 1, = 0.5, = 0.5. La linea pun-
teada representa la solucién del modelo SIS determinista para
el nimero de infectados. En las tres simulaciones, dado que el
nimero reproductivo basico es mayor que uno, el nimero de
infectados tiende al total de la poblacién.

En estas simulaciones, el tiempo que dura cada simulacién
es el mismo.

Finalmente, en la figura 4 se presentan tres simulaciones
para Ry = 2y tres simulaciones para Ry = 2, para tiempos
largos.

. A \ 'y,
ol A
Mf’” ™ M -’// W

Figura 3: Simulaciones del modelos SIS estocdstico de tiempo discreto con
Ro=2.
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Figura 4: Simulaciones del modelos SIS estocastico para tiempos grandes. La
gréfica superior corresponde al caso Ry = 1, y la gréfica inferior es para Ry = 2.
En ambos casos, la linea punteada representa la solucion del modelo determi-
nista para el nimero de infectados.

4. Modelo SIS de tiempo continuo

En el modelo epidemiolégico SIS, el proceso estocastico de-
pende de la coleccion de variables aleatorias discretas I (¢),t €
[0, co] y sus funciones de probabilidad p;(¢), donde

pi(t) = Prob{I(¢) = i}.

Las probabilidades de transicién al tiempo 7,+; dependen
Unicamente del valor en ¢,.

Las probabilidades de transicion estdn definidas para pe-
quefios intervalos de tiempo At (Choisy et al., 2007). Pero en
este modelo, se tratan como probabilidades infinitesimales de
transicion, porque s6lo son validas para tiempos suficientemen-
te pequefios. Ademds, se estd incluyendo el término o(Af), que
cumple la propiedad lim,_,,(0(At)/At = 0.

Entonces, las probabilidades infinitesimales de transicion
pueden difinirse como
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Brzezniak and Zastawniak, 1999), y puede escribirse en forma
matricial como

Ei(N — At + o(AY) j=i+1
N dp
- - A 5)
(a + y)iAt + o(At) j=i-1
pji(Ar) donde p(#) = (po(1), p1(1), ..., py(D))T y la matriz A estd defini-
B ) ) da como
1- Ni(N—l)+(a+y)i At + o(Ar) j=i
o(A?), jEi-lii+1 0 m(1) 0 e 0
donde i € {0,1,...,N}. En este caso, el modelo SIS es un pro- 0 —[n(1)+m()] m(2) e 0
ceso de nacimiento y muerte (Andersson and Britton, 2000),
donde 0 n(1) —[n(2) + m(2)] --- 0
A; = méx {o, %i(N - i)} y i = @+, A=| O 0 n(2) e 0
i =0,1,...,N. Note que hay un solo estado absorbente (An-
dersson and Britton, 2000)
th po®) = 1. 0 0 0 m(N)
0 0 0 —m(N)

SiRy > 1, el modelo epidemiolégico SIS es un caso especial
del modelo logistico (Allen, 2017). En este caso, 4, = bn +

byn? y U, =din+ don?, donde by = B, by = —%, di=a+vyy
dy, = 0.

Si empleamos la misma notacién que en el modelo de tiem-
po discreto tenemos

n(i)At + o(Ar) j=i+1

m(i)At + o(AD) i=i-1
pji(Ar) =
1—[n@) +m@)]At+o(At) j=1i

o(Ar) otro caso

Supongamos que Prob{I(0) = iy} = 1. Entonces

Diio(A) = pi(AD),

pi(t + An) = pi1(m(i — DAL + pii (On(i + A1

+pi(H)(1 = [n() + m(i)]AL) + o(At).

Si en esta ecuacion se resta p;(t), se divide por Aty se toma
el limite cuando Ar — 0, se tiene

dp; . . o
d—’j = piom(i = 1) + pianG + 1) = pilnG) + m@)]  (4)

d
parai = 1,2,....,Ny % = pym(1). La ecuacién (4) se co-

noce como Ecuacion Diferencial de Kolmogorov (Doob, 1990;

4.1. Simulaciones

Para realizar la simulacién del modelo de tiempo continuo,
se hace uso del hecho que el tiempo entre eventos tiene una
distribucién exponencial. Esto se debe a la propiedad de Mar-
kov (Britton, 2003). La distribucién exponencial se caracteriza
por no tener memoria. En este modelo, las probabilidades de
transicion al tiempo f,,.; dependen tnicamente del valor en t,,
y en ese sentido se habla de no tener memoria.

Supongamos que Z(¢) = i y que T}, el tiempo entre eventos,
es una variable aleatoria continua para el tiempo. Sea R;(¢) la
probabilidad de que el proceso permanezca en el estado i para
un periodo de tiempo ¢. Entonces R;(f) = Prob{T; > t}.

Por lo tanto,

Ri(t + Ar) = Ri(1)pii(Ar) = Ri(1)(1 = [n(i) + m(i)]Ar) + o(Ar)

Al restar R;, dividir por Af y tomar el limite, tenemos la
ecuacion diferencial

drRi(n) _ . P
Ry [n() + m(D]R;.

La solucion de esta ecuacion diferencial es
Rl(t) - e—[n(i)+m(i)]t

puesto que R;(0) = 1. Por lo tanto, el tiempo entre intervalos
tiene una distribucién exponencial con parametro n(i) + m(i).
La distribucion acumulada de 7; es

Fi(f) = Prob{T; < 1} = 1 — g In@+m@t,

Para simular el tiempo entre eventos, usamos una variable
aleatoria con distribucion uniforme en [0, 1].
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Figura 5: Simulacién del modelo SIS de tiempo continuo. Se grafica el nimero
de susceptibles en rojo, y el nimero de infecciosos y en azul. En este ejemplo,
el nimero reproductivo bdsico es Ry = 1. La simulacion se detiene cuando el
nimero de infecciosos es cero.

Sea U una variable aleatoria con distribucién uniforme en
[0, 1], por lo tanto

Prob{F; ' (U) < 1} Prob{F,(F;\(U)) < F;(1))

Prob{U < F : i(t)} = Fi(t)

Entonces, dado 7 (¢) = i, el tiempo entre eventos satisface

_In(1-U) _ In(U)
n@) +m@) ~ n@) +m@)

T = F'(U) =

Los siguientes ejemplos son realizaciones del modelo es-
tocéstico de tiempo continuo. Se implementaron en R, y se em-
pled, en cada paso, un tamafio de la poblaciéon N = 100, y con-
dicién inicial para el nimero de infecciosos es Iy = 2.

En la figura 5 se presenta una simulacién para el modelo
SIS de tiempo continuo. Para esta simulacién, el nimero repro-
ductivo bésico es Ry = I, con 8 = 1, = 0.25,y = 0.25. La
linea roja es el niimero de susceptibles y la linea azul el nimero
de infecciosos. En este caso, la simulacion se termina cuando
el numero de infecciosos es igual a cero, puesto que este es un
estado absorbente, por lo que la simulacién no necesariamente
llega al valor del tiempo establecido para la corrida.

En la figura 6 se muestra una simulaciéo para el modelo SIS
de tiempo continuo. En esta simulacién, el nimero reproductivo
basicoes Ry = 2,conf = 1, = 0.5,y = 0.5. La linea roja es el
ndmero de susceptibles y la linea azul el nimero de infecciosos.

Es importante notar que en estas simulaciones, el tiempo
que dura cada simulacién no es constante, puesto que el tiempo
que transcurre entre la transiciéon de un estado a otro, es una
variable aleatoria (Allen and Tarnita, 2012).

TN

N
W

Figura 6: Simulacién del modelo SIS de tiempo continuo. Se grafica el nimero
de susceptibles en rojo, y el nimero de infecciosos y en azul. En este caso, el
nimero reproductivo bdsico es Ry = 2.

5. Conclusion

En este trabajo se presentaron tres versiones de un modelo
epidemioldgico clésico. Se planted el modelo SIS en su forma
determinista, como base de los modelos estocdsticos. El teore-
ma 1 establece el resultado asintético del sistema de ecuacio-
nes. El nimero reproductivo basico determina si la enferme-
dad persiste o desaparece. El caso de que persista, el equilibrio
endémico depende de la forma de la fuerza de infeccién (Allen
and Burgin, 2000).

Siguiendo las ideas del modelo determinista, se formulé el
modelo de tiempo discreto, en donde se supone que para un
tiempo suficientemente pequefio, s6lo puede ocurrir un cambio
hacia el estado anterior, hacia el estado siguiente, o permanecer
en dicho estado. Este modelo esta formulado como una cadena
de Markov. Este modelo puede aplicarse al caso del sarampion
(van den Driessche, 2017).

A partir de este modelo, se puede construir el modelo de
tiempo continuo, en el cual, el tiempo que transcurre entre la
transicion de un estado a otro, es una variable aleatoria. (van den
Driessche, 2017)

En el trabajo no se hace una comparacién entre las tres
versiones de este modelo, sino que se plantean los escenarios
en los cuales cada una de estas representaciones tiene validez
y significado epidemioldgico. Debe considerarse que los mo-
delos matemdticos son una abstraccién, que permiten analizar,
bajo muchos supuestos (May, 2004), el comportamiento de un
fenémeno fisico, por lo que la aplicacién de estos modelos no
siempre es directa.
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English Summary

Stochastic Epidemic Models.
Abstract

Mathematical modeling is a very useful tool to understand,
in a simple way, some real problems from reality that are of our
interest. In the case of the diseases transmission, mathematical
epidemiology has allowed us to understand the mechanics of
propagation among the population. Deterministic models such
as SI, SIS, SIR, SEIR, have been widely studied, and are the
basis for more complex models, which include, for example,
some vaccination policy. Another alternative is stochastic mo-
deling. In this paper we present two stochastic models, based
on Markov chains. Both models are the stochastic version of
the classic SIS. The first is a discrete time model, while the se-
cond is a continuous time model. From each of them we present
simulations, and overlapping with the simulation performed for
the deterministic model.

Keywords:

Epidemiology, Basic reproduction number, Markov chain.
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