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Aspectos Cualitativos del problema de Kepler en Mundos Brana

Qualitative aspects from Kepler problem in Brane Worlds
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Resumen

En este trabajo se estudia de forma cualitativa el problema de Kepler con un potencial de interaccién que proviene de mundos
brana. Particularmente usando el retrato fase y la técnica de la explosién se realiza la clasificacion de las drbitas. Por completez se
lleva a cabo el andlisis del problema de Kepler clasico y se compara con el problema de Kepler en mundos brana.

Palabras Clave:
Problema de Kepler, Mundos Brana, retrato fase, explosion.

Abstract

In this work we study qualitatively the Kepler problem with an interaction potential that comes from brane worlds. Particularly
using the phase portrait and the technique of the explosion we made the classification of the orbits. By completeness, we analyze
the classical Kepler problem and compared with Kepler’s problem in brane worlds.

Keywords:
Kepler problem, Brane Worlds, phase portrait, explosion.

1. Introduccion

El entendimiento y comprension del movimiento de los
cuerpos celestes ha sido uno de los problemas que mas ha fas-
cinado a la humanidad a lo largo de la historia, sin embargo,
fue con los fundamentos de la mecdnica de Newton que hubo
un avance muy importante en el estudio de este problema, per-
mitiendo en algunos casos determinar con mucha precision la
orbita de los planetas. Sin embargo, en otros casos como el de
Mercurio, la drbita tedrica calculada con la mecénica propuesta
por Newton no concuerda con los datos observados.

Una de las primeras propuestas que trato de resolver este
problema, fue dada por G. Manev en 1930 (Manev (1924)). La
solucidén que él propuso fue considerar el siguiente potencial de

interaccion

B 1

B~—, (1)

1
v(r)=—+ 5

roor c
con c la velocidad de la luz. La propuesta de Manev permi-
tié dar una justificacion tedrica del movimiento del perihelio
de mercurio. Hoy en dia, sabemos que la relatividad general da
una descripcién mas precisa de la dindmica de algunos cuerpos
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celestes. En el limite de campos débiles, la relatividad general
considera un potencial de interaccion

+£, 2

73

v(r) =

~ 1R

donde las constantes a y b estdn relacionadas con las carac-
teristicas de los cuerpos que interactdan. Este potencial explica
con gran precision, las observaciones de la precesién del pe-
rihelio de Mercurio.

Mais recientemente, se han considerado también otro tipo
de potenciales que describen otros sitemas fisicos (no nesesa-
riamente relacionados con problemas de mecdnica celeste), co-
mo por ejemplo, potenciales con perturbaciones anisotrépicas
(Gutzwiller (1973)) como un intento de conectar la mecanica
de Newton con la mecénica cudntica, otro tipo de potenciales
que han sido estudiados, son los que incorporan perturbacio-
nes mixtas (Roy (1988)), los cuales se consideran en el estudio
de las orbitas de los satélites artificiales alrededor de la tierra,
debido a que incorporan el hecho de que la tierra no es comple-
tamente esférica.

Por otra parte, el descubrimiento de nuevas interacciones,
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como la fuerza nuclear fuerte y la fuerza nuclear débil ademas
de la gravitacional y la fuerza electromagnética, han llevado a
proponer teorias que consideren la existencia de dimensiones
extras espaciales, en la cual estas interacciones se unifiquen.
Cabe mencionar que no hay una respuesta definitiva a esta cues-
tién, sin embargo, la teoria de cuerdas es el mejor candidato
para este fin (Becker et al. (2006)).

El estudio de la teoria de cuerdas ha llevado naturalmente a
considerar modelos llamados mundos brana (Kim et al. (2004);
Ito (2002); Randall and Sundrum (1999)), en ellos se propone
que nuestro mundo cuatro dimensional es una hipersuperficie
(3+1) 6 brana en la cual los campos del Modelo Estdndar (has-
ta la escala de energia donde éste se verifica) estan confinados,
mientras que la gravedad se propaga en todo el espacio tiem-
po hiperdimensional. Estos modelos de mundos brana, predi-
cen correcciones al potencial Newtoniano, particularmente en
(Ito (2002)) se obtiene un potencial efectivo para un escenario
de seis dimensiones, dado por

_Gmmy (4L [1 _r {sm(z)a(z)
r 3nr L L L

o))

donde Ci(x) es la integral coseno y Si(x) es la integral seno y
L es el radio de curvatura de anti-de Sitter (AdS 541). El estudio
de este potencial, podria eventualmente darnos algunos indicios
directos o indirectos de la existencia de dimensiones extras.

Por lo tanto, englobando algunas ideas expresadas anterior-
mente, la intensién de este trabajo es estudiar el problema de
Kepler, considerando que la interaccidon entre ambos cuerpos es
a través del potencial (3), pero en el limite r > L. El problema
de Kepler se estudiaria a través de un andlisis cualitativo (teoria
geométrica de ecuaciones diferenciales). Este analisis propor-
ciona algunas técnicas y herramientas que permitiran estudiar
las propiedades de las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales sin resolverlas y en caso de sistemas mecénicos,
estas herramientas ayudan a obtener informacién que permiten
entender y analizar la dinamica de dichos sistemas.

El sistema de ecuaciones diferenciales del sistema de dos
cuerpos que interactian a través del potencial gravitacional
efectivo (3) pertenecen a una clase especial de sistemas de ecua-
ciones diferenciales, llamados sistemas Hamiltonianos. Cabe
mencionar que el estudio de sistemas Hamiltonianos esta di-
rectamente relacionado con problemas de mecénica celeste.

Este trabajo, muestra algunas herramientas del andlisis cua-
litativo usadas en sistemas mecdnicos conservativos. En la sec-
cion 2 se dard una breve introduccion a los sistemas Hamiltonia-
nos. En la seccién 3 presentamos el problema colineal clasico
de Kepler, por completez. El Hamiltoniano del problema clési-
co de Kepler produce una foliacién del espacio fase en curvas
invariantes. En esta seccién se muestra que a través del cam-
po vectorial, se puede obtener una direccién para estas curvas
y utilizando la técnica de la explosion, se puede hacer una ca-
racterizacién topoldgica del flujo. La técnica de la explosion
no posee una motivacion fisica, mas bien es una herramienta
matematica que reemplaza la singularidad del campo vectorial
debida a colisién, por un objeto ficticio, la variedad de colisidn,
permitiendo entender el comportamiento de las soluciones cer-
canas a la singularidad. En la seccién 4 se estudian los poten-

Ui =

ciales que surgen de los mundos brana para el problema de dos
cuerpos (problema de Kepler). A través del retrato fase de este
problema, se observa que los maximos del potencial equivalen
a puntos silla en el retrato fase y los minimos son identificados
con centros. Cabe mencionar que el andlisis de la perturbacién
(3) presentado en este trabajo, solo considera la regién donde
r > L. Nuevamente, se usa la técnica de la explosion para rea-
lizar una clasificacién de las soluciones. Finalmente la seccién
5 es dedicada a las conclusiones de este trabajo.

2. Sistemas Hamiltonianos

Un sistema Hamiltoniano (ver (Goldstein and Ferrer
(1987)) para més detalle) con un grado de libertad es un sistema
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que
satisfacen

d,H, “
-0,H , ©)

g =
p =
donde g define la posicién y p define el momento de la particu-
la, a estas cantidades se les llama variables conjugadas y son
las variables tradicionales de sistemas Hamiltonianos, y la fun-
ciéon H = H(q, p,t) es una funcién real definida en un abierto
R x R x R, llamada el Hamiltoniano, con ¢ la variable temporal
y el punto representa la derivada respecto a ¢. El espacio don-
de viven las variables conjugadas, es el espacio fase. Por otra
parte, si dH/dt = 0 entonces el Hamiltoniano es una primera
integral.
En este trabajo el sistema de ecuaciones que se estudiardn
se rigen por la segunda ley de Newton, la cual es descrita por la
ecuacion diferencial

gm = f(q,1) q€R, (6)

donde m y ¢(f) corresponden a la masa y la posicién de la
particula respectivamente, f(q, f) es una funcién que representa
la fuerza total sobre la particula. Las fuerzas que rigen a estos
sistemas se derivan de una funcién potencial U(g, t), esto es

q
Ulg.t)=— | f&n)dé. (N
40
Con esta relacion la ecuacién (6) puede ser escrita de la siguien-
te forma

- F i ®)
m
—-0,U(q,1). ©))

Donde se ha considerado que la derivada de la coordenada ¢
respecto del tiempo, es la velocidad ¢ = v y expresando la velo-
cidad en términos del momento (p = mv), se tiene que § = p/m,
como se muestra en la ecuacién (8). El sistema descrito por (8)
y (9) posee una estructura como la descrita por (4) y (5), con un
Hamiltoniano dado por

p

2
H=2 4+ un. (10)
2m
Particularmente para sistemas mecdnicos, el Hamiltoniano co-
rresponde a la energia total del sistema 4, la cual es la suma de
la energia potencial U(q, ) y la energfa cinética T = p*/2m,
estoesh=T+U.
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Si el potencial es funcién unicamente de la posicién, enton-
ces el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, por
lo que el Hamiltoniano es una primera integral, es decir, & es
una primera integral, el sistema de ecuaciones (4,5) es llamado
auténomo y el sistema Hamiltoniano se dice conservativo.

Dado que T > 0y estd bien definida para cada valor de A,
la regién dada por el conjunto {g € R|h > U(q)} es la llamada
regién de Hill. Esta regién determina el tipo de movimientos en
el espacio de configuraciones y permite clasificar las soluciones
en acotadas y no acotadas en la posicién, de acuerdo al nivel de
energia que se fije. Al subconjunto de la regiéon de Hill donde
se satisfaga h = U(q) se le llama conjunto de velocidad cero,
debido a que en estos puntos la energia cinética es cero.

Otra de las propiedades de los sistemas Hamiltonianos aut6-
nomos es la reversibilidad, es decir si (g(t), p(?)) es solucién de
las ecuaciones (4) y (5) entonces (g(—t), p(—t)) también es una
solucion del mismo sistema. Para sistemas mecdnicos auténo-
mos, si g(¢) intersecta al conjunto de velocidad cero en dos pun-
tos distintos, entonces (g(f), p(f)) es una solucién periddica de
(4) y (5) por la propiedad de reversibilidad. Mas adelante vere-
mos un ejemplo con esta propiedad.

3. El Problema clasico de Kepler unidimensional

Sean dos cuerpos de masas m; y m, con posiciones dadas
por 7 y 7 que interaccionan a través de la ley de la gravita-
cién universal. En una dimensién el Hamiltoniano del sistema
es dado por

2 2
mim
H=2L P g (11)
2Zmy - 2my 7 — 7
donde G es la constante de la gravitacion universal. La estruc-
tura del potencial sugiere pasar de las variables 7 y 7 a las
variables relativa y del centro de masa, definidas como

ro= A -7l (12)
R = M (13)
mp; +mp
De (12) y (13) se sigue que (11) puede escribirse como
Pzze p; mymy
H=Hp+H, HR:ﬁ, H,:%—G pat (14)

donde pg es el momento asociado a la coordenada del centro de
= . .
masa R, p, es el momento asociado a la coordenada relativa 7,
m es la masa reducida y M la masa total. Definimos am y M de
la siguiente forma
myny

m=—7-

= M=m;+m,. (15)
my +my

El término Hy de la ecuacién (14), puede entenderse como el
movimiento de una particula libre de masa M, cuya posicion es
R, es decir, el centro de masa se mueve libremente. Este movi-
miento es irrelevante para nuestros propositos y vasta que pa-
semos a un sistema de coordenadas en el que el centro de masa
estd en reposo para que podamos considerar que Hg = 0.

El término H, describe una particula de masa reducida m,
asociado al movimiento relativo de las particulas afectado por el

potencial gravitacional. Bajo estas consideraciones el problema
mecénico a estudiar es el siguiente

2

Py
H=—"—-G

2m r

mym;

(16)

Antes de comenzar el andlisis, es conveniente tomar un siste-
ma de unidades adecuado en donde todas las constantes que
aparecen en el Hamiltoniano (16) tomen el valor de uno. Asi,
podemos expresar la ec. (16) como

H=2 -~ (17

Renombrando a ¢ = r, p = p,, para trabajar con las variables
tradicionales de sistemas Hamiltonianos, tenemos que el siste-
ma Hamiltoniano puede ser escrito como

qg = p, (18)
1
= 7 (19)
Con Hamiltoniano
pr 1
H=—--. (20)
2 gq

En el siguiente apartado analizaremos cualitativamente la
dindmica de este sistema Hamiltoniano en una dimension.

3.1. Retrato fase

De las ecuaciones (18)-(20) se sigue que dH/dt = 0, es de-
cir H es constante a lo largo de cualquier curva solucién. En
general para un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad
es posible dibujar el retrato fase sin resolver el sistema, simple-
mente se grafican las curvas de nivel H = cte, y las soluciones
del sistema Hamiltoniano estan en estas curvas de nivel, solo
se necesita agregar a esta grafica las direcciones de las curvas
solucidn a estas curvas de nivel, pero esto es facil puesto que co-
nocemos el campo vectorial. Notemos también que los puntos
de equilibrio del sistema Hamiltoniano aparecen como puntos
criticos de H, donde ambas derivadas parciales se anulan. Apli-
cando lo anterior a la ecuacion (20) tomando valores H = & con
h >0, h =0, h <0 se puede obtener el grifico de la Figu-
ra 1. Con ayuda de la figura 1 puede hacerse una clasificacién
topoldgica de los conjuntos H~!'(h) = I,. Ver tabla 1.

D

r
D

q

Figura 1: Conjuntos de nivel del Problema de Kepler unidimensional.
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Tabla 1: Topologia de I,

I h
R <0
SR | =0
SR | >0

Donde S x R denota dos copias de R.
Ahora al graficar el campo vectorial definido por las ecua-
ciones (18) y (19), es decir F : R?> — R? dado por F(g,p) =

1
(p, ——2) (ver la figura 2).
q
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Figura 2: Campo vectorial del Problema de Kepler unidimensional.

Finalmente, en la figura 1 se puede agregar las direccio-
nes dadas por la figura 2, y aplicando técnicas de calculo para
enriquecer el retrato fase, por ejemplo, para un valor dado de
energia h < 0 vemos que p = 0 implica ¢ = —1/h. Por otra
parte, si ahora se considera i > 0 se tiene que p = +4/2h +2/q
y al tomar el limite ¢ — oo se sigue que p — =+ V2h, como se
puede ver en la figura 3.

Figura 3: Retrato Fase del Problema de Kepler unidimensional.

3.2.  Explosion

El sistema (18)-(20) estd definido parag > 0, p € R,y
g = 0 es un punto singular que corresponde a la colisién entre
los dos cuerpos del sistema mecdnico. La técnica de la explo-
sion (McGehee (1974)) consiste en un cambio de coordenadas

y una reparametrizacién del tiempo y permite sustituir la sin-
gularidad por una variedad de colision, el flujo se extiende a lo
largo de esta variedad.

El cambio de coordenadas estd dado por y = /g p. Usando
este cambio en la relacion de energia (20) se obtiene

y2

2

la cual ya no presenta la singularidad, y al sustituir en las ecua-
ciones de movimiento (18) y (19) resulta

=1+hq, 1)

. Y

- 2 2
q va 22
. L (¥
y = W(E—l), (23)

el campo vectorial definido por el sistema anterior todavia pre-
senta una singularidad, pero tomando la reparametrizacion del

. dt 32 . o
tiempo e = ¢’/ en estas ecuaciones de movimiento obtene-
T

mos
g = yq, (24)
2
, y
= -1, 25
y 2 (25)

donde la prima denota derivada respecto del parametro 7. El sis-
tema ya no es Hamiltoniano, pero ahora estd definido en la coli-
sioén, sus puntos de equilibrio son (0, V2) y (0, — V2) y forman
la variedad de colision, el retrato fase se muestra en la figura 4.

y
h>0
2
i h=0
h<0 q
- h=0

Figura 4: Retrato Fase del Problema de Kepler unidimensional con explosion.

Se puede ahora caracterizar el flujo en el Problema de Ke-
pler unidimensional: para energia 4 > 0 tenemos Orbitas de ex-
pulsién hiperbdlica y de colisién hiperbélica, para energia h = 0
tenemos una Orbita de expulsién parabdlica y una de colisién
parabdlica, y para energia 7 < 0 tenemos 6rbitas de expulsion-
colision eliptica.

4. Potencial gravitacional efectivo en RSIIn

En esta seccién se estudia el potencial efectivo gravitacio-
nal proveniente de un escenario de mundos brana. Este escena-
rio considera una (3+n)-brana con tensién positiva o, encajada
en un espacio-tiempo (4+n+1)-dimensional, con n dimensiones
compactas y una dimensién no compacta. El interés de este mo-
delo radica en que permite localizar a campos escalares, cam-
pos de norma y al campo gravitacional. Para un anélisis més
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profundo en la derivacién del potencial efectivo el lector puede
ver la referencia (Ito (2002)).

Para el caso de una dimensién compacta n = 1, el poten-
cial efectivo gravitacional de interaccién entre dos particulas de
masas m; y m, separadas una distancia r puede escribirse como

B mymy 4L r r\ _..(r
vn = G r (1+37rr[1 L{Sen(L)Cl(L)

D))

donde Ci(x) es la integral coseno y S i(x) es la integral senoy L
es el radio de curvatura de Anti-de Sitter (AdS 5.,). En relativi-
dad general, un espacio-tiempo Anti de Sitter, es un espacio con
curvatura constante, pero con curvatura negativa, en este caso L
es el radio de curvatura del espacio tiempo de 6 dimensiones.
Las integrales Ci(x) y Si(x) estan definidas de la siguiente

forma:
o0 t
_ f Coi( Dar 27)

- f " sen(® (28)

Ci(x)

Si(x) t

En el limite r > L, el potencial efectivo gravitacional toma la
forma

.
2Gmimy cos | —
UQr) = - - (L) . (29)

r

Como en el caso anterior, se elije un sistema de coordenadas en
el que el centro de masa este en reposo y ademds se utiliza un
sistema de unidades en donde las masas y las constantes Ly G
tomen el valor de uno. Por tanto, el potencial en una dimension,
puede expresarse de la siguiente forma

1 2
UGr) = —= - =21 (30)
r r

mientras que el Hamiltoniano resulta ser

2
H:p__1+2005r. 31)
2 r
Nuevamente se hace r = ¢ para trabajar con las variables tra-
dicionales de sistemas Hamiltonianos, bajo estas consideracio-
nes, el sistema Hamiltoniano de este sistema mecédnico puede
escribirse como

P, (32)
_1 +2(qsen2q+cosq) _ (33)
q

q

p =

Usando la relacion de energia H = T + U, se tiene
2 1+2cos

g=2 _ T84

> 7 (34)

Dondeg >0yyeR.

Como en el caso del problema clasico de Kepler estudiado
en la seccién 3, a continuacion, se mostrara el analisis cualita-
tivo de la dindmica del Hamiltoniano dado por (34).

4.1. Retrato fase

Con el fin de mostrar otra técnica, en esta seccion se cons-
truye el retrato fase de una manera distinta a la usada ante-
rior, en este caso la idea central es la gréfica del potencial

1 +2cos
UQg) = 20 gy primera instancia se observa que to-

dos los puntos de equilibrio se encontrardn sobre el eje g del
retrato fase y éstos serdn puntos criticos del potencial U.

Cada conjunto de nivel es una curva suave alrededor de ca-
da uno de sus puntos que no son puntos de equilibrio, lo cual es
consecuencia del teorema de la funcién implicita (Arnold et al.
(2013)). En particular si el valor de energia H no es un valor
critico de la energia potencial, entonces el conjunto de nivel
en el que la energia es igual a H es una curva suave. Se sigue
entonces que para estudiar la curva nivel de energia, se deben
estudiar los valores criticos de H y cerca de ellos. Es impor-
tante notar que la energia cinética es no negativa. Ello significa
que la energia potencial es menor o igual que la energia total.
La energia potencial mas pequefia corresponde con la veloci-
dad mds grande. Nétese también que los puntos de maximos
locales del potencial son inestables y corresponden a sillas en
el retrato fase, mientras que los puntos minimos son posiciones
de equilibrio estables y corresponden con centros.

Los puntos de equilibrio se obtienen igualando a cero el la-
do derecho de las ecuaciones (32) y (33), es decir, p = Oy
tenemos la siguiente ecuacion trigonométrica

1 +2(gseng+cosq) =0, (35)

la ecuacién anterior es no trivial y posee una cantidad infinita
numerable de soluciones que no pueden ser obtenidas de ma-
nera exacta, se requiere, por tanto, una aproximacién numérica.
Utilizamos entonces un comando de Mathematica para aproxi-
mar algunas soluciones.

Para cada raiz se obtiene el valor de energia correspondien-

1+2cosgq

te h resolviendo la ecuacién h = — (en la tabla 2 se

muestran los resultados).

Tabla 2: Puntos de equilibrio y valores de energia

q h
2.97744 0.326829208871084
6.03724  -0.4869468834472162
9.37155  0.10640368488191891
12.4461  -0.2398785488882871
15.6761  0.06372661682753396
18.7697 -0.159492502271492
21.9684 0.045496373183582885
25.073  -0.11950831759077901
28.2566  0.035378832473129174
31.3681 -0.09556565614234719

Ordenando los valores de energia siguiendo el siguiente cri-
terio, la energia positiva mds grande es denotada con k7, la que
sigue en orden decreciente con /] y asi sucesivamente. Para la
energia cero usamos simplemente fy. La energia negativa mas
pequefia la denotamos con /7, 1a que le sigue en orden crecien-
te con /5 y asi sucesivamente. De este modo se obtienen los
resultados mostrados en la tabla 3.
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Tabla 3: Valores de energia ordenados
Energia Valores
hy 0.326829208871084
h3 0.10640368488191891
h3 0.06372661682753396
hy 0.045496373183582885
h3 0.035378832473129174

ho 0

hy -0.09556565614234719
hy -0.11950831759077901
hy -0.159492502271492
hy -0.2398785488882871
hy -0.4869468834472162

Con estos valores, se puede construir ahora el retrato fase,
con el fin de hacer explicita esta construccidn, se efectuara en
cinco pasos. Los cuales se muestran en los siguientes parrafos.

1. Retrato fase para energia alrededor del valor critico
h=ht
1

En este caso tenemos un punto critico del potencial que co-
rresponde con un maximo que se obtiene en el valor de energia
h = hi y se traduce con un punto silla en el retrato fase, a este
valor de energia le corresponden cinco 6rbitas: dos que llegan al
punto de equilibrio y dos que salen de él, més el punto de equili-
brio. Para valores mayores de energia & > hT, como se muestra
en la figura 5, se tiene dos 6Orbitas (en azul) con un comporta-
miento limite tipo Kepler, es decir, sig — oo, p — = \2h y
g — 0%, p — +o0. Para el valor de energia entre los dos prime-
ros puntos criticos k] > h > h3 tenemos dos orbitas (en café),
una tipo Kepler con energia negativa y la otra que indica que las
dos particulas se acercan hasta una distancia y luego se alejan
con una velocidad limite V2h. En este caso la regién de Hill
estd formada por la unién de dos intervalos, uno acotado y el
otro no acotado (0, ag] U [a;, ).

U

h>h'
h=h'
ho>h>hy |—
h=h;

h>hy|

‘ Iy >h>hy

Figura 5: Retrato fase del primer valor critico de energfa positiva & = h7.

2. Retrato fase para energia alrededor del valor critico
h=nh
2

En este caso tenemos nuevamente un punto critico del po-
tencial que corresponde con un maximo que se obtiene en el
valor de energia 7 = hj y se traduce con un punto silla en
el retrato fase, como se aprecia en la figura 6, a este valor de
energia le corresponden cuatro 6rbitas: una 6rbita homoclinica,
una que sale del punto de equilibrio, una que entra al punto de
equilibrio, mas el punto de equilibrio, para valores mayores de
energia i > h > hj (en café) estd hecho en el caso anterior y en
este solo se incluye por claridad. Para el valor de energia entre
los dos puntos criticos h; > h > h se tiene tres Orbitas (en ver-
de), una tipo Kepler con enegia negativa, una 6rbita periddica y
una tercer 6rbita que corresponde al movimiento en que las dos
particulas se acercan hasta una distancia y luego se alejan con
una velocidad limite V2/. En este caso la regién de Hill estd
formada por la unién de tres intervalos, dos de ellos acotados y
uno no acotado (0, ap]U[ay, a»]U[as, o0). Este comportamiento

continua de manera sucesiva para hj, hy, ....
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U
h' >h>hy
h=h; \
B> h>h \

1% hT>h>h§\A

Figura 6: Retrato fase del segundo valor critico de energfa positiva h = h3.

Este comportamiento continua de manera sucesiva.
3. Retrato fase para energia cero / = h

En este caso, no se tiene puntos criticos como se muestra
en la figura 7, ademds cuenta con una 6rbita tipo Kepler con
energia negativa y con una cantidad infinita numerable de 6rbi-
tas periddicas. En este caso la region de Hill estd formada por
la unién numerable de intervalos acotados (0,ag] U [a;,ax] U
las,as] U ....

U

<

p

h=0

[
\/

/\
\//q

-
\/

Figura 7: Retrato fase de energia cero.

4. Retrato fase para energia alrededor del valor critico
h=hy
1

De la figura 8 se puede apreciar solo un punto critico del
potencial que corresponde con un minimo que se obtiene en el
valor de energfa i = h] y se traduce con un centro en el re-
trato fase, es decir, a este valor de energia le corresponden dos
Orbitas: una tipo Kepler con energia negativa y el punto de equi-
librio, para valores menores de energfa & < k] (en morado) solo
se tienen Orbitas tipo Kepler con energia negativa. Para valores
de energia entre los dos puntos criticos ] < h < h; se tienen
dos 6rbitas (en rojo), una tipo Kepler con energia negativa y una
Orbita periddica. En este caso la region de Hill est4d formada por
la unién de dos intervalos acotados (0, ag] U [a1, a>].

5. Retrato fase para energia alrededor del valor critico
h=h,
2

Para este valor de energia & = h; y como se puede apreciar
en la figura 9, solo hay un punto critico del potencial que co-
rresponde con un minimo que se obtiene en el valor de energia
h = h; y se traduce con un centro en el retrato fase, es decir,
a este valor de energia le corresponden tres drbitas: una tipo
Kepler con energia negativa, una 6rbita periddica y el punto
de equilibrio, para valores menores de energia hy < h < h;
(en rojo) esta descrito en el caso anterior y se incluye por
claridad. Para valores de energia entre los dos puntos criticos
hy < h < h3 existen tres orbitas (en anaranjado), una tipo Ke-
pler con energia negativa y dos 6rbitas periddicas. En este caso
la region de Hill estd formada por la unién de tres intervalos
acotados (0, ag] U [a1,az] U [as, aq].

Si se colocan de manera conjunta todos estos retratos fase,
se puede construir el retrato fase global. El cual se muestra en
la figura 10.

U

hy <h<hy
h=h
h<h

/ h<h<hy——

Y
/ 9

h<h,

Figura 8: Retrato fase del primer valor critico de energia negativa h = hj .
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hy <h<h
h=h;
h <h<hy

P| le—— " h<h<y

hy<h<h; \

Figura 10: Retrato fase global.

4.2.  Explosion

Para seguir con el andlisis, ahora se aplica la técnica de la
explosién al sistema de ecuaciones (32), (33) y (34), esto permi-
tird hacer la caracterizacién del flujo. Como el campo vectorial
tiene una singularidad en el origen. El primer paso es introdu-
cir el cambio de variable v = /g p en el Hamiltoniano (34),

obteniendo

V2

hq:E—l—Zcosq. (36)
Abhora aplicamos el mismo cambio en las ecuaciones de movi-
miento (32) y (33), y se tiene que

g = (37)

|»—\ é||<

~

2
= qu(%_1—2(qsenq+cosq). (38)

Este sistema continua con la singularidad, por lo que aplicando

o . ! . .
la reparametrizacion del tiempo e ¢*'?, el sistema anterior
T

puede escribirse como

J = v (39)
2
Vo= 5 - 1 —2(gseng + cos g). (40)

Este sistema tiene los puntos de equilibrio (0, \/3), 0, - \/3),
(90, 0), donde g son las raices de la ecuacién 1 + 2(gseng +
cos q) = 0, es decir, se preservaron los puntos de equilibrio del
sistema original y ahora se han agregado los dos puntos corres-
pondientes a la variedad de colision. El retrato fase para este
sistema se muestra en la figura 11.

Figura 11: Retrato fase global con explosion.

Clasificacion de las soluciones

En el andlisis realizado anteriormente se ha mostrado que
dependiendo el valor de la energia, se puede definir el tipo de
orbita que describa el sistema de dos cuerpos. Aqui se realiza
un pequefio resumen de esto:

Para energia i > h{ se tienen dos 6rbitas: una de expulsién
hiperbdlica y una de colisién hiperbdlica.

Para energia 1 = h{ existen cinco 6rbitas: un punto de equi-
librio inestable (punto silla), una drbita de expulsion que tiende
al punto de equilibrio y una de colisién que sale del punto de
equilibrio (heteroclinicas), dos érbitas hiperbdlicas: una que sa-
le del punto de equilibrio y una que entra al punto de equilibrio.

Para energia h] > h > hj aparecen dos drbitas: una de ex-
pulsién-colision hiperbdlica y la otra que se acerca al punto de
equilibrio con velocidades limite + V2/ con g — co.

Para energia i = K] se cuenta con cinco érbitas: una de ex-
pulsién-colisién, un punto de equilibrio inestable (punto silla),
una Orbita homoclinica y dos 6rbitas hiperbdlicas, una que sale
del punto de equilibrio y otra que entra a él. Repitiéndose este
patrén sucesivamente.

Para energia i = 0 solo hay una 6rbita de expulsién-colisién
y una cantidad infinita numerable de 6rbitas periddicas.

Para energia i < hj solo se tiene una orbita de expulsion-
colision eliptica.

Para energia i = h se hallan dos drbitas: una de expulsion-
colisién eliptica y un punto de equilibrio estable (centro).

Para energia iy < h < h; se encuentran dos Orbitas: una de
expulsién-colision eliptica y una érbita periddica.
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Para energia h = h; se tienen tres drbitas: una de expulsion-
colisién eliptica, una drbita periédica y un punto de equilibrio
estable (centro).

Repitiéndose este patron sucesivamente.

5. Conclusiones

En este trabajo, se estudi6 cualitativamente el problema de
Kepler considerando un potencial modificado, el cual proviene
de teorias de mundos brana. También por completes se analizé
el problema de Kepler clasico.

En el andlisis realizado en este trabajo se mostraron las 6rbi-
tas permitidas, a través de los retratos fase y de la explosion.
Ambas técnicas permiten hacer una clasificacion de las drbitas,
las cuales se muestran de forma resumida al final de la seccién
4.

La construccién del retrato fase se realizé de forma explici-
ta, para cinco valores de energia, donde también se mostr6 la
gréfica del potencial para un andlisis mas detallado de los pun-
tos criticos.

Parte del trabajo consiste en explicar las técnicas usadas en
el andlisis cualitativo del problema de dos cuerpos, las cuales
permiten entender este sistema mecdnico. Sin embargo, serd
bueno enfatizar de forma breve estas técnicas:

1. La explosion: Consiste en reemplazar la singularidad de-
bida a colision doble de las ecuaciones de movimiento,
por una variedad que resulta invariante por el flujo, me-
diante un cambio de coordenadas y una reparametriza-
cion del tiempo, de este modo se logra clasificar las 6rbi-
tas.

2. Retrato fase: Esta técnica se usa en sistemas Hamiltonia-
nos con un grado de libertad donde el Hamiltoniano no
cuenta con una separacién explicita de la energfa poten-
cial y cinética, es decir, existen términos en el Hamilto-
niano que involucran productos de posiciones y velocida-
des. Particularmente cuando se tiene un sistema mecani-
co donde la energia total (el Hamiltoniano) se puede ex-
presar como una suma de las energias potencial y cinéti-
ca, entonces se puede construir el retrato fase a partir del
analisis de la funcién potencial y sus puntos criticos.

3. La Region de Hill: Es un auxiliar en el andlisis cualita-
tivo de un sistema Hamiltoniano, a partir de la ecuacién
H = T + U que tiene como consecuencia que para un
valor de energia fijo h — U = T > 0 proporciona la de-
sigualdad & — U > 0, que puede considerarse como una

desigualdad en las posiciones y cuya solucién proporcio-
na las regiones de movimientos permitidos.

4. Foliacion del espacio fase por conjuntos invariantes y
su clasificacion topologica: En sistemas Hamiltonianos
las integrales primeras producen una foliacién del espa-
cio fase en conjuntos invariantes por el flujo. La clasifi-
cacién topoldgica de estos conjuntos es una linea de in-
vestigacién actual, siendo la parte medular de esta teorfa
el teorema de Liouville-Arnold [12].

Finalmente, cabe mencionar que el Problema de Kepler uni-
dimensional expuesto en este trabajo no ha sido considerado en
los libros tradicionales de mecdnica cldsica, por lo que propor-
ciona un ejemplo complementario que se puede abordar en el
aula de clases. Ademds, da pie a motivar el estudio de este pro-
blema en el plano o en el espacio, con mas integrales primeras,
como puede ser el momento angular o la integral de Jacobi, o
bien otras perturbaciones.
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