' © https://repository.uaeh.edu.mx/revistas/index.php/icbi/issue/archive

Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo

adi

Pédi Boletin Cientifico de Ciencias Basicas e Ingenierias del ICBI

Publicacion Semestral Padi Vol. 7 No. Especial (2019) 3241

“Conocimiento” en un Sistema de Drones Levantando una Carga

Joel Sudrez Cansino®*, Virgilio Lopez Morales, César Eduardo Judrez Vargas

aCuerpo Académico de Computacion Inteligente— Area Académica de Computacion y Electrénica
Instituto de Ciencias Bdsicas e Ingenieria — Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo
Carretera Pachuca—Tulancingo Km. 4.5, Colonia Carboneras, CP 42184, Mineral de la Reforma, Hidalgo, México

Resumen

El sistema de ecuaciones diferenciales asociado al problema de levantar y transportar una carga por medio de un grupo de
drones tiene una estructura compleja que presenta acoplamiento, y una serie de transformaciones lineales y no lineales sobre
diversas variables dindmicas. Esencialmente, se observan transformaciones del tipo rotacional (a través de la presencia de matrices
skew—symmetric), traslacional (transformacion afin) y proyectivas (por medio de matrices de rotacién de sistemas de coordenadas
locales); lo que permite lanzar el ansage de que el “conocimiento” (entendido como informacién puesta en accién) que un sistema
tiene se hace patente por medio de la manipulacién de informacién a través de transformaciones lineales o no lineales. El sistema
de drones que transportan una carga resulta interesante porque, ademds de lo anteriormente escrito, se presta para introducir la
idea de “intencionalidad” del sistema para lograr un objetivo, y de que ésta también tenga una interpretacién como transformacion.
Este trabajo introduce los primeros pasos en el estudio del concepto de “conocimiento” en esta direccién. En este sentido, el giro
interpretativo (basado en la idea de pensamiento lateral) que se le da a la dindmica del sistema es tnico y prometedor.
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Ecuaciones Diferenciales, Centro de Masa, Transformacion Lineal, Cambio de Base

1. Introduccion

El analisis formal, por medio de la mecanica clasica, de un
sistema compuesto de muchos cuerpos que interactian entre si,
es un problema bastante conocido en fisica. Las cosas resultan
mucho mds interesantes cuando las componentes del sistema
tienen caracteristicas inteligentes, como es el caso de un con-
junto de hormigas transportando un gusano. Es sorprendente la
forma en que estos insectos colaboran en sincronia para lograr
su objetivo.

(,Qué aspectos se necesitan considerar en el caso en que los
elementos del sistema tengan que volar, en lugar de trasladarse
por tierra, para transportar un objeto? Notese que un sistema
fisico solamente toma en cuenta interacciones entre particulas
que se mueven aleatoriamente. Sin embargo, el andlisis del sis-
tema que se propone es mas complicado ya que, ademds de
lo que el sistema fisico hace, se incluye intencionalidad. Mas
alla de la posible utilidad aplicativa que tiene el analizar e im-
plementar un sistema con estas caracteristicas, que la hay, este
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articulo tiene el interés de hacer algunos comentarios intere-
santes acerca de la descripciéon formal del mismo.

Lo que se considera aqui es que el conocimiento es un pro-
ceso encargado de accionar informacidn; es decir, conocimiento
es informacion puesta en accioén. Para ello, se requieren trans-
formaciones que, recibiendo a la informacién como argumento
transformen a ésta de cierta forma, para producir més infor-
maciodn, y asi sucesivamente. El concepto clave es el de trans-
formacion.

(A qué tipo de objetos se aplica una transformacién? Ya
se ha escrito que estos objetos representan informacion, enten-
dida ésta como un conjunto de datos que describen algo; pero,
(qué cosa es un dato? La respuesta comiin es que un dato es el
valor que adquiere una variable de interés en la descripcién de
un sistema. Pero entonces se llega a cuestionar el significado
de variable e incluso de sistema. Se dird que una variable es
una caracteristica de un sistema que es Util para describir as-
pectos importantes del mismo, entendiendo que un sistema estd
definido por un conjunto de componentes que interactiian en-
tre si para lograr un propdsito. Asi, por ejemplo, el sistema
definido por una masa sujetada por una cuerda que, a su vez, se
encuentra fija por el otro extremo en un punto de algtn techo,
tiene como variable al dngulo 8 que se forma entre la vertical
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que pasa por el punto de sujecién en el techo y la cuerda, en
algun instante de tiempo .

Si la masa del péndulo simple se suelta, y no existe otra
fuerza externa mds que la gravedad y la fuerza de tension de la
cuerda sobre la masa, entonces la masa empieza a oscilar y la
posicion de la misma al tiempo ¢ es dada por 6(¢), la cual repre-
senta un dato. Por supuesto, puede no ser suficiente considerar
esta variable solamente para una completa descripcion del sis-
tema y que se requiera introducir otra variable, por ejemplo la
velocidad angular w. Por consiguiente, al tiempo ¢ se tendran
dos datos, uno correspondiente a la posicién angular 6(¢) y otro
asociado a la velocidad angular w(?), lo cual determina la infor-
macién (6(t), w(t)) en ese instante.

El origen de los datos puede ser diverso, en lugar de lo ante-
rior, se puede decir que la posicion x de un objeto es la variable
de interés, por lo que su valor a un tiempo ¢, x(¢), es un dato
importante. En el caso tridimensional se tendrd la informacion
x = (x(1), y(1), z(1)), la cual es un vector. Si se habla de accionar
la informacién, entonces T (x, y, z) indica que la transformacion
T actda sobre x, convirtiéndolo en T'(x,y,z), que es nueva in-
formacién. La situacién puede volverse mas compleja si mas
de una transformacién estd involucrada.

(,Coémo se relaciona esto con el estudio de interés planteado
al principio de la introduccién? Las siguientes secciones del
articulo se orientan a comentar sobre la naturaleza de los datos,
la estructura de las transformaciones que actdan sobre ellos y
las relaciones matemadticas que guardan las variables entre si,
asi como la conformacién de informacion.

2. Sistemas de Coordenadas

Para empezar, considérese que los datos provienen del he-
cho de que existe interés en ubicar en el espacio un objeto que
se encuentra inmerso en él. La fuente de los datos es entonces
bien el espacio Euclideano bidimensional, o bien el espacio Eu-
clideano tridimensional. Puesto que el primero estd inmerso en
el segundo, se puede suponer que los datos provienen de este
dltimo; es decir, la informacién acerca de un objeto inmerso
en el espacio es dada por la posicién del mismo al tiempo #; a
saber, x(f). Sin embargo, los valores asociados a las compo-
nentes de x dependen mucho del punto en el espacio desde el
que se miden éstas.

2.1. Sistema Universal de Coordenadas

Para evitar la relatividad de la informacién acerca de la
posicién de un objeto en el espacio, se maneja la idea de Sis-
tema Universal de Coordenadas. Una caracteristica esencial de
este sistema es que es inercial y, para simplificar, tiene veloci-
dad constante nula. Toda informacién sobre coordenadas de
un objeto se hace en relacién con el origen de este sistema de
coordenadas, a menos que se diga otra cosa.

Con respecto al punto origen del Sistema Universal de Co-
ordenadas, se define un conjunto de tres vectores que es gene-
rador de los elementos del espacio. Puesto que este conjunto
generador es minimo, se dice que el conjunto es una base del
espacio tridimensional, y se denota comof8 = {8, 82, 83}. Todo

vector x en el espacio se puede escribir entonces como una
combinacién lineal de los elementos del conjunto generador;
es decir, x = a1 81 +ayf, +azf3, 1o cual en términos matriciales
se escribe como (Hoffman and Kunze, 1971)

a
[xlg=| a2 |,

a3ﬁ

siendo [x]g la matriz de coordenadas del vector x en la base
B. iPero momento...! ;Con respecto a qué base se determinan
las componentes de los elementos de la base # 7 Una respuesta
inmediata serfa: pues con respecto a la base # misma. En este
caso,

1 0 0
Bils=| 0 ,[BZ]ﬁ:ll‘ y Bslg=] 0
0 B 0 B 1ﬁ

pero esta no es la forma usual en la que se definen los elementos
de una base. En la sombra, se emplea una base especial del
espacio tridimensional denominada base canonica; a saber,

B = 1(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}

por lo que
B Boi B1
Bilg. =| B2 | .[Bla=| B2 | ¥y Bl =] B
Bz lg B2 g B3 g

o equivalentemente,

B =1{B11,812,813), (B21, 822, 523), (B31, 832, 533)}

Por todo lo anterior, se concluye que el espacio tridimensional
cuenta con muchas bases posibles, cuyos elementos se definen
en relacién con la base candnica.

2.1.1. Transformaciones

Es bien sabido que conjuntos de puntos en una regién del
espacio se pueden estirar, encoger, reflejar, doblar, etc., de tal
forma que aparezcan posteriormente en otra regién del mismo
espacio. Este es un comportamiento usual de las soluciones de
algunos sistemas dindmicos.

Si x es un punto en el espacio que contiene informacion,
entonces T(x) dice que se opera sobre esta informacién para
obtener mas informacion. T se conoce como transformacion,
y ayuda a accionar la informacién en el proceso de conocer o
manifestar conocimiento (;0 es mejor denominar a 7 trinsfor-
macion?).

La teoria elemental de las transformaciones es mas general
y considera elementos de un espacio Euclideano de n dimen-
siones en el dominio de la transformacién, mientras que el con-
tradominio consiste de un espacio de dimensién m, situacién
que se denota como 7' : R" — R™, siendo R los reales. Asi,
un punto x € R” tiene n componentes y se expresa como la
n—upla x = (xy,xa,...,X,). Similarmente, el punto x transfor-
mado, T'(x), es un elemento de R™, por lo que se expresa como

T(x)=y,siendoy = V1,2, Vm)-
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Puesto que los espacios R” y R” son en general diferentes,
entonces sus bases tienen estructura diferente, aunque siguen
siendo ordenadas. Si 8y denotan, respectivamente, bases
de R" y R™, y B.,B. sus correspondientes bases candnicas, en-
tonces = {B1, B2, Bu}.B = (B}, By, .. B}, siendo B y B,
expresados en base candnica.

Al igual que en el caso tridimensional, existen varias bases
para cada uno de los espacios R" y R™, cuyos elementos se
expresan en términos de las correspondientes bases candnicas.
Nuevamente, jla base candnica en la sombra! De aqui, surge la
cuestion de conocer la forma en que la transformacién 7' queda
afectada cuando, en lugar de usar la base # para representar la
informacion x se usa la base B; y en lugar de usar la base
para representar T (x) se usa la base ). Si la transformacién es
lineal, entonces se le puede asociar una matriz [7]gg que fun-
ciona de manera similar a como lo hace T sobre la informacién
x, s0lo que en lugar de T(x) se tiene [T |gg [x]g. El contenido
de la matriz [T |gg depende de las bases 8y B utilizadas para
el dominio y el contradominio, respectivamente. Puesto que la
matriz [T ]gg tiene tamafio m X n y la matriz [x]g tiene tamafio
n X 1, entonces el producto [T |gg [x]g estd bien definido y tiene
tamafio m X 1.

Supdngase que existe una matriz [Plg g que transforma un
vector en base ; a un vector en base 8, es decir,

[Plg plxls = [x]p (D

y ocurre algo similar en el contradominio; en otras palabras,
[Qlg plylg = [ylp. Puesto que [Tlgg[x]g = [ylp. se sigue
que

[Tlgp [Plp plxls = [Qlp g ¥lg,
o bien

(0155 (T1gs [Plgslxls = Vg,

o equivalentemente,

[Qlgg [Tl [Plp plxls = [yl

Es decir, la matriz [Q]M;/l [T']gp [Plp,p. definida en términos de
la matriz de la transformacién 7' en las bases viejas del do-
minio y el contradominio, toma informacién del dominio en
términos de la base nueva y la asocia con informacién del con-
tradominio en términos de la base nueva. jRecorcholis! Esta
transformacidon tiene como dominio y contradominio a los mis-
mos espacios que tiene la transformacién 7'.

(Serd que esta transformacion es la mismisima 7' pero mas
revolcada?; Cémo se interpreta esto en términos de informacion
accionada; es decir, de conocimiento? Para responder estas pre-
guntas, sea

(T, = [Qlgp [Tl [Plpp )

la matriz de la transformacion T respecto a las bases nuevas.
Lo que sigue a continuacién es aplicar un poco mds profun-
damente en este tema técnicas de pensamiento lateral que Ed-
ward de Bono sugiere (de Bono, 2009). ;Son los puntos [x]g y
[x]p, diferentes; es decir, representan diferente informacién en
el dominio de 7?;Qué con [ylg y [ylg, en el contradominio?

Las respuestas a estas preguntas estdn dadas en términos de
las correspondientes bases candnicas, como sombras de cua-
lesquiera bases para el dominio y contradominio de la transfor-
macién T'; a saber, 8. y f..

Asi, se puede demostrar que [x]g y [x]g no son otra cosa
que codificaciones diferentes de la misma informacién [x]g .
Sélo que, en lugar de codificar explicitamente desde la sombra,
se codifica implicitamente sobre la sombra a partir de la ma-
triz [P]g, g o bien [P]gg, , siendo esta dltima la matriz inversa de
la primera; es decir, ambas matrices definen codificaciones y
decodificaciones directas, no desde la sombra sino sobre ella.
Algo similar se podria decir de las matrices [Qlgg; y [Qlg g en
el contradominio, pero en relacion con [ylg y [ylg;-

La Ecuacién (2) parece sumamente simple, pero en casos
mads complejos considera composicion de transformaciones con
sus correspondientes codificaciones y decodificaciones, tal como
lo ilustra Figura 1.

Pero, ;como se calculan [Qlgg, y [Pl p? La respuesta a
una de las matrices responde de manera similar a la otra, por
lo que solamente se considerard la matriz [P]g g. De acuerdo
con la Ecuacién (1), esta matriz codifica la informaciéon con
respecto a la base B; en informacién con respecto a la base 8.

Figura 1: Secuencia de transformaciones aplicadas a diferentes espacios con
diferentes codificaciones y decodificaciones, iniciando con la transformacion

T, y terminando con la transformacién Tj—_;, para obtener la transformacién
k=1

I:[[Qi] g [Ti] gi-1g? [Pi] gi-Dgi-n-

Si [x]p, es la matriz de coordenadas del vector i—ésimo ﬂgl)
en la base B, entonces
0 ]

[x]ﬂl = < 1 — csima Componente,

S = O

L 0 B
y el producto [P]g glx]g da como resultado una matriz de co-
ordenadas en la base B, cuyas componentes son dadas por la
columna i de la matriz [P]g g. Esto significa que BEI) es combi-
nacién lineal de los elementos de la base B y, por consiguiente,
en la sombra se tiene que

B = Zpk,ﬂk,\v’i =1,2,....n A3)

k=1
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donde, no debe olvidarse, en la sombra los vectores se expre-
san en base candnica. Puesto que ahora todo es en la sombra,
entonces multiplicando en producto punto ambos lados de la
Ecuacién (3) por B; se obtiene lo siguiente,

n

BYBi=> (Be-B)pua-¥i=1,2,....n “

k=1

Para una i dada, este es un sistema de n ecuaciones lineales con
n incégnitas que tiene solucién dnica no trivial, pues se asume
que los vectores en la base 8 son linealmente independientes.
Considérese el caso relativamente simple en el que los vectores
del conjunto generador 8 son ortogonales, entonces la Ecuacién
(4) llega a ser pjl|B j||2 = ﬂl(.l) - Bj. Si existe ortonormalidad,
entonces p;; = B 'ﬂgl),\ﬁ,j =1,2,...,n.

Finalmente, el caso no trivial mas simple se presenta cuando
la transformacién T es la identidad, lo que significa que el do-
minio y codominio de ella son definidos por el mismo espacio
de estimulos, y la matriz [T']g g, de la transformacion es la iden-
tidad con orden igual a la dimensién del espacio. Si ademds se
asume que f8; y 8] representan a la misma base nueva, entonces
de acuerdo con la Ecuacién (2),

(Tlgp, = [Qlgp [Tlgp [Pl

lo que significa que la matriz de la transformacién en la base
B del dominio y contradominio es también la identidad, ya
que [Qlg g, [Plp p. es la matriz identidad, puesto que la matriz
[Olgp, decodifica lo que la matriz [Plg g codifica. Ambas ma-
trices rotan los puntos.

2.2. Sistema Local de Coordenadas

Debe decirse que no toda transformacién con estructura ma-
tricial [T']gg [x]g es necesariamente lineal. El ejemplo cldsico
es dado por la transformacién afin 7 : R" — R”" definida como
T(x) = xRT + ¢,x,c € R”", siendo ¢ un vector constante. Esta
transformacién se puede escribir en forma matricial usando el
concepto de coordenadas homogeneas.

Cambiando la dimensién del dominio y codominio de la
transformacién hacia R™!, de tal forma que T}, : R™! — R*!
tenga la estructura Tj(x, 1) = (x, DAT,x € R", donde A es una
matriz de orden n + 1, tal que

T
A:[I; ‘ },OER”,Oz(0,0,...,O) (5)
La imagen resultante después de aplicar la transformacion al
estimulo x resulta ser el vector

(R11x1 +-~-+R|,,xn+c],...,Rn]x] +-~-+R,mx,,+cn,1)

que, después de eliminar la componente n—ésima, se transforma
en el vector

(R11x1 +-- -+ Ry x,+ci,...,Ruxy +-~-+R,mx,,+c,,) = xRT+c

que es la imagen del vector x bajo la transformacién no li-
neal original 7', suponiendo que la fila i de R es dada por R; =
(R,'],...,R,‘n),Vi = 1,2,...,1’1.

Al igual que en el caso de las transformaciones lineales,
aunque en una forma mas compleja, aqui se tiene una primera
etapa de preprocesamiento de informacion, una segunda de pro-
cesamiento de ésta, y una ultima de posprocesamiento de ella.
El efecto del vector ¢ consiste en trasladar el resultado obtenido
por el término xRT en la transformacién; es decir, moverlo ha-
cia otro punto del dominio de 7.

Por lo tanto, ademads de doblar el espacio, rotarlo, estirarlo,
contraerlo, reflejarlo, etc., las transformaciones también son ca-
paces de trasladar puntos en él. Por consiguiente, los sistemas
de coordenadas no necesariamente estan fijos con origen comiin
al del Sistema Universal de Coordenadas.

Se pueden definir sistemas de coordenadas con origen en un
punto ¢, diferente del vector nulo, referido al Sistema Universal
de Coordenadas. Es mas, estos sistemas de coordenadas pueden
incluso estar en movimiento con aceleracién no necesariamente
constante; es decir, sujetos a fuerzas fisicas (;psicoldgicas?).
Estos sistemas de coordenadas cuentan con su propia base, por
supuesto siempre referidas a la sombra canénica del Sistema
Universal de Coordenadas, o ain a su propia sombra candnica
local, y se conocen como Sistemas de Coordenadas Locales.

Es posible descomponer la matriz A en dos matrices, una
de rotacién R, y otra de traslacién T, la primera de las cuales
rota un punto del espacio alrededor de un eje con dngulos «
referidos al Sistema Universal de Coordenadas, y la segunda de
las cuales produce un desplazamiento ¢ a cualquier punto del
espacio, otra vez bajo la sombra del Sistema de Coordenadas
Universal. Es decir,

el £ el |
0 1 0 1

Claramente, (x, DRT = (xRL, 1)y (x, DT! = (x + ¢, 1). Sin
embargo, (x, )RIT! = (xRI +¢, 1) es completamente diferente
de (x, DTIRY = (x + ¢, DRL = ((x + ¢)RL, 1). Es decir, el
producto de la matrices R, y T, no es conmutativo, excepto
para ciertas rotaciones, como se escribird a continuacion.

Supoéngase que, en el Sistema Universal de Coordenadas,
los puntos en el espacio rotan alrededor de un eje que pasa por
el origen del sistema. Sea v el vector de direccion de este eje.
La rotacién alrededor de este eje se denotard como R, y, dado x,
la rotacion de este punto alrededor del eje propuesto es (x, 1R .

Obsérvese que, puesto que el eje de rotacidn pasa por el ori-
gen del Sistema Universal de Coordenadas, esta rotacion asume
un sistema de coordenadas nuevo cuyo origen coincide con el
del Sistema Universal de Coordenadas. Es mads, para mayor
simplicidad, podria suponerse que el eje de rotacién define uno
de los elementos de la base del nuevo sistema.

Si el punto rotado en la forma que se describe en el parrafo
anterior se traslada ahora al punto ¢, referido al Sistema de Co-
ordenadas Universal, se obtiene el punto rotado y trasladado
xR, DTT = (xR + ¢, 1).

Si ahora, en lugar de rotar el punto x alrededor del eje
definido, se desplaza primeramente el punto usando el vector
¢y, puesto que hay que rotar este punto nuevo alrededor del eje
definido por v sin afectar el resultado anterior, entonces el eje
de rotacidn es también trasladado usando el vector ¢, por lo que
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el nuevo eje de rotacién pasa por ¢ y tiene vector de direccion
V.

El punto a rotar alrededor del eje que pasa por ¢ con vector
de direccidn v, referido al Sistema de Coordenadas Universal,
es ahora x + ¢. Ya que la rotacién es local, alrededor del eje que
pasa por ¢, con vector de direccién v, entonces la rotacién del
punto ¢ sigue siendo el mismo punto; es decir, (c, I)RvT,locaz =
(¢, 1).

Sin pérdida de generalidad, se escoge el punto ¢ como el
origen del sistema de coordenadas local, por lo que referido
a este sistema el punto x + ¢ tiene coordenadas iguales a las
de x, visto este ultimo punto desde el Sistema de Coordenadas
Universal.

Asi que rotar x + ¢ alrededor del eje que pasa por ¢ y tiene
vector de direccién v es lo mismo que rotar el vector x visto
desde el sistema de coordenadas local, asumiendo que éste tiene
ejes paralelos a los del Sistema de Coordenadas Universal, y
esta rotacion es (x, )Ry jpcar = (xR . 1). Finalmente, el punto

local®

trasladado y rotado desde el nuevo sistema es (x + ¢, l)RvT tocal =
T — T . T . , .

((x+c)qucal, l)T— (xRZ()Cal+c, 1). Debido aque R, es idéntica

a la rotacién R, se tiene entonces que el orden en que se real-

izan las operaciones no importa.

3. Ecuaciones basicas de la dinamica del sistema de drones
mas carga

En el sistema definido por los drones, mas la carga a trans-
portar por ellos, existe por supuesto un Sistema de Coordenadas
Universal fijo, un Sistema de Coordenadas Local ubicado en el
centro de masa de la carga que se mueve, ademds de tantos Sis-
temas de Coordenadas Locales en movimiento como drones se
consideren en la dindmica del sistema completo.

Supoéngase que se tienen n drones, siendo m; la masa del
dron i—ésimo y que, con respecto al Sistema de Coordenadas
Universal, la posicion del centro de masa de la carga es dada
por el vector xy, o bien por la matriz de coordenadas en base
canénica denotada por [xo]g . Ademds, el centro de masa del
dron i tiene position x, con respecto al Sistema de Coordenadas
Universal, o bien es dado por la matriz de coordenadas en base
candnica, representada por [x,]g., lo que Figura 2 ilustra.

Los sistemas locales definidos por el centro de masa del
objeto a levantar y por el centro de masa de cada uno de los
drones involucrados pueden rotar, e incluso ser trasladados, no
siendo este el caso para el Sistema de Coordenadas Universal,
el cual siempre conserva la base canénica 8., y no precisamente
bajo la sombra.

Esto significa que ademds de las bases canénicas B, y B,
en los sistemas locales del centro de masa de la carga y del
dron i—ésimo, respectivamente, existen bases locales rotadas y
trasladadas que deben monitorearse continuamente en la des-
cripcién de la dindmica del sistema en su conjunto, o en partes
de él.

Sean Ag y A;, respectivamente, las matrices que contienen
traslacién y rotacién para los sistemas locales de coordenadas
del centro de masa y del dron i—ésimo. De acuerdo con la
definicién de la matriz para una transformacion afin dada por

punto de
amarre del
dron i—ésimo
sobre la
carga

centro de

masa de

la carga

Figura 2: Sistemas de Coordenadas Universal (base candnica8.) y Locales cor-
respondientes al centro de masa de la carga (base canénicaf.,) y al centro de
masa del i—ésimo dron (base candnica ﬂ(.[,i ). El dngulo « es una de las difer-
entes variables angulares usadas para indicar direccion.

la Ecuacion (5), se tiene entonces que

[Rolp.,,.8.. [*Xolp. [Rilg., b, [Xols.
0= A =
[0, 1 (05, 1

(6)
Noétese que Ag y A; operan sobre informacidn local, proveniente
de los sistemas de coordenadas locales de los centros de masa
de la carga y del dron i—ésimo, respectivamente. En otras pala-
bras, A acepta informacién de la forma [x]g_ , cuando un
objeto visto desde el Sistema Universal de Coordenadas tiene
posicion [x]g, . Por otro lado, A; recibe estimulos [x]p(_d‘ , cuando
un objeto visto desde el Sistema de Coordenadas Universal tiene
posicién [x]g, .
Sin embargo, las respuestas de ambas matrices pertenecen
al mismo espacio; a saber, el definido por el Sistema de Coor-
denadas Universal. Asi,

Ao[ [x],lem ]z[ [Rol....8... [xl]ﬂm + [xolp.

proporciona informacién acerca de la posicion de [x]g,  , des-
pués de ser rotado en el sistema local y trasladado (o vice-
versa), visto desde el Sistema Universal de Coordenadas con
base candnica. Desde la sombra, se hace la suma referida a la
base candnica del Sistema Universal de Coordenadas. Similar-
mente,

A-[ [x]g., } B [ [Rilg., ., [X1g., + [X0]p.
1 1 | 1

Especificamente, el punto de amarre i visto desde el sis-
tema local, ubicado éste en el centro de masa de la carga, estd
sobre la carga y su posicion es dada por [pi]g, . Sin embargo,
como lo ilustra Figura 2, este mismo punto tiene posicion [/;]1g,
cuando se ve desde el sistema local definido por el dron i. Por lo
tanto, [x]g., = [pilg.,, ¥ [x]ﬁ(_di = [li]ﬁ(,d’_ en las correspondien-
tes ecuaciones matriciales anteriores.
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Recordando que aparecen operaciones desde la sombra del
Sistema Universal de Coordenadas, se tienen las siguientes ecua-
ciones sumamente elementales, pero no por ello sin importan-
cia,

[xa[ ]Br [x()]ﬁz‘ + [pi]ﬁrcm

[li]ﬁ% =

y tras algunas operaciones algebraicas, después de sustituir la
expresion para [x,]g de la primera ecuacion en la segunda
ecuacion, se obtiene

[xai ]ﬁ( - [xoi ]ﬂ[

[pi]ﬂqm - [li]ﬁr[,i = [in]ﬂ’_. - [xo]ﬂ‘
por lo que la posicién del dron i—ésimo es simplemente,

[x0]g, = [xolg, + [pilg,, — [li]ﬁrd’_

iYa estd...! la posicién del dron i—€simo estd determinada por
las posiciones del centro de masa de la carga referida al Sistema
Universal de Coordenadas, y la posicién del punto de amarre i
segln se observa desde los sistemas locales de los centros de
masa de la carga y del dron i—€simo (siempre bajo la sombra del
Sistema de Coordenadas Universal). Si existen rotaciones en
los sistemas locales, entonces en las ecuaciones anteriores las
posiciones locales deben incluir el producto matricial rotacional
de las matrices Ap y A; solamente, ya que las traslaciones estan
incluidas en [xo]g, y [xoi]ﬂ(. Asi,

[x0]g, = [x0lp, + [Rolp.,8.., Pilg,, —[Rils, B [li]ﬂ’,di @)

4. Formalismo Lagrangiano

Como seguramente se habra adivinado, el movimiento del
sistema involucra traslaciones y rotaciones. Por lo que se in-
tuye que habra energias cinéticas relacionadas con estos tipos
de movimiento. De hecho, el formalismo Lagrangiano requiere
de la definicion de la energia cinética y de la energia potencial
del sistema, para construir lo que se conoce como Lagrangiana.
(Como especificarlas en el caso que aqui se analiza? La Ecuacion
(7) da la respuesta, como se escribird a continuacion.

4.1. Movimiento rotacional

La energia cinética rotacional de un cuerpo rigido se puede
obtener a través de la definicion misma, que implica la inte-
gracion de energias cinéticas como sigue,

1
dK, = Ep(x,y, vidxdydz

donde p(x, y, z) define la densidad del cuerpo (masa por unidad
de volumen) y v representa la velocidad lineal del elemento de
masa diferencial dm = p(x,y,z)dxdydz. La integral se toma
sobre la geometria completa del cuerpo rigido, por lo que

K,

% fv pv - vdxdydz
5 [, pdV(wxr) - (wxr)

Sin embargo, el triple producto escalar (triple debido a que exis-
ten tres operandos) es invariante bajo el desplazamiento circular
de los tres operandos, de tal manera que

(WXr)-(wxr) a-(wxr)dondea=wxr

w-(rx(wxr))

= o - (FPo-(r-or)

y la igualdad @ X (b X ¢) = b(a - ¢) — c(a - b) ha sido usada
(@a=c=ryb=uw).

Para el movimiento de un cuerpo rigido, la velocidad angu-
lar w no depende de la posicidn, sino que depende solamente
del tiempo ¢, por lo que

1
K, = Ew-fpdV(r2w—(r~a))r)

El factor r2w — (r - w)r dentro de la integral es un vector que
puede descomponerse como sigue,

Po-F-or = (P rzwy, rzwz) - ((r-wx,(r-wy(r w):z)
= (67 + Py — XYy — x20,, (3 + 2wy — xywy

—yzwz, (F + Y, — 32wy — yzwy)

yV+2 —xy —xz Wy
= A L R wy
—xz -yz X2 +y? w;

= Mao"

donde la matriz M se conoce como tensor de inercia. Asi que,

K, = lo([,pMav)e’

®)

1
2
1 T
2

wlw

donde I = [, pMdV.

4.2. Energia cinética total del sistema drones mds carga

A continuacidn, la energia cinética total del sistema se com-
pone de energias cinéticas de traslacion y de rotacién de la carga
y de los drones; es decir,

= M|ixolg,]

n
2 + %[w];(_cm blwlg.,, + %Zm, H[xbijﬂ,.'r +
i=1
n
% Z[wi]lT’zd. Lilwilp,,
i=1 ‘ '
= 3M|ixol,

n
1
i

i=1

n
5 D lwilg,
i=1 !

2
+3lolg Tolwlg,, + 9)

[xols. + Rl b, Pilg, , ~ 1Ripe, 8., [h],
B Wil

Lilwilp,,

donde se hace uso de la notacién %H = [:]. iDios, qué engo-
rrosa ecuacion para determinar la energia cinética total! ;No
habra forma de simplificarla aunque sea un poquito? Veamos.
Los términos [Rolg,. g, [pi]ﬁm,, y [Ri]ﬁvd,. B, [li]ﬂcd’_ llaman un
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poco la atencidn, y bdsicamente se refieren a la forma en que
se ven los vectores [p,-]ﬂc y [l,-]md en bases canénicas de las

coordenadas locales del centro de masa de la carga y del dron
i, respectivamente, desde el punto de vista de las bases de los
sistemas de coordenadas rotados, 8, y B, -

Cada uno de estos vectores define una variable nueva desde
el enfoque de los sistemas rotados; a saber, [p;] 8., Y [l"]ﬁw,-’

respectivamente. Variables observadas desde el correspondien-
te sistema de coordenadas rotado jSin matrices de rotacién pre-
sentes! El planteamiento es muy similar al fenémeno de un
cuerpo rigido girando alrededor de un eje sobre él mismo, el
cual define uno de los ejes del sistema de coordenadas local, y
que ademds se mueve a una cierta velocidad con respecto a un
Sistema de Coordenadas Universal fijo.

No es dificil darse cuenta que si ry es la posicion del ori-
gen del sistema de coordenadas local (localizado en el cuerpo
rigido mismo), visto desde el Sistema de Coordenadas Univer-
sal, ' es la posicién de un punto sobre el cuerpo rigido, visto
desde el sistema de coordenadas local, y que r es la posicion de
este mismo punto, segtin el Sistema de Coordenadas Universal,
entonces r = ry + r’, por lo que la velocidad del punto sobre
el cuerpo rigido, segun el Sistema de Coordenadas Universal,
es v = vy + v/, pero como el punto sobre el cuerpo rigido rota
a una velocidad angular w, desde el punto de vista del sistema
de coordenadas local, entonces v = vy + w X r’. Si el cuerpo
rigido no se traslada con respecto al Sistema Universal de Co-
ordenadas, lo que podria equivaler también a que el Sistema
Universal de Coordenadas se ubica sobre el cuerpo rigido, en-
tonces v = w X 1/, y la descripcidon del movimiento es mucho
mds simple. Asi, volviendo al tema de interés, Ecuacion (9) se
reescribe como sigue,

LM |iFolg, | + Sl Tolwl,, +

n ) ) ] 2 1 n
83 miiolg, + 81, - Uls,, | +5 Yty Lo,
i=1 i=1 !

(10)

4.3. Energia potencial total del sistema drones, cuerdas, carga

Por otro lado, las Ecuaciones (4.3) proporcionan la energia
potencial de la carga y del dron i, respectivamente

Uo = Mog [,33];0 [xolg. s Ui = mig [133];- [x0:1g,

por lo que Ecuacién (11) da la energia potencial total del sis-
tema,

U = MoglBslp [xolg, + Y mig[Bslg [xolg, (1D

i=1

4.4. Lagrangiana del sistema drones, cuerdas mds carga

En conclusién, Ecuacién (12) es la Lagrangiana del sistema
completo de drones mds carga,

K-U

= Mot | + 5 | Tolwly,,, +
1 n 2 n
I,

2 IZ‘ !

1 T
ry Ly, Wl - (2

[x;)i Jﬁ( "

n

Mog (B3], [xolg, — Z mig B3], [xol- ]ﬁ(

i=1

4.5. Variables del sistema drones, cuerdas mds carga

Las variables del sistema drones, cuerdas mds carga son
los vectores de posicion y sus correspondientes velocidades,
[x0lp, » [x'o]ﬂr, [xo,] 5., ° [x0,] 5., [li]ﬁrd’. , [li]ﬁr,,,_ , ademds de las ma-
trices de rotacion [Rolg. g, ¥ [Ri]ﬂ% B, que contienen a las
posiciones angulares de las cuales se derivan las velocidades
angulares wlg.,, » [wi]ﬁrd_ , respectivamente .

Con ellas, es posible calcular el gradiente de la Lagrangiana,
ademas de las variaciones temporales de las componentes de
este gradiente, los cuales son de suma importancia para de-
terminar las ecuaciones del movimiento del sistema completo,
siguiendo el formalismo de Lagrange.

4.6. Gradiente de Lagrangiana de sistema drones, cuerdas, carga

Por cuestiones de espacio, en lo que sigue no se desglosara
la forma en que se obtienen las componentes del gradiente de la
Lagrangiana, ni la totalidad de las componentes, sino solamente
algunas de ellas. Siguiendo el formalismo Lagrangiano, algu-
nas de estas componentes del gradiente se derivan con respecto
al tiempo para obtener finalmente las ecuaciones dindmicas.
Asi, tomando en cuenta Ecuacion (12) se tiene

n
6-L =|Mo+ ) mi|lxolg, + (13)
dlxolg, ~
n .
Z m; ([Pi]p,(,m - lilg,, ) por Ecuacién (7)
i=1 !
n
= Mr[xolg,+ My = My + Zmi
i=1
& .
> mi(pd,, ~lilg,, )
i=1 !
-6£ =-—m [x;),.] por Ecuacién (7) y Ecuacién (12)
6[11']/5:4,. By,

14

y la variacién de la Lagrangiana con respecto a un cambio en los
angulos de rotacion de la carga se calcula como sigue, después
de aplicar principios variacionales
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/\

m; - [w] i Rolg... 8. x“ -
H[RO ﬁ'unﬁum Z ! ’IO Brem [ ]ﬂfwn m’]ﬂ,m[ O]ﬂ‘f’ﬂﬁ’fm[ 0’][}5

n

> miglnolg,,, - 1pilg,, Rols.,, .., 18], (15)
i=1

donde [no] g, representa el desplazamiento en una trayectoria
Tem

virtual seguin la teoria variacional. Se obtiene una ecuacién

similar para los dngulos de rotacién de cada uno de los drones.

5. Ecuaciones dinamicas del sistema drones, cuerdas, carga

Se estd ahora en posicion de obtener las ecuaciones de movi-
miento del sistema que, de acuerdo con los cdnones dictados
por la mecénica cldsica, son suficientes para describir la mane-
ra en que el sistema completo se mueve, siempre y cuando se
proporcionen las condiciones iniciales de las diferentes varia-
bles, justo cuando el observador visualiza por primera vez el
fendmeno analizado en este articulo. Asi, se puede demostrar
que una porcidn del sistema de ecuaciones diferenciales acopla-
das es la siguiente,

n
. /\ .
Mrl%olg, + ) m; (—[Ro]p,m Beon 1Plg, [Wg,,,, -

i=1

e} — .
1, R0V 1015, + R, T T,
2 n
+Uilp,, [wip,, ) = luilp,, - MrglBsl, (162)
1 1 [:1 1

.- /\ .
m; ([xo] —[Rolg,.,,8.., lPilg, 1w, +

/\ )
[w]ﬁlcm [ROprLmﬁt(m [p ]ﬁnm ']ﬂfd ﬂ(d [l']ﬂ [wi]pf(-m +
"d;

(Lilg,, |lwils., (16b)

2
) = luilg,, —mig|Bslg,

i1iEs un sistema de ecuaciones diferenciales bastante horri-
ble...!!! Pero, “algo es algo” como reza el refran. Las ecua-
ciones se cotejan aceptablemente bien con las obtenidas por
otros autores (Lee, 2014), con algunas discrepancias que re-
quieren ser limadas, y con la gran diferencia de que aqui se
conoce a qué corresponde cada uno de los términos, se sabe
desde qué sistema de coordenadas se estd observando el fenéme-
no, lo que facilita su interpretacion. ;Pero, qué asumen sobre
el fenémeno estas ecuaciones? Esto se puede responder de la
siguiente forma,

1. El sistema de coordenadas universal se encuentra fijo,
con velocidad nula. La base candnica 8, genera los ele-
mentos de este espacio.

2. Los sistemas de coordenadas locales se mueven con res-
pecto al sistema de coordenadas universal. La base cané-
nica 8., genera los elementos del espacio en el centro
de masa de la carga, mientras que la base canonica f8,,
genera los elementos del espacio en el centro de masa del
dron i—ésimo.

3. Los ejes de los sistemas de coordenadas locales son para-
lelos a los del sistema de coordenadas universal, 1o que
significa que las componentes de un punto en cualquiera
de los espacios locales se mantienen igual, si se traslada
el vector que representa al punto, en cualquiera de los
espacios locales, haciendo coincidir el origen del mismo
con el origen del sistema de coordenadas universal. Esto
es importantisimo, porque entonces las bases 8.8, ¥
Bc,, son las mismas.

4. Cualquier otro sistema de coordenadas local tiene bases
no candnicas 8., para el caso del centro de masa de la
carga, y B, para el caso del centro de masa del dron
i—€simo, y son una simple rotacién que puede ser definida
por Euler o Tait—Bryan, u otra rotacién valida.

5. Para simplificar el manejo algebraico, se asume que la
cuerda del dron i define uno de los ejes del sistema de
coordenadas local rotado ubicado en el dron. Asimismo,
el vector de posicion del punto de amarre desde el sis-
tema de coordenadas local del centro de masa de la carga
define uno de los ejes del sistema rotado.

6. Las cuerdas no son eldsticas ni flexibles, sino rigidas. Los
puntos de amarre con la carga y con los drones semejan
bisagras tridimensionales y Figura 3 ilustra cortes longi-
tudinal y transversales de una de las cuerdas y sus ama-
rres, respectivamente.

amarre en el dron,

amarre en la carga

Figura 3: Esquema de amarre dron y carga a través de una cuerda que no
es flexible ni eldstica, sino totalmente rigida con posibilidades de pivotear en
forma tridimensional sobre bisagras localizadas en la carga y el vehiculo.

Sélo resta llevar a cabo un rdpido “benchmark” de algunos
casos limite ya conocidos con los resultados que arrojan las
ecuaciones (16), como se indica en las Secciones 5.1 y 5.2.

5.1. Caso unidimensional

En este caso, todos los vehiculos, al igual que la carga y
las cuerdas se mueven en una dimension, suponiendo que cada
uno de ellos y sus correspondientes cuerdas son transparentes a
los otros; es decir, que no existen choques o colisiones. Tam-
poco existen desplazamientos angulares, ni mucho menos ve-
locidades angulares ni rotaciones. Por lo que la tnica ecuacién
que describe el fenémeno es la Ecuacién (16a) tal como sigue,

MrlXolg, = > uils, - MrgBslg,
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iExcelente, esto no es otra cosa que la segunda ley de Newton
para el caso de un sistema de n + 1 cuerpos, sujetos a fuerzas
gravitacional y de empuje (thrusts)! Coincidiendo con lo que
deberia esperarse.

5.2. Caso bidimensional-unidimensional

Este caso es un poco mads dificil de explicar, pues involucra
la presencia de una configuracién bidimensional con movimiento
unidimensional. Los drones, las cuerdas y la carga estdn local-
izados en un plano y el movimiento de éste es en una dimension.
Es decir, los drones mueven a la configuracién planar en una di-
reccion paralela al plano, tal como lo ilustra Figura 4.

Los sistemas locales de coordenadas pueden rotar solamente
alrededor de un eje perpendicular al plano, que pasa por el cen-
tro de masa correspondiente a la carga o a cada uno de los
drones.

dron 2

centro de masa
de carga
con masa M

Figura 4: La barra gira alrededor del eje que pasa perpendicularmente al plano
atravesando el centro de masa.

Sin embargo, los drones no rotan. Para simplificar ain mds
la explicacidn, se asume una carga cilindrica con didmetro cero
y masa distribuida solamente en los extremos, con valor %Mo en
cada caso, y que en cada extremo se enlaza un dron con la carga
en forma vertical; es decir, dos drones transportan la carga. Asi,
el centro de masa de la carga se encuentra a la mitad de la varilla
y tiene masa My. En este caso, la Ecuacién diferencial (16a)
toma la forma siguiente

wsinf —w?cosd
.. . L 5 .
Mr [xo]ﬂ( —m —wcosf + ) —w* sin 6 +

0 Bcem 0 Beem
@ sin 6 —w?cosf

+ L »cos @ +L 2 sin @

my| = | —wcos - - in
2|3 ) w"s
O o 0,

2
= > lulg,, ~ MrglBsls, (17)
i=1

lo que coincide con el resultado que se obtiene al partir de un
diagrama de cuerpo libre.

6. Conclusiones y trabajo futuro

La especificacion del sistema de coordenadas desde el cual
se observa el fendmeno es sumamente importante pues, ademas
de facilitar la lectura de las ecuaciones dindmicas del sistema,
clarifica la naturaleza del comportamiento complejo del sistema
a través de la presencia de transformaciones lineales y/o no
lineales, inmersas en las ecuaciones diferenciales y definidas
como proyecciones y rotaciones (skew—symmetric matrix) que
operan sobre informacion local que involucra posiciones, ve-
locidades angulares y aceleraciones angulares. Asi, el sistema
estudiado sugiere un sustento formal al hecho de que transfor-
maciones lineales y no lineales resultan ser una herramienta ttil
para manipular informacién y, por consiguiente, hacer patente
la presencia de conocimiento, tal y como se define este término
aqui. Se estd en posibilidad de proporcionar el siguiente ansage
I: los resultados sugieren que en términos generales, las ecua-
ciones que describan procesos en donde se acciona informacion
de cualquier sistema (ojo, jcualquier sistema!) deben ser acopla-
das y con términos que involucren cambios temporales en la
informacion, representados por primeras y segundas derivadas
en el tiempo, matrices de transformaciones lineales o no li-
neales accionando informacion directamente, o bien sobre cam-
bios temporales de éstas. Las transformaciones “deforman” la
informacién con operaciones tales como traslacién, rotacién
(producto vectorial), escalamiento, reflexion, proyeccién (ob-
servacion relativa), etc. ;Cémo le hacen para ordenar el proce-
samiento de tal forma que se “observe” como un proceso de ra-
zonamiento l6gicamente ordenado? No se conoce la respuesta.

Por otro lado, la cuestion de la intencionalidad debe in-
cluirse de alguna manera. Algunos de los autores de este trabajo
han obtenido resultados que permiten pensar que los asuntos de
intencionalidad se pueden relacionar con formas de controlar el
sistema para lograr objetivos planteados (Vargas et al., 2019).

En este caso, las redes neuronales se presentan como las
transformaciones apropiadas. Todas esta cuestiones aparecen
como trabajo futuro, ademas de seguir haciendo benchmark de
Ecuacién (16) con escenarios cuyas soluciones son conocidas,
con la idea de validarlas. Se piensa también determinar condi-
ciones para las que el sistema tiene comportamiento cadtico, y
plantear con ello un formalismo de conocimiento soportado en
transformaciones lineales y/o no lineales.

English Summary

“Knowledge” in a System of Drones Lifting a Load
Abstract

The system of differential equations related to the prob-
lem of lifting and transporting a load with a group of drones
has a complex coupled structure and a set of linear and non-
linear transformations on several dynamical variables. Fun-
damentally, the system evolution description shows rotational

! Anuncio que tal vez sea mas que hipGtesis, pero que se considera todavia
estd en etapa de hipdtesis
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(skew—symmetric matrix), translational (affine), and projective
(through a local system of coordinates rotation matrices) trans-
formations; which permits to state the ansage that the “know-
ledge”? that a system has appears through the information ma-
nipulation by means of linear and/or non-linear transforma-
tions. The system of drones lifting and transporting a load is
quite interesting because, in addition to what the previous para-
graph says, it is useful to introduce the idea of system’s inten-
tionality to get a goal, and that this intentionality has an inter-
pretation as transformation. This work introduces the first steps
to the analysis of the concept of knowledge in this direction.
In this sense, the interpretative twist (based on the idea of lat-
eral thinking) given to the dynamic of the system is unique and
promising.

Keywords:

Dynamical System, Drone, Kinetic and Potential Energies, World
and Local Coordinates, System of Differential Equations, Cen-
ter of Mass, Linear and Non-Linear Transformations, Change
of Basis
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