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RESUMEN. Se presentan condiciones sobre el problema de estabilidad robusta
para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales oscilantes con perturbaciones
externas a partir de la solucién del problema de desviacién méaxima, la cual
se obtiene como una aplicacién del concepto clasico de estabilidad bajo per-
turbaciones permanentes debida a Duboshin y Malkin. A partir de la solucién
del problema de desviacién méaxima el cual se resuelve a partir de métodos
variacionales, se construyen cubos n-dimensionales minimales que contienen
las soluciones de la ecuacion diferencial dada y se presenta una alternativa de
aproximar la frontera del conjunto de alcanzabilidad del sistema. Los resulta-
dos obtenidos se ilustran en sistemas particulares conocidos de orden tres y
cuatro.

ABSTRACT. Conditions on the problem of robust stability are presented for
systems of oscillating linear differential equations with external perturbations
from of the solution of the problem of maximum deviation, which is obtained
as an application of the classical concept of stability under permanent pertur-
bations due to Duboshin and Malkin. From the solution of the problem of
maximum deviation which is solved from the variational methods, a minimal
n-dimensional cube containing solutions of the given differential equation are
built and an alternative to approximate the boundary of the attainability set
of of the system are shown. The results are illustrated in particular systems
known of order three and four.
Palabras clave. Ecuaciones diferenciales, estabilidad robusta, control éptimo, des-
viacion méaxima, ciclos limite maximos.
Keywords. Differential equations, robust stability, optimal control, maximum devi-
ation, maximum limit cycles.

1. INTRODUCCION

El problema de desviacién maxima para sistemas lineales tiene sus origenes en los
trabajos de (Bulgakov, 1946), cuya formulacién consiste en determinar soluciones
para un sistema de ecuaciones diferenciales con una perturbacién externa acotada,
y de manera tal que su norma sea maxima para cada instante 7" > 0. Los resultados
relacionados con el problema de Bulgakov, ver por ejemplo (Aleksandrov, Zueva,
& Sidorenko, 2014), permiten estimar el comportamiento de la solucién del sistema
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con condiciones iniciales nulas:
) x=Ax+bv, x(0)=0,
() U(-)EVZ{U(t)ELOO:|v(t)|§(51}, 0<t<T,

donde x(v(t),t) € R™ es la solucién de (1) correspondiente a una perturbacién
externa escalar v(t) € Lo, acotada por d; > 0, Lo es el conjunto de funciones
medibles y acotadas casi dondequiera, A es una matriz de Hurwitz de tamano n xn
y b es un vector n-dimensional. Se supone que el par {A, b} satisface el criterio de

controlabilidad completa para el sistema (1): rang[b, Ab, ..., A"~ 1b] = n, ver por
ejemplo (Kirk, 2004).
Si se emplea la norma vectorial ||y|| = méaxi<i<p |y;|, entonces tiene lugar la

siguiente desigualdad para la solucién de (1) en cada instante T' > 0 fijo

1<j<n 1<j<n

T
(). 7Y = s a5 (o). 7)) < 01 mix [ Je] b

donde e; es el j-ésimo vector canénico correspondiente a la coordenada z;(v(t),t)
de la solucién del sistema; por lo tanto, para € > 0 dado se puede elegir d; = €/,
donde
) o At
X = 121;?%)("/0 |ej e“'b| dt.
con el fin de que las soluciones de (1) satisfagan la restriccién ||x(v(T),T)|| < e.
En este sentido, el criterio de calidad robusta para el sistema (1) con condiciones
iniciales nulas e instante 7' > 0 fijo, estd definido por
su ¢

X O<E<poo 51( ) '
Al tomar el valor d1(e) en este criterio se puede construir en R™ un cubo n-
dimensional que contiene en su interior el conjunto de soluciones del sistema (1), y
como consecuencia, el conjunto de alcanzabilidad del sistema (Kirk, 2004).

Tomando como base una formulacién andloga del problema de desviacién méxi-
ma dado por Bulgakov, en este trabajo se extiende el criterio de calidad robusta
al caso en que T' — oo y tal que las condiciones iniciales nulas se sustituyen por
aquellas que satisfagan la desigualdad ||x(0)| < d2, donde d2 > 0 es un pardmetro
por determinar.

La formulacién del problema de desviacion maxima que se considera ha sido dis-
cutida en algunos casos para sistemas de ecuaciones diferenciales con una perturba-
cién externa; por ejemplo, en (Aleksandrov, Alexandrova, Prikhod ko, & Telmotzi-
Avila, 2007; Zhermolenko, 2007; Gonzdlez, 2011) se construyen ciclos limite maxi-
mos al resolver el problema de desviacién méaxima de un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden dos; en cada caso, se presentan de forma explicita las ecua-
ciones paramétricas que describen el ciclo limite maximo, el cual es orbitalmente
asintGticamente estable; los resultados obtenidos en (Aleksandrov et al., 2014) per-
miten construir un ciclo limite méximo para sistemas de orden tres realizando una
transformacién del sistema considerado, donde las ecuaciones paramétricas del ci-
clo limite méximo determinan las desviaciones méximas de alguna coordenada del
sistema al intersectar estas con el sistema coordenado. En cada uno de estos re-
sultados, la sintesis de la peor perturbacién externa que resuelve el problema de
desviacién méxima, permite construir un ciclo limite maximo, cuyas intersecciones
con las rectas de alcanzabilidad correspondientes permiten determinar la desviacién
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méxima del sistema, mediante la cual se determina un cubo n-dimensional mini-
mal que contiene en su interior las soluciones de la ecuacién diferencial para cada
perturbacién externa de valores acotados.

2. ESTABILIDAD ROBUSTA Y EL PROBLEMA DE DESVIACION MAXIMA PARA
SISTEMAS OSCILANTES

Se considera la dindamica de un sistema descrito por la ecuacién diferencial con
una perturbacién externa

) y = Ay + bu,
@) u(-) eU = {u(t) € PC :|u(t)| < o},
donde y(t) = (y1(t),...,yn(t)) " es el vector n-dimensional de coordenadas fase del

sistema, A es una matriz de Hurwitz de tamano n x n de entradas constantes, b es
un vector n-dimensional de entradas constantes, y u(-) es una funcién (perturbacién
externa) constante a trozos de magnitud acotada, donde PC denota el conjunto de
las funciones continuas a trozos. Se supone que la matriz A posee al menos un par
de valores propios complejos conjugados con parte real negativa y que el par {4, b}
satisface el criterio de controlabilidad completa.

Dado que los valores propios de la matriz A poseen parte real negativa, la solucién
trivial y = 0 del sistema (2) es asintSticamente estable cuando d; = 0; en el caso en
que ;1 > 0, la estabilidad robusta del sistema (2) puede estudiarse bajo el concepto
de estabilidad bajo perturbaciones permanentes cuya definicién fue introducida por
I. G. Malkin y G. N. Duboshin (ver por ejemplo (Elsgoltz, 1969)). En este contexto,
se considera la siguiente:

Definicién 1. La solucién trivial y = 0 del sistema (2) es robustamente estable,
si dado € > 0 existen d; = d1(e) > 0y d2 = da(e) > 0 tales que |u(t)] < &1 y
[l (0)|| < 2 implican que ||y (¢)|| < € para todo t > 0 y toda perturbacién externa
u(-) eU.

El andlisis sobre la estabilidad robusta del sistema (2) se realiza en el sentido de la
Definiciéon 1 al considerar las soluciones al problema de determinar perturbaciones
externas admisibles u(-) € U que proporcionen valores extremos a los funcionales
wily®)] = |yi(®)], ¢ = 1,...,n, y para los cuales se plantean los problemas de
optimizacién

wily®)] — sup, i=1,2,...,n.
u(+)eU
Los valores obtenidos definen las desviaciones méximas de las correspondientes
coordenadas y;(t) del sistema (2). Cada uno de estos valores permite determinar la
magnitud de la peor perturbacién externa u(-) que garantice la estabilidad robusta
de (2).

El siguiente resultado bésico, el cual corresponde a una reformulacién clasica de
desacoplamiento, ver por ejemplo (Hirsch & Smale, 1974), permite desacoplar (2)
en m subsistemas completamente controlables de orden dos y n — m subsistemas
de orden uno.

Lema 1. Sila matriz A del sistema (2) posee 2m valores propios complejos conjuga-
dos distintos con parte real negativa denotados por —e1 +iw1, ..., —€m T iwmy,, y PO-
see n—2m valores propios reales negativos distintos denotados por —€2y,4+1, - - ., —€n,
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donde 2m < n, entonces el sistema (2) es equivalente al sistema

(3) X =Bx+bu, u()el,
donde B = diag {B1, ..., Bm, —€2m+1,---, —€n},
0 1
|
J —ef —wj —2¢

b=(0,1,...,0,1,b2m41,---,b,) ", con bopi1,...,b, #0.

En realidad, si u; +ivy,...,u,, + iv,, son los vectores propios asociados a los
valores propios complejos conjugados, y Uzm+1,-- -, Uy, los vectores propios asocia-
dos a los valores propios reales, dado que la multiplicidad de cada valor propio es
uno, @ = [vi, U1, ..., Vi, U, U2m1, - - -, Uy| es invertible, y es conocido que

1 .
Q AQ =diag{A1,..., A, —€am+1,-- -5 —Ent,
con
e W
_ J j o
Aj = {_ - ], j=1,...,m.
wj €j
Siq=Q 'e, = (q1,...,q,) ", entonces el sistema (2), bajo la transformacién

y = QY, es equivalente al sistema

y=Q'AQy +qu, u()el,

el cual es completamente controlable con matriz de controlabilidad @~'U. Como
este sistema es desacoplado, lo cual se sigue de la estructura de la matriz Q~1AQ,
cada uno de sus subsistemas es completamente controlable, y por lo tanto, cada uno
puede transformarse en su forma candénica mediante la transformacién y = U Px,
donde

U =diag {U1,...,Un,1,...,1},

P =diag{P,...,Pn,1,...,1},
con

0. — |®2i-1 —E€jd42-1 +qu2j] p = {283‘ 1]
J . . e B J = 1 0 .
q2; Wjq2i—1 — €542;

Se sigue que b = (QUP) 'ey. La controlabilidad completa de cada subsistema
implica que boy,41,-..,b, # 0.

Por lo tanto, la transformacién y = Sx, donde S = QUP, es no degenerada.
Esto muestra que (2) y (3) son equivalentes.

Como consecuencia del Lema 1, bajo la transformaciéon y = Sx, el sistema (2)
es equivalente a un sistema de m ecuaciones diferenciales de orden dos y n —m
ecuaciones diferenciales de orden uno con una perturbacién externa:

igjfl + 2Ejj72j,1 + (E? + w?)xgj,l =u,
(4) Ty + exr = bru,
u(YeUU, j=1,....m, k=2m+1,...,n.

En cada uno de estos subsistemas de ecuaciones diferenciales son conocidas las
desviaciones maximas de las coordenadas respecto al origen de coordenadas, ver
por ejemplo (Aleksandrov et al., 2007; Zhermolenko, 2007).
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En el caso de los subsistemas en (4) para j = 1,...,m, pueden plantearse los
subproblemas de optimizacién restringidos a intervalos [tp,tp41], p = 1,2,..., los
cuales dependen del propio subproblema de optimizacién:

|$2j,1(t)| — sup
u(-)eu
T2j-1(tp) = Bp, w2j(ty) =0, @25(tps1) =0,

x2;(t) # 0 para cada t € (tp, tpt+1)-

La solucién a este problema estd dada por la perturbacién u®(t) = 61 signxa;(t),
y las intersecciones {3,} de la solucién con el eje xo;_1 satisfacen la relacién re-
currente contractiva 3, = e "9/“i3, 1 + & (1 + e‘”ei/wﬂ')/(ef + w?). Tomando
af = limp, o Bp en esta relacién, se obtiene la desviacién méxima de la coor-
denada x2;_1. Subproblemas de optimizacién completamente andlogos se pueden
plantear en las coordenadas xy; para j = 1,...,m. Por lo tanto, los valores que
satisfacen los problemas de optimizacién estan dados por

* -— —
sup |z;(t)] = of =010y, j=1,...,m,
u(-)eU
donde
2 TE;
Qj_1 = = coth 3L
2j-1 ei+w? 2w;?
Ej T Ej
2 . o g—arctan w_>
= —F=— (1 coth—ﬂ)e J( I
2% = A (1 +coth 3 ’
Los valores (a3; ;,a5;) permiten construir un cuadrado Rgj—1 que contiene en
su interior las soluciones de los subsistemas en (4) cuando j = 1,...,m (ver la
Figura 1).
€25
Ray;_1

k/ o

FI1GURA 1. Representacion grafica de las desviaciones méximas de
las coordenadas x2;_1 ¥ #2j—1 y los conjuntos que de ellas se ge-
neran.

Por otra parte, al acotar directamente la ecuacién integral asociada a los subsis-
temas de (4) para k = 2m + 1,...,n, suponiendo una condicién inicial z4(0) = 29
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se observa que

sup |z (t)| = sup |e
ueld ueU

“[af] + o / =) sup fu(s)] ds
uel

—e€pt 0+/ ek(t—s)bku(s)ds

I /\

IN

Ekt‘x%‘+|bk|51/ e~ r(t=8)gg
0
01 1okl _ 51 bk |
0 €
< (Jap - 2By e 2P

de donde la peor perturbacion externa que determina las desviaciones méximas es
constante siempre que la condicién inicial satisfaga la desigualdad ‘x%’ < 01 |bl /ex,
y estd es dada por u°(t) = d; sign by; en tal situacién resulta que

sup |zi(t)| — af == dhag, k=2m+1,...,n
u(-)eU
donde
||
ap = —.
€k
De esta manera, si la condicién inicial xg = (29, ...,29) 7 satisface la restriccién
|:CO| < af,i=1,...,n, las coordenadas de la solucién del sistema (3) cumplen

las relaciones |z;(t)] < «f para toda perturbacién externa u(-) € U y ¢ > 0.
Por lo tanto, se puede construir un paralelepipedo Px en R™ cuyos 2™ vértices
{61x1,01X2, ..., 01X2n } dependen de las desviaciones méaximas del sistema (3), don-
de

X1 = (061,062,.. -7an)T7X2 - (alu_a27' "7a’ﬂ)T

)

Xgn = (a1, —Qa,...,—ap,
y tales que x(t) € Px para todo ¢ > 0. Resulta que
Ix(@)] < 8 Ixill, i€ {1,...,2"}.

La estimacién anterior muestra que las soluciones del sistema (3) son acotadas para
las condiciones iniciales dadas.

En consecuencia, de las propiedades de las desviaciones maximas para siste-
mas de ecuaciones diferenciales de orden dos, al considerar la peor perturbacién

u®(t) = disigndaj_1(t) con j € {1,...,m}, las coordenadas {xa;_1(t), Z2;—1(t)}
de la solucién x(t) cuya condicién inicial xg = (29,...,2%)7 satisface la restric-
cién |3:?| <af,i=1,...,n, tienden a un unico ciclo limite méximo orbitalmente

asintéticamente estable C;_1 (ver la Figura 1), el cual intersecta de forma tangen-
cial al menos dos caras de Py, y cuyas ecuaciones paramétricas son:

Toj_1(t) =F (E iwz + aQJ 1) et (coswjt + =L smo.@t) + —52.ilw2.’
J J

= +u} 51 et
Lo (t) = £+ w; (5 7 o7 +a2]0_1)e 7t sinwjt,
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donde 0 <t < wl El ciclo limite méximo Cy;_1 coincide con la frontera del conjunto
J
de alcanzabilidad Dy;_1 de la ecuacién diferencial con una perturbacién externa:

ij—l + 2€j£i1'2j_1 + (E? + w?),fgj_l = u, u() eu,
(22-1(0), #2;-1(0)) € D2j—1, 1<j<m.

Por otra parte, ya que las coordenadas restantes del sistema (4) son periédicas de
periodo T = wlj, ver por ejemplo (Hale, 1963), se sigue que el sistema (3) posee un
ciclo limite que depende de la peor perturbacién externa uf(t), i =1,...,n.

Si se considera la peor perturbacién u®(t) = §; signby para k € {2m +1,...,n},
x(t) tiende asintéticamente al valor af, es decir, zy(t) tiende asintéticamente ya
sea a uno de los vértices, una arista, o una de las caras de Px. En consecuencia,
para cada k € {2m +1,...,n}, el intervalo Dy = [—a}, af] determina el conjunto

de alcanzabilidad de la ecuacién diferencial con una perturbacién external
T+ epxr = bpu, u(-) €U, xx(0) € Di, 2m+1 <k <n.
Resumiendo los casos descritos, se sigue que
Dy =D X D3 X -+ X Dap—1 X Doamg1 X Domyo X -+ X Dy,

aproxima el conjunto de alcanzabilidad del sistema (3). De la construccién de los
conjuntos de alcanzabilidad de cada coordenada es claro que Dyx C Pk.

Por otra parte, dado que la transformacion y = Sx es lineal y no degenerada, se
concluye que las soluciones y(¢) del sistema (2) para cada u(-) € U estan contenidas
en el paralelepipedo

(5) P, ={yeR":y=5x, x€ P},
y su conjunto de alcanzabilidad se estima por
(6) Dy={yeR":y=05%, x€ Dx}.

La estabilidad robusta de la solucién trivial y = 0 del sistema (2) para perturba-
ciones externas, se sigue de reconsiderar el estimado de calidad robusta presentado
en la introduccién; esto es, para € > 0 dado, el estimado de ||y(t)|] < € para todo
0 <t < o y toda perturbacién externa u(-) € U, se obtiene de tomar §; = €/,
donde

6 7
X = w7 = max{[|Sx],..., [|Sxan ||},
d1(€)
siempre que la condicion inicial del sistema satisfaga la desigualdad
(7) [y ()] < 82 = 81(e) - max {[|Sxu] ... | Sxcan]}

Como conclusién de los resultados discutidos, el criterio de calidad robusta que
caracteriza las desviaciones méximas del sistema (2) cuando 0 < t < oo y cuyas
condiciones iniciales satisfacen (8) estd dado por

(8) X= sup ——.
0<e<oo 51( )

Esto se resume en el siguiente:

1En realidad, el conjunto Dy puede reducirse solamente a un semiintervalo de la forma [—oz]’;7 0]
o bien [0, aZ}, lo cual depende del signo del parametro by.
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Teorema 1. Si A satisface las condiciones del Lema 1, entonces el sistema (2)
con condiciones iniciales que satisfagan (7) es robustamente estable bajo el criterio
de calidad robusta (8). En tal caso, y(t) € Dy C Py paratodo 0 < ¢t < ooy
toda perturbacién externa u(-) € U, donde Py y Dy se definen por (5) y (6),
respectivamente.

3. EJEMPLOS DE ESTABILIDAD ROBUSTA

En este apartado se ilustran los resultados obtenidos para sistemas particulares
de orden tres y cuatro presentados en la literatura y que tienen la forma:

(9) y = Ay +enp(t,y).
0 1 0 0
A= | : : K S I —
0 0 1 0
—Qp —Gp-1 . —a1 1

Se supone que ¢(t,y) es una funcién acotada, esto es, |p(t,y)| < d1. A fin de
determinar la estabilidad del sistema (9) se hallan las condiciones de estabilidad
robusta del sistema (2) al determinar el valor ; > 0 correspondiente.

En cada caso, la matriz A se elige de forma apropiada a fin de que que los valores
propios sean uno real y dos complejos conjugados en el caso de orden tres, mientras
que para el sistema de orden cuatro, se eligen de manera que haya dos pares de
valores propios complejos conjugados. En cada caso, se estima el correspondiente
conjunto de alcanzabilidad.

3.1. Sistemas de orden tres. Se considera que los coeficientes de la matriz A del
sistema (9) se expresan como a; = €1+ 23, ag = 26162 +€3+ w3 y az = €1(e3+w3),
donde €1, €2, w2 > 0. Las expresiones para los coeficientes permiten tener dos valores
propios conjugados con parte real negativa —es+1iws y un valor propio real negativo
—e1. Empleando la transformacién y = Sx, donde

(3 +wi)p™' 2e9p7' p7t
S_l = €1 1 O 5
0 €1 1

p= (g2 —e1)? + w3, se sigue que el sistema (9) es equivalente al sistema

% = Bx + bp(t, Sx),

—€&1 0 0
(10) B=1|0 0 1 ,
0 —e2—w?2 —2e

b=[pt 0 1],

Un caso particular de este sistema lineal, el cual puede expresarse en forma
del sistema (10) con la transformacién dada, se discute en (Duan, Wang, Yang, &
Huang, 2009) con coeficientes a1 = 0.5, as = 2.8, ag = 0.15, donde se emplea la
funcién perturbacién p(t,y) = — A1 e=3% con A = 70. Sien lugar de la perturbacion
dada se consideran elementos de U = {u(t) € KC : |u(t)| <41} v se busca que las
soluciones de (9) satisfagan la restriccién ||y(¢)|| < 1, basta tomar §; ~ 0.124981.
Al elegir el valor A = 0.504739 se consigue que ¢(t,y) € U. En este caso, el sistema
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dado es robustamente estable, lo cual se sigue de los resultados obtenidos en el
apartado anterior.

Se observa que la solucién del sistema (10) satisface ||x(t)|| < 0.839612. En la Fi-
gura 2 se muestran las soluciones del sistema (9) y (10), asi como las construcciones
de los conjuntos de alcanzabilidad Dy y Dy, y los correspondientes paralelepipe-
dos P, y Px. Las estimaciones de los conjuntos de alcanzabilidad corresponden a
cilindros y las soluciones estdn contenidas en su interior.

FIGURA 2. (a) Representacién del paralelepipedo Py y estimacion
del conjunto de alcanzabilidad Dy para el sistema (7). (b) Re-
presentacién del paralelepipedo Py y estimacion del conjunto de
alcanzabilidad Dy para el sistema transformado (8).

3.2. Sistemas de orden cuatro. Se supone ahora que los coeficientes de la matriz
A del sistema (9) se expresan como aj = 2(€1 + €2), az = dereg + €3 +w? + €3 + w3,
as = 2e1(€3 + w3) + 2e2(e7 + w?) y as = (€} + wi) (€3 + w3). Los valores asignados
a dichos coeficientes determinan dos pares de valores propios complejos conjugados
con parte real negativa. El cambio de coordenadas y = Sx, donde

€2 + w32 2€9 1 0

-1 0 e +wd 2 1
= |2 2

61 + wl 261 1 O

0 6% + w% 261 1

expresa el sistema (9) en el sistema equivalente
% = Bx + bp(t, Sx),

0 1 0 0
2 2
| e —wi —2e 0 0
(11) B=1 " 0 0 1|
0 0 —€2 —w? —2¢

b=1[0 1 0 1.
Como caso particular, se toman los coeficientes de la matriz A en el sistema (9)
dados por a; = 0.0400, az = 2.0206, ag = 0.0404 y a4 = 0.9803 con los cuales se ob-

tiene el modelo de Fitt discutido en (Leonov & Kuznetsov, 2011). La perturbacién
externa considerada es la funcién saturacién ¢(o) = d; sign(o) min {1, |o|}. Si para
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el sistema (9) se buscan soluciones con la propiedad ||y (¢)|| < 1, entonces basta
con tomar 01 ~ 0.033473. Para el sistema asociado se tiene ||x(t)|| < 0.236257. La
Figura 2 muestra la proyeccién de las soluciones de los sistemas (9) y (11) en las
coordenadas y1y2ys ¥ T1T2x3, respectivamente. En el espacio y142y3, la estimacion
de la regién de alcanzabilidad Dy estd constituida por un cilindro oblicuo (el cual
se obtiene del hecho de que C7 y C3 son ciclos limite), mientras que en el espa-
cio x1zoxs3, la estimacién Dy es un cilindro. Gréficas similares se obtienen en las
proyecciones restantes.

FIGURA 3. (a) Representacién de la proyeccion del paralelepipedo
Py y estimacién del conjunto de alcanzabilidad D, para el sistema
(7) en las coordenadas y1y2ys. (b) Representacién de la proyeccién
del paralelepipedo Py y estimacién del conjunto de alcanzabilidad
Dy para el sistema transformado (11) en las coordenadas y1y2ys.

CONCLUSIONES

El planteamiento del problema de desviacién méxima permite construir regiones
que contienen en su interior las soluciones del sistema considerado. Las soluciones de
la ecuacion diferencial intersectan de forma tangencial a estas regiones tnicamente
en algunos puntos de forma diametralmente opuesta . La extensién del criterio de
calidad robusta obtenido muestra que las soluciones del sistema (2) pertenecen a
un conjunto acotado para todo instante 0 < ¢ < oo.
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