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Resumen

En este articulo se realiza el disefio de observadores para sistemas descriptores no lineales en tiempo discreto mediante técnicas
convexas. El enfoque se basa en una factorizacion exacta del error de observacion recientemente aparecida, para superar el conocido
problema de las variables de ponderacién no medibles dentro del drea de modelos convexos, por lo tanto se evita el uso metodologias
conservativas que contemplan cotas Lipschitz, teorema diferencial de valor medio o técnicas robustas. Como resultado, se pueden
utilizar el método directo de Lyapunov y modelado convexo para obtener condiciones de disefio en términos de desigualdades
matriciales lineales, mismas que se resuelven eficientemente a través de técnicas de optimizacién convexa. La efectividad de la
propuesta se ilustra a través del péndulo de Furuta.
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Abstract

This paper presents an observer design for discrete-time nonlinear descriptor systems via convex techniques. The approach
is based on a recently appeared technique for exact factorization of the observation error, in order to overcome the well-known
problem of unmeasurable scheduling variables within the convex area; thus, avoiding the use of conservative methodologies such
as Lipschitz bounds, differential mean value theorem, or robust techniques is avoided. As a result, the direct Lyapunov method
together with convex models can be employed in order to obtain designing conditions in terms of linear matrix inequalities, which
are efficiently solved via convex optimization techniques. The effectiveness of the proposal is illustrated in the Furuta pendulum.

Keywords:
Nonlinear observer design, descriptor system, error factorization, linear matrix inequality, convex modeling.

1. Introduccion sin embargo, al aplicarlos a sistemas no lineales, los resultados
son solo validos localmente (Khalil, 2002). Técnicas no lineales
como los modos deslizantes (Spurgeon, 2008), esquemas adap-
tativos (Loria et al., 2009), enfoques de geometria diferencial
(Noh et al., 2004), observadores de alta ganancia (Besangon,
2003), o combinaciones de éstos (Boizot et al., 2010; Oh and

Khalil, 1997), requieren cierta estructura del modelo o realizan

El conocimiento del vector de estados es importante pa-
ra muchas tareas control, por ejemplo, cuando se implementa
una ley de control por retroalimentacién de estados (Mahmoud,
1982), para la estimacion de entradas desconocidas (Guan,
1991), para el diagndstico y aislamiento de fallas (Frank, 1990),

entre otros. Desde su aparicién en (Luenberger, 1971), los ob-
servadores de estados son comtinmente utilizados para acceder
a estas sefiales no directamente disponibles en funcién de las
mediciones de las variables de salida y control (Ogata, 2001).
El uso de métodos lineales prevalece por su simplicidad;

* Autor para correspondencia: victor_estrada@upp.edu.mx

transformaciones no lineales.

Este trabajo adopta un modelado convexo cuya estructura
final es similar a los modelos Takagi-Sugeno (TS) (Takagi and
Sugeno, 1985) y lo combina con el método directo de Lyapunov
a fin de obtener condiciones en términos de desigualdades ma-
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triciales lineales (LMISs, por sus siglas en inglés) (Boyd et al.,
1994). Un modelo tipo TS o convexo es una coleccién de mo-
delos lineales interconectados por funciones escalares y no li-
neales (también conocidas como funciones de ponderacién) que
mantienen la propiedad de suma convexa en un conjunto com-
pacto (Tanaka and Wang, 2001; Lendek et al., 2010). Si el mo-
delo convexo es el resultado del sector no lineal (Ohtake et al.,
2001), entonces es una representacion exacta del sistema no li-
neal. Las condiciones en forma de LMI son preferidas porque
se pueden resolver en tiempo polinomial mediante técnicas de
optimizacién convexa (Scherer, 2004). Existen varios enfoques
para el disefio de controladores y observadores dentro de esta
area, tanto para sistemas de tiempo continuo (Bernal and Gue-
rra, 2010; Sala et al., 2011; Campos et al., 2013; Lee and Kim,
2014), como para sistemas de tiempo discreto (Guerra and Ver-
meiren, 2004; Kruszewski et al., 2008; Ding, 2010); estos ulti-
mos han mostrado mayor desarrollo debido a que las llamadas
funciones de Lyapunov no cuadraticas (convexas) no presentan
el inconveniente de las derivadas de las funciones de pondera-
cion (Gonzélez et al., 2016). Este trabajo se enfoca en sistemas
de tiempo discreto.

Sin embargo, en el disefio de observadores hay un pro-
blema abierto, a saber: si las variables de ponderacién no son
medibles, las condiciones de disefio se vuelven complicadas y
dificiles de expresar como LMIs. Trabajos recientes abordan
este problema empleando el teorema diferencial de valor medio
(DMVT por sus siglas en ingles) (Ichalal et al., 2010), enfoques
robustos mediante H,, para mitigar la influencia de los pardme-
tros desconocidos (Guerra et al., 2018), restricciones de tipo
Lipschitz (Rajamani, 1998; Bergsten and Driankov, 2002); m4s
recientemente en (Ichalal et al., 2018) se propone una transfor-
macién, mientras que en (Chadli and Karimi, 2012) se emplean
argumentos de robustez propios de sistemas inciertos. En este
trabajo, las ideas de (Quintana et al., 2020) son utilizadas pa-
ra resolver este problema mediante manipulaciones algebraicas
para factorizar la sefial de error al lado izquierdo de la ecuacién
en diferencias.

Por otro lado, una clase muy amplia de sistemas puede
ser representada por sistemas descriptores (Luenberger, 1971),
especialmente en mecdnica, biomecdnica y mecatrdénica, don-
de la matriz del descriptor es invertible (Lewis et al., 2003).
Para esta clase de sistemas descriptores, en (Estrada-Manzo
et al., 2014) se disefia un observador convexo, mientras que en
(Estrada-Manzo et al., 2016) se proporciona su generalizacion.
Ambos enfoques utilizan el Lema de Finsler para evitar invertir
la matriz del descriptor al involucrar la dindmica del error con
la funcién de Lyapunov. El caso de los observadores para siste-
mas singulares se estudia en (Lépez-Estrada et al., 2017); esta
clase de sistemas estd fuera del alcance del presente trabajo.

Contribucion: Desarrollo de observadores convexos para
sistemas descriptores no lineales a través de una metodologia
sistemdtica que permita escribir el sistema del error de forma
convexa y exacta tal que el método directo de Lyapunov se
pueda utilizar para encontrar condiciones de disefio en forma
de LMIs. La metodologia propuesta reduce conservatividad al
evitar el calculo de cotas Lipschitz, del teorema diferencial del

valor medio o enfoques propios de sistemas inciertos.

El resto del documento esta organizado de la siguiente ma-
nera: la seccién 2 plantea el problema, proporciona lemas y no-
tacion; la seccién 3 establece las condiciones LMI para el di-
seflo de observador no lineal a través de modelos convexos; la
seccidn 4 ilustra la propuesta a través del péndulo de Furuta; la
seccién 5 concluye este trabajo.

2. Planteamiento del Problema

Considere un sistema descriptor no lineal en tiempo discre-
to de la forma:

EQ)xre1=Ax)x + BOuk,  yie=CO)xx, (1

donde x; € R” es el vector de estados, u; € R™ es el vector de
entradas, y; € R? es el vector de salidas; A(x), B(yk), C(xt), ¥
E(y;) son funciones matriciales cuyos elementos son suaves y
estan acotados en el conjunto compacto Q, c R”, que incluye
el origen. En este trabajo sdlo se considera el caso particular
cuando E(-) es de rango completo para x; € Q,, es decir, de
(1) siempre es posible obtener una representacion en espacio de
estados estandar:

X1 = ET AR X + E7 ) BOWug. 2)

Los argumentos de funciones serdn omitidos cuando su signifi-
cado pueda inferirse del contexto.

El problema del disefio de observadores no lineales se en-
frenta con el estudio de un sistema del error con la forma
err1 = (fOw) — Ly))ex + d(xx) — ¢(5x), donde e = xp — X
es el error de observacion, X es el estado estimado, L(:) es la
ganancia del observador, f(-) y ¢(-) son continuamente dife-
renciales y acotadas. En la literatura sobre modelos convexos,
la mayoria de los autores sélo consideran variables de ponde-
raciéon medibles y por tanto ¢(x;) — ¢(Xx) = 0 (Guerra et al.,
2012). Al considerar variables de ponderacién no disponbles,
la expresion ¢(x;) — ¢(x) es tratada por medio de cotas Lips-
chitz (Bergsten and Driankov, 2002), o como una perturbacién
a través enfoques de control H,, (Ichalal et al., 2008), o como
una incertidumbre via enfoques para sistemas inciertos (Chad-
li and Karimi, 2012); otros utilizan el teorema diferencial de
valor medio (Guerra et al., 2018) o transformaciones para ex-
tender el vector de estado (Ichalal et al., 2018). Sin embargo,
los primeros enfoques no son realistas al no incluir variables no
medibles, los segundos son aproximaciones conservativas del
problema mientras que los dltimos incrementan la complejidad
computacional y son vélidos para casos particulares; ninguno
de ellos estudia observadores para sistemas de la forma (1).

En este trabajo, se retoman los desarrollos propuestos por
Quintana et al. (2020) y se aplican a sistemas de la forma (1) pa-
ra expresar el sistema del error como E(v)err1 = (F(-)—L(-)ex;
entonces la variacién de la funcién Lyapunov a lo largo de
las trayectorias del sistema sea puede escribir como AV(e) =
e,{ O(-)er y por tanto se garantice que AV(e) < 0si Q(-) <0, es-
to ultimo de manera sistemadtica a través de modelos convexos
y desigualdades matriciales lineales. Entonces, con lo anterior
en mente, se adopta la siguiente estructura de observador:

E(y) X1 =A@k, yo) X+ Bug + L&k, yo) Ok — 91), - (3)

El caso en que la matriz del descriptor no es invertible se ha tratado recientemente en (Di Franco et al., 2020; Arceo et al., 2018), este caso también se conoce
como sistemas de ecuacion diferencial algebraica (DAE, por sus siglas en inglés) o sistemas singulares (Dai, 1989).
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donde %, € R” es el estado del observador, y; = C(Xx, yi)Xx s
la salida del observador y L(X,yr) € R™Y es una ganancia de
observador no lineal que serd disefiada tal que el error de obser-
vacion ey tienda a cero a medida que k tiende a infinito. Note
que la ganancia del observador no lineal depende de todas las
sefiales disponibles, por esto la distincién en la matriz A(Xy, yi)-
La dindmica del error es:

E(oei = (A 8 = Lo y)Clu 80) e, (4)

donde A(xi,%)er = A)xe — Ayt Clun e =
C(xp)x, — C(Xx, yi)Xx tienen entradas acotadas en Q, X Q;. En
(Quintana et al., 2020), se demuestra que (4) siempre se pue-
de obtener por medio de operaciones algebraicas. Por ejemplo,
asuma que se tiene una diferencia de polinomios p(x) — p(X),
con p(x) = x1xp, entonces p(x) — p(X) = x1xp — XX = 0,5(x, +
X)(x1—=%1)+0,5(x; +X1)(x2— %) = 0,5(xp+x2)e; +0,5(x + X1 )ez.

Una vez que se tiene el sistema del error (4), éste se expresa
en forma convexa a través de la metodologia del sector no lineal
presentada en la siguiente seccion.

2.1. Modelado Convexo

Note que E(yx), A(xx, X), y C(xx, &) contienen términos no
constantes que dependen de xy, X, y yk; claramente no todas
las variables de estado estan disponibles; por lo tanto, una rees-
critura convexa que sea util debe tener esto en cuenta. El enfo-
que del sector no lineal (Ohtake et al., 2001) permite expresar
términos no constantes y acotados z(-) € [z°,z'] como sumas
convexas de sus limites, es decir , z(-) = wo(2)Z° + w,(2)z!,
donde z° y z! son el minimo y el maximo de z(-) en un con-
junto compacto Q,; las funciones wy = (z! — z())/(z' =% y
wy = 1 —wy cumplen con la propiedad de suma convexa en €,
es decir, wo(z) + wi(z) = 1 y wo, € [0, 1]. Los siguientes pasos
extienden esta metodologia a nuestro caso:

Paso I: Identificar todos los términos no constantes en
E(y), A(x, %) y C(xp, %) que dependan exclusivamente de
las variables disponibles para formar un vector de ponderacion
2(Xk, yr) € R, el resto de términos deben agruparse en otro vec-
tor £(xy, X, i) € R7.

Paso 2: Construir para cada z;(Xx,yx), i € {1,2,...,s}y
Li(xk, Xk, y1), j € {1,2,...,0} un par de funciones de la siguien-
te manera: . Geov)

i Z; = %Xk Yie . .

ok 1) == Wi (00 = 1 = w30,

i T

-y )(}—§j(xk,)?k,yk)

Wo\ X Xies Vi ) =17
’ 4-g

Estas funciones cumplen con la propiedad de suma convexa en
Q. x Q;.
Paso 3: Definir las funciones de ponderacion:

L W] (Xpes Rer Yi)=1 = ) (Xes i Y-

wi) = [ [wlep, wj0=]]wlw
J=1 J=1

conie€f{l,2,....r},je{l,2,...,p}i; €{0, 1}, r = 2%, p =27,
Estas funciones también cumplen la propiedad de suma conve-
xaen Q, X Q;.

Paso 4: Calcular los modelos vértice E; = Ei)lw=1,
Aij = A, X)lwiw;=15 Cij = Cxks X)lwiw;=1> | € {1,2,..., 71},
jel{l,2,...,p}.

Finalmente, una representacion convexa exacta de (4) es:

r r P
Zwi(Zk)Eiekn=ZZW5(Zk)wj(§k)(Aij—L()?k,)’k)C_'ij)ek- )

i=1 i=1 j=1

La ganancia del observador no lineal L(X,y;) se definird mas
adelante.

Notacion: Para las expresiones convexas se utilizara la si-
guiente notacion abreviada: sumas convexas simples Yy, =
Y Wi(zi)Y; y su inversa ‘I‘v’vzm = wi(zk)Ti)_l, con fun-
ciones de ponderacion adelantadas Tw(,.,) = M Wilzk+1) s
o dependiendo de variables no disponibles Yoy =
Z?:l wi(&)Y;, y asi sucesivamente. Ademds, A > 0 (< 0) sig-
nifica que A € R™" es definida positiva (negativa). Se usara
un asterisco () en las expresiones matriciales para denotar el
elemento simétrico; para expresiones en linea denotara la trans-
puesta de los términos en su lado izquierdo. Por lo tanto, el
sistema (4) se puede escribir como:

Ewcoeirt = (Awowco = L Y0 Cuoia) €

Los siguientes resultados son ttiles para encontrar las con-
diciones LMI para el disefio de L(X, yx). El primero se refiere a
un esquema de relajacion de sumas convexas tomado de (Tuan
et al., 2001); el segundo permite evitar el calculo de E‘l(yk)
agregando variables extras (Estrada-Manzo et al., 2016).

. .\ T
Lema 1. (Tuan et al., 2001) Sean Y}" = (Y}"), (i,Lm) €
{1,2,...,r), jef{l,2,...,p} matrices de dimensiones adecua-
das: entonces Yy ywiz)w. o) < 0 se cumple si

2 . ) .

"+ ‘Y’flm + T;m <0, (6)
r—1 i i i

para todo (i,l,m) € {1,2,...,r}3, jel{l,2,...,pk

Lema 2. (Oliveira and Skelton, 2001) Sean y e R", Q = Q" €
R™" y B € R™" rank(B) < n, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

= "Qy<0,¥YBy =0, xy #0.

n AZeR>*:Q+ZB+BTZT <0.
A continuacidn, se ilustrara que (1) facilita el disefio del ob-
servador (Estrada-Manzo et al., 2014, 2016).

3. Condiciones LMI para el Diseiio del Observador

En esta seccién se obtienen condiciones LMI para calcu-
lar L(Xy, yx). Los desarrollos consideran una funcién candidata
convexa de Lyapunov? similar a (Estrada-Manzo et al., 2014):

r

V(e) = ef Y WizPiex, )
i=1

N e’
P w(zg)

2En el contexto de los modelos TS, se ha introducido como una funcién de Lyapunov no cuadratica (Guerra and Vermeiren, 2004); en el contexto de sistemas
difusos como funciones difusas de Lyapunov (Tanaka et al., 2003); en el contexto de modelos LPV, como funciones de Lyapunov dependientes de pardmetros
(Daafouz and Bernussou, 2001). Aqui se adopta el nombre de funcién convexa de Lyapunov debido a su dependencia con las funciones convexas w;(zx).



J. Martinez-Veldzquez et al. / Publicacion Semestral Pidi Vol. 8 No. 16 (2021) 75-81 78

con P; >0,i€{l,2,...,r}; su variacion en el tiempo es:
AV(e) = e],,P —e P
€) = €1 1wz €h+1 — € Lw(z)Cks

que puede expresarse como (sin sustituir la dindmica del error
de estimacion (4)):

T
€ _Pw(z ) O €
AV(e)= k . 8
© [@m][ 0 Py || €x+1 ®)
—_— —
Q X

Note que la funcién de Lyapunov (7) es convexa y s6lo depende
de las variables disponibles.

Teorema 1. El origen e, = 0 del sistema del error (4) es
asintoticamente estable si existen matrices P; = PIT > 0, N,
y Gy tales que las LMIs en (6) se cumplan con

jm -pP (*)
jm _ _ Lo
Til - GlAij - N]C,‘j —GIE,'—EITGIT+Pm ’ (9)

para todo (i,l,m) € {1,2,..., 3, je{l,2,...,p}. La ganancia
no lineal del observador es L(Xy,yr) = Gv_szk)Nw(Zk). Ademds,
cualquier trayectoria e, que comience en el nivel mds grande
de Lyapunov dentro de {e : V(er) < ¢} C Q, X Q4, ¢ > 0, tiende

a cero a medida que k tiende a infinito.

Demostracion 1. Recuerde que el sistema del error (4) pue-
de expresarse de forma exacta y convexa (5); por lo tanto, y
considerando Lema 2 y (8), tenemos que AV(e) < 0 se cum-
ple bajo la restriccion (tomado del error del sistema (4) en su
forma convexa)

_ N _ ey
[ Ao = L Y0 Cuatzo —Ew<zk)][ek+1]= 0,
5 X

si lo siguiente se cumple

Zi|ix . s
[22 oo =L v ooz —Ewe |+ ()
“Pwey 0 }
+ ' <0. 10
0 Pwizn) (10

Por lo tanto, seleccionando Z, = 0y Z, = Gy, junto con
L(Xx, yx) = G;vézk)NW(Zk)’ se obtiene:

[—P Wz ()

5 }<0, (11)

_GW(Zk)EW(Zk) +(x)+ PW(Zk+] )

con T3V = Gy Awwe =N Cwipw)- Por medio del le-
ma de relajacion 1, se llega al resultado deseado.

La velocidad de convergencia del observador (3) se pue-
de aumentar si se cumple la siguiente condicion AV(e;) <
(@* - 1)V(ey), 0 < @ < 1 que se puede escribir facilmente como
LMI, es decir, resolver las LMIs (6) con

2
m_ | —a?P (*)
T = G/Aij—NCij —GE—E!G]+P,| (12)

Note que la mayoria de los trabajos anteriores no conside-
ra funciones de ponderacién no medibles (Guerra et al., 2012;

Estrada-Manzo et al., 2014, 2016) ni sistemas descriptores de
la forma (1) (Guerra et al., 2012; Xie et al., 2015).

En este trabajo, se utiliza una funcién de Lyapunov conve-
xa como la utilizada en (Guerra and Vermeiren, 2004); si las
condiciones de LMI en el Teorema 1 resultan ser demasiadas,
se puede reducir su complejidad al “eliminar” algunas funcio-
nes de ponderacidn, ya sea de la funcién de Lyapunov o de las
ganancias del observador (Estrada-Manzo et al., 2016).

4. Aplicacién al Péndulo de Furuta

El sistema mecatrénico a considerar es el péndulo de Furuta
(Furuta et al., 1992), también conocido como péndulo inverti-
do rotatorio; un esquema del mismo se muestra en la figura 1.
Las ecuaciones dindmicas se obtendran utilizando las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange D(q)g + C,(q,¢)¢ + G(gq) = 7, donde ¢
es el vector de coordenadas generalizadas, D(g) es la matriz de
inercia, C,(q, ¢) es la matriz de Coriolis, G(g) es el vector de
gravedad y 7 es el vector de torque generalizado. A partir del
esquema, tenemos que el brazo del motor tiene una longitud de
L,, un momento de inercia de J,, y su dngulo, 8, aumenta posi-
tivamente cuando gira en sentido antihorario. Al final del brazo
giratorio estd la barra de péndulo, que tiene una longitud total
de L, y lalongitud hasta el centro de masa es %’ , el momento de
inercia en su centro de masa es J,. El dngulo del péndulo inver-
tido, a, es cero cuando estd perfectamente vertical y aumenta
positivamente cuando se gira en sentido antihorario.

Péndulo

Brazo rotativo

Jr

Figura 1: Diagrama del péndulo de Furuta.

Entonces, las ecuaciones dinamicas en la forma Euler-
Lagrange son

mpL2 sin? a+4(J,+m,L?) -m,L,L, cos a (9 0
4 2 .
-m,L,L, cos a 4, +mpL2 & + | -mpLygsina ]
2 3 : 2a
D(a) G(a)
myl2asinacose  m,L,L.asina] 0
2 2 — |4
—m,,L;,é)cosasinar 0 & 0
) ] R )

Co(a.0..0)
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Se asume que se conocen las posiciones « y 6. Por lo tanto, con
la eleccion de las variables de estado x; = 6, x, = a, x3 = 0,
y x4 = &; los valores de los pardmetros son tomados de (Arceo

m 2
et al., 2016): 7 = J, + m,L2 = 0,0363, T = %L" = 0,0306,

Ts = J, = 0,356, Ty = "2 = 0,0260, Ts = "2 = 0,3829,
g = 9,8, se tiene un modelo tipo descriptor en tiempo continuo

E)i(t) = A(x)x(t) + Bu(r),  y(1) = Cx(1),
cuyas matrices son
1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 ~ |0 0 1
E®=1y o Ti+T,sin’xy;  Tycosx; B=111-C=lo o|"
0 0 T4cos xo T3 + Ty 0 0 0
0 0 1 0
. 0 0 0 1
A(x)_ 0 O 0 (T4)C4X72—2T2)C3COS)CQ)SiHX2
0 DL&sin 7o sinxcosx, 0

X2

Se utilizard la aproximacién de Euler para discretizar el sis-

tema: X = (xg+1 — xx)/Ts con Ty = 0,01 segundos; entonces
tenemos:

EQ0xt = (TAG) + E00) xi+ T8 w,  yi = Cxi, (13)
N———— ~~
AGx) B

conB:[O 0 T, O]Ty

[1 0 T, 0
0 1 0 T
Al )= 0 0 T, + T,sin’x, T4cosxy
()= +TTyx481i0%2—
2T, T>x38inx,COSX)
T;T_sg sin)r2 .
0 Y TSszg,COS)CQSlleZ T3 + Ty
+T4c08x>

De este modo, siguiendo la metodologia de (Quintana et al.,
2020), la dindmica del error esta dada por,

E(yers1 = AQx)xx — AQRe, yi)xr — L& YOOk — I1)s

al considerar las sefiales medidas yy, se tiene lo siguiente

el + Tges
ey + Tiey
E()’k)elﬁ-l = T2€381n2x2 - ZTSTQ(X3X4—)?3)?4)Sin.X2COSX2

+T4e4c08x7 + T4TAg(xi—)’5‘21)Sian + T1€3

T, T, (x3—%3)cosx;sinx,
+T4e3c08x) + (T3 + T4)ey

— L(X, y)Cey.

A través de manipulaciones algebraicas, se puede escribir lo si-
guiente

2 A2 A ~
X3 = %5 = (x3 + £3)(x3 — £3)
2 A2 A A
Xy — Xy = (xg + £a) (x4 — R4)

X3Xg — K3k = [0 0 05(xs+%) 0,5(x3+ 23)] er

finalmente tenemos un sistema del error:

1 0 T, 0
01 0 T o
Eoeca =g o an  4e |~ L@0C|en (14
0 0 A_43 Tz + Ty
conC=Cy

A33 =T +T, sin2 Xy — TSTQ()C4 + X4) sin x; coOS xp
A_34 =Tycosxy + TT4(xg + X4) sin xp
— TT>(x3 + X3) sin x, COS X

Ayz = Tycos xy + TyTo(x3 + X3) cOS X3 Sin xp.

Para escribir (14) en forma convexa (5), se consideran los con-
juntos compactos Q, = {|x| < 7/4,|x3] < 10,|x4] < 3}y
Q; = {|x3] < 10,|x4] < 3}. Por lo tanto los términos no
constantes se pueden acotar como z; = sinx, € [0,0,5],
Zp = cosxy € [0,7071,1], z3 = sinx, € [-0,7071,0,7070],
4 = )%3 € [—10, 10], 75 = )AC4 € [—3,3], {1 = X3 € [—10, 10], y
{ = x4 € [-3,3]. Entonces, las funciones convexas se constru-
yen como en la seccién 2.1. Algunos de los vértices son:

1 0 0 0
0 1 0 0
Er=-=E=\5 o 0033 00184
0 0 00184 03820
1 0 0 0
0 1 0 0
Es=—=E6=19 o 00363 00260
0 0 00260 0,3820
1 0 0 0
0 1 0 0
Ev=-=Ex=1y ( 00516 00184
0 0 00184 0,3820]
1 0 0 0
0 1 0 0
Exs=-=En=1y o 00516 00260
0 0 0,0260 0,3820]
1 0 001 0 1 0 001 0
A 0 1 0 001 [, 0 1 0 0,01
LIZl0 00,0354 001647170 0 00363 00214
0 0 00214 0,3820 0 0 00153 03820
1 0 001 0 1 0 001 0
U [ 0 001 |, 10 1 0 0,01
102%10 00,0376 0,0206]“3*27[0 0 00503 0,0271
0 0 00303 0,3820 0 0 00260 0,3820
1 0 001 0 1 0 001 0
U (! 0 001 |, - _f0 1 0 0,01
23710 00,0525 001733470 0 00516 0,0184
0 0 00184 0,3820 0 0 00184 0,3820

Las condiciones LMI del Teorema 1, con una tasa de decai-
miento @ = 0,75 y estableciendo Py,) = P, fueron implemen-
tadas en YALMIP (Lofberg, 2004) junto con el solver SeDuMi
(Sturm, 1999) para MATLAB2019b. Las condiciones resultan
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factibles, algunas de las ganancias obtenidas son:

05858  —0,0065 05907  —0,0144
500074 08255 500146 08255
Ni=Ix107 6 6057 —0,0001| M1 =1X1071 60050 0,0001
~0,0001  —0,0083 ~0,0007 —0,0083
05709  —0,0049 05700 —0,0220
00081 08268 o 4lo02s0 08257
Naa=IX107) 4 6045 —0,0002| ¥32=1X1071 20 0046 —0,0000
~0,0002  —0,0083 ~0,0002  —0,0083

05781 0,000 —0,1527  0,0082

o 10| 00015 08246 00092 00221

3= ~0,0154 —-0,0004 00121  —-0,0006

~0,0009 —0,0266 —-0,0005 0,002

05763  —0,0060 —0,1501  0,0067

G 1103 00083 08252 00091  -0,0220

7= ~0,0155 —0,0004 00119  —0,0004

~0,0004 -0,0266 -0,0005 0,002

05787 —0,0230 —0,1513  0,0095

G110 00253 08246 00004 00222

5= -0,0156  -0,0002 0,0118  —0,0006

~0,0004 —0,0266 —0,0006 0,002

05778  -0,0131 —0,1152  0,0090

o1 10-3| 00152 08237 00072 00221

%= ~0,0157 —0,0002 0,0091 —0,0006]"

~0,0009 —0,0265 -0,0006 0,002

Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras
2 y 3 para las condiciones iniciales x;(0) = [0,0,08,0, 01" y
X1(0) = 0; laentrada es u; = sin(k); se puede ver que los estados
X3y x4 son estimados. En la Figura 4 se muestra la evolucién
de la funcién Lyapunov.

Note que los enfoques (Bergsten and Driankov, 2002; Icha-
lal et al., 2008; Guerra et al., 2018; Ichalal et al., 2018) no se
pueden aplicar puesto que son para sistemas en tiempo continuo
y en forma estandar; el trabajo de Estrada-Manzo et al. (2016)
tampoco puede ser utilizado porque a pesar de considerar siste-
mas descriptores en tiempo discreto, sélo toma en cuenta fun-
ciones de ponderacién medibles. Mds atin, note que el sistema
(13) también se puede escribir en forma estdndar (2), sin em-
bargo la dificultad para calcular un sistema del error habria in-
crementado asi como la cantidad de términos no constantes.

3 Vs &3

1 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (k)

Figura 2: Resultados de simulacién del estado x3 y su estimacion.

2501 i}

151

Ty VS Ty

0.5F

05 I I I I I

Tiempo (k)

Figura 3: Resultados de simulacién del estado x4 y su estimacion.

x10®

1

2 3 4 5 6
Tiempo (k)

Figura 4: Funcién de Lyapunov.

5. Conclusiones y perspectivas

Se ha presentado una metodologia novedosa para resolver
el problema de observacidn de sistemas descriptores no lineales
en tiempo discreto. La metolodologia comienza por factorizar
la sefal del error sin necesidad de utilizar estimaciones u cotas
de Lipschitz. Una vez que se tiene un sistema del error adecua-
do, se reescribe en forma convexa y exacta separando las varia-
bles disponibles y no disponibles; asi la ganancia del observa-
dor utliza todas las sefiales disponibles. El observador disefiado
por medio de las condiciones LMI encontradas, se han probado
en el péndulo de Furuta. Como trabajo futuro se pretende utili-
zar el observador para la estimacién de entradas desconocidas
y la deteccién de fallas.
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