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Algunos errores en el uso de funciones de Lyapunov para control de estructura variable
“Some mistakes using Lyapunov functions for variable structure control”
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Resumen

Este trabajo discute errores encontrados en el uso de funciones de Lyapunov propuestas en resultados recientes de control de
estructura variable, tales como: parámetros inválidos en diseños continuos con convergencia en tiempo finito; funciones implı́citas
de Lyapunov para sistemas con perturbaciones donde las condiciones de diseño para la ley de control no pueden satisfacerse para
la clase de perturbaciones válidas según los autores; y funciones de Lyapunov discontinuas donde dan condiciones LMI que no
pueden ser signadas.
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Abstract

This work discusses some errors found in Lyapunov function proposals of recent results on variable structure control, such as:
invalid parameters in continuous controller designs with finite-time convergence; based on implicit Lyapunov functions for systems
with disturbances where the design conditions for the control law can not be satisfied for the class of disturbances valid according
to the authors; and based on piecewise Lyapunov functions where the authors give LMI conditions that can not be signed.
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1. Introducción

El control de estructura variable al que pertenecen los mo-
dos deslizantes, que surgió en la antigua Unión Soviética en los
años cincuenta (Anosov, 1959; Utkin and Young, 1978), cons-
tituye una de las áreas más exitosas y prolı́ficas del control au-
tomático (Shtessel et al., 2013). Desde el punto de vista ma-
temático, esta área ha representado retos importantes que no se
habı́an planteado hasta su aparición: el manejo de sistemas de
ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo, cuyas
condiciones de existencia y unicidad de soluciones requerı́a in-
terpretaciones novedosas como la de Filippov (Filippov, 1960)
o la del control equivalente (Utkin, 1992); la convergencia no
asintótica o en tiempo finito (Haimo, 1986) que podı́a conse-
guirse por medios diversos como la η-alcanzabilidad (Edwards
and Spurgeon, 1998) o los argumentos de homogeneidad (Bhat
and Bernstein, 2005); la reducción de orden o régimen desli-

zante cuyos fenómenos indeseables de señales de frecuencia
infinita que causaban cascabeleo (Levant, 2010) fue significa-
tivamente reducido con la introducción de los esquemas de alto
orden (Bartolini et al., 1998).

Sin embargo, como se ilustra mediante tres ejemplos de-
tallados en el presente artı́culo, la explosión de trabajos en esta
área y la rapidez con que algunos desarrollos son aceptados más
por razones de autoridad que por argumentos cientı́ficos (Le-
vant, 2003), han contribuido a la propagación de errores amplia-
mente citados por otros autores. Muchos trabajos en esta área
comparten caracterı́sticas que los hacen más vulnerables a la
producción y transmisión de errores: carencia de ejemplos, fal-
ta de datos completos para la reproducción de las simulaciones,
abuso del carácter presuntamente obvio de ciertos argumentos,
rechazo a los contrastes más directos en favor de argumentos
especiosos que invocan trabajos más sofisticados que no son ne-
cesarios, etcétera. Este trabajo concluye, a partir de tres casos
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distintos, con una serie de recomendaciones a los investigadores
de esta área a fin de prevenir en lo sucesivo errores similares.

Los argumentos de las variables se omitirán cuando puedan
deducirse del contexto; las derivadas son respecto al tiempo t a
menos que se indique lo contrario.

2. Una demostración inconclusa de convergencia global en
tiempo finito

En (Bhat and Bernstein, 1998, Proposición 1) se tiene el
siguiente resultado:

El origen (x, y) = (0, 0) del doble integrador

ẋ = y, ẏ = u, (1)

bajo la ley de control

u = −sgn(y)|y|α − sgn(φα(x, y)) |φα(x, y)|α/(2−α) (2)

es un punto de equilibrio globalmente estable en tiempo fi-
nito (GFTS, por sus siglas en inglés) para α ∈ (0, 1), donde
φα(x, y) , x + (1/(2 − α))sgn(y)|y|2−α.

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene el sistema en lazo cerrado

ẋ = y, ẏ = −sgn(y)|y|α − sgn(φα(x, y)) |φα(x, y)|α/(2−α) , (3)

cuya estabilidad es analizada en Bhat and Bernstein (1998) por
medio de la siguiente función continuamente diferenciable

V(x, y) =
2 − α
3 − α

|φα|
(3−α)/(2−α) + syφα +

r
3 − α

|y|3−α, (4)

donde α ∈ (0, 1), r > 1, y 0 < s < 1 son fijas.
La prueba de estabilidad en Bhat and Bernstein (1998) pa-

ra el origen del lazo cerrado arriba descrito se basa en (Haimo,
1986, Proposición 1): el origen de (3) es GFTS si

2.1. el origen es globalmente asintóticamente estable (GAS),
es decir, si existe una función de Lyapunov V(x, y) para
(3) con las siguientes caracterı́sticas (Khalil, 2002, Teore-
ma 4.2):

2.1.1. V(x, y) > 0 en R2\(0, 0) con V(0, 0) = 0. Para es-
tablecer que V(x, y) > 0 en R2\(0, 0), se utiliza un
argumento de homogeneidad, que se basa en:

2.1.1.1. probar que la función es positiva en alguna cur-
va que rodea el origen, y

2.1.1.2. probar que el valor de V(x, y) en cualquier punto
en R2 es un múltiplo positivo de su valor en un
punto de la curva.

2.1.2. V̇(x, y) < 0 en R2\(0, 0), se prueba utilizando nueva-
mente argumentos de homogeneidad, es decir:

2.1.2.1. probando que la función es negativa en alguna
curva que rodea al origen, y

2.1.2.2. probando que el valor de V̇(x, y) en cualquier
punto de R2 es un múltiplo positivo de su valor
en un punto de la curva.

2.1.3. V(x, y) es radialmente no acotada.

2.2. V̇(x, y) ≤ r(V) donde ż = r(z), z ∈ R, es una ecuación de
tiempo finito, que a su vez se prueba por medio de (Haimo,
1986, Fact 1).

Enseguida se proporcionan detalles de esta prueba que en Bhat
and Bernstein (1998) son omitidos; la lista de arriba servirá co-
mo guı́a para ello. Como se verá, uno de los puntos no es pro-
bado correctamente en ese artı́culo, lo que deja la prueba incon-
clusa.

Parte 2.1.1. Probando por homogeneidad que V(x, y) es defini-
da positiva en cualquier punto (x, y) , (0, 0):

En Bhat and Bernstein (1998) se verifica que
V(0, 0) = 0 por evaluación directa; luego se prue-
ba que V(x, y) es definida positiva en la curva O ={
(x, y) : máx(x,y),(0,0)

{
|φα|

1/(2−α), |y|
}

= 1
}

que rodea al origen
(ilustrada en la Figura 1 para α = 0,5, s = 0,3, r = 3).
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Figura 1: Conjunto O con α = 0,5, s = 0,3, r = 3.

El signo de V(x, y) en O es analizado por partes:

Si máx
{
|φα|

1/(2−α), |y|
}

= 1 con |φα|1/(2−α) = 1 y |y| < 1, se
tiene que syφα es el único elemento de V que puede ser
no positivo. Entonces, si y y φα son ambos positivos o ne-
gativos, la función V es definida positiva. Por otro lado,
es necesario analizar el caso cuando y y φα son de signo
distinto: y < 0 con φα = 1 o y > 0 con φα = −1. Para
ambos casos la función V es

V(x, y) =
2 − α − (3 − α)s|y| + r|y|3−α

3 − α
.

Como el denominador de la expresión anterior es positi-
vo, falta asegurar que el numerador también lo sea. Por
medio de análisis de la primera y segunda derivada del
numerador es posible concluir que V(x, y) es positiva en
este segmento de la curva.

Si máx{|φα|1/(2−α), |y|} = 1 con |y| = 1 y |φα|1/(2−α) < 1,
donde φα y y son del mismo signo, V es definida positi-
va. Es necesario analizar los casos donde y y φα tienen
distinto signo, con |y| = 1; en ambos casos V(x, y) queda
como:

V(x, y) =
(2 − α)|φα|(3−α)/(2−α) − (3 − α)s|φα| + r

3 − α
.

Enfocándose de nuevo en el numerador, por medio del
análisis de la primera y segunda derivada es posible con-
cluir que V(x, y) es positiva en este segmento de la curva.
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Por lo tanto, V(x, y) > 0 en O.
Ahora que se sabe que V(x, y) > 0 en la curvaO; se demues-

tra que es positiva en todo (x, y) ∈ R2\(0, 0) ya que V(x, y) es un
múltiplo positivo de la misma función evaluada en O. Para esto
es suficiente mostrar que V(x, y) es una función homogénea que
cumple con:

V
(
k2−αx, ky

)
= k3−αV(x, y) (5)

y, dado un par (x, y) ∈ R2\(0, 0) se proporciona una constante
k > 0 tal que (k2−αx, ky) ∈ O, donde V(x, y) > 0. La constan-
te k puede tomar uno de dos valores para que cualquier pun-
to (x, y) ∈ R2\(0, 0) se “proyecte” en un punto de la curva
O garantizando la positividad de V (x, y); dichos valores son:
k = |φα|

−1/(2−α) y k = 1/|y| (detalles omitidos por brevedad).

Parte 2.1.2. Probando que V̇(x, y) < 0 ∀(x, y) , (0, 0):
La derivada de V(x, y) respecto al tiempo es:

V̇(x, y) = −ry2 − s|φα|2/(2−α) − |y|1−α|φα|(1+α)/(2−α)

− sφαsgn(y)|y|α − (r + s)|y|2−α|φα|α/(2−α)sgn(yφα).

Note que V̇(x, y) no es negativa para todo α ∈ (0, 1), 0 < s < 1,
y r > 1, lo que contradice Bhat and Bernstein (1998). Por ejem-
plo α = 0,5, s = 0,6, r = 10 y el punto (x, y) = (1,2357,−0,5)
arrojan V̇(x, y) = 0,3648 > 0.

Ahora bien, puesto que los argumentos son de homogenei-
dad basados en la curva O definida arriba, el signo de V̇(x, y) se
analiza en dicha curva:

Por un lado, si máx
{
|φα|

1/(2−α), |y|
}

= 1 con |φα|1/(2−α) = 1
y |y| < 1, con y y φα ambos del mismo signo, entonces la
función V̇ es definida negativa. Por otro lado, cuando los
signos de y, φα son distintos (y < 0 con φα = 1 o y > 0
con φα = −1) tenemos que:

V̇ = −r|y|2 − |y|1−α − s + s|y|α + (r + s)|y|2−α.

La Figura 2 despliega V(x, y) para los valores (x, y) ∈ O
con y ∈ [−1, 1], r ∈ [1, 10], s = 0,6, α = 0,5. Claramen-
te, existen valores en los que V̇(x, y) es positiva, lo que
constituye un error.
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Figura 2: V̇(x, y) con s = 0,6 y α = 0,5.

Si máx
{
|φα|

1/(2−α), |y|
}

= 1 con |φα|1/(2−α) < 1 y |y| = 1,
con y y φα ambos del mismo signo, entonces la función
V̇ es definida negativa. Por otro lado, cuando y, φα son de
distinto signo (y = 1 con φα < 0 o y = −1 con φα > 1),
tenemos:

V̇ =−r−s|φα|2/(2−α)−|φα|
(1+α)/(2−α)+s|φα|+(r+s)|φα|α/(2−α).

1

0

φα
-11

1.5

r

0.6

0

0.2

0.4

2

Figura 3: V̇(x, y) con s = 0,9 y α = 0,0001.

La Figura 3 despliega V(x, y) para los valores (x, y) ∈ O
con φα ∈ [−1, 1], r ∈ [1, 2], s = 0,9, α = 0,0001: nue-
vamente existen valores en los que V̇(x, y) es positiva, lo
que desde luego es un error.

Las Figuras 2 y 3 pueden variar dependiendo de los valores
de s y r.

En la Figura 4 se muestran las trayectorias de los estados
del sistema en lazo cerrado (3) con α = 0,5, s = 0,6, r = 10000
y condición inicial (x0, y0) = (0,728072, 0,55), que son valo-
res aceptados en la metodologı́a de Bhat and Bernstein (1998).
En la Figura 5 se muestra la señal de control u que se vuel-
ve discontinua después del tiempo t = 2,79s, caracterı́stica que
presentan las leyes de control por estructura variable. En la Fi-
gura 6 se muestra el comportamiento de la función (4) y en la
Figuras 7 su derivada, la función V(x, y) no es monótonamente
decreciente y su derivada no es negativa para todo tiempo t, di-
chos comportamientos no se corresponden a los de una función
de Lyapunov válida.

Puede garantizarse V̇(x, y) < 0 en O seleccionando los valo-
res r = 2 y s = 0,01, como garantizan (al menos gráficamente,
no analı́ticamente) la condición deseada entonces V̇ < 0 en O.
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Figura 4: Trayectoria de los estados del sistema con α = 0,5, s = 0,6 y
r = 10000.
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Figura 5: Señal de control u con α = 0,5, s = 0,6 y r = 10000.
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Figura 6: Función (4) con α = 0,5, s = 0,6 y r = 10000.
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Figura 7: Derivada de (4) con α = 0,5, s = 0,6 y r = 10000.

Naturalmente, si V̇(x, y) < 0 en O, puede probarse por ho-
mogeneidad que V̇(x, y) < 0, ∀(x, y) , (0, 0), usando el hecho
de que V̇(x, y) satisface

V̇
(
k2−αx, ky

)
= k2V̇(x.y) (6)

para k > 0 y (x, y) ∈ R2: la negatividad de V̇(x, y) se sigue de la
negatividad de V̇(k2−αx, ky) porque está evaluada en O donde la
negatividad ya ha sido establecida, no para r > 1 y 0 < s < 1
como se afirma en Bhat and Bernstein (1998), sino con r = 2,
s = 0,01.

Parte 2.1.3. Probando que V(x, y) es radialmente no acotada:
Una función V(x) que satisface la condición V(x) → ∞

cuando ||x|| → ∞ se denomina radialmente no acotada (Kha-
lil, 2002). Del lado izquierdo de (5) se puede ver que, si k → ∞
entonces ||(k2−αx, ky)|| → ∞, y del lado derecho si k → ∞ en-
tonces V(x, y)→ ∞.

Por lo tanto, V(x, y) es una función de Lyapunov del siste-
ma en lazo cerrado (3) en R2, tal que el origen (x, y) = (0, 0) es
GAS.

Parte 2.2. Probando que V̇(x, y) ≤ r(V) donde ż = r(z), z ∈ R,
es una ecuación de tiempo finito:

Un sistema unidimensional ẋ = r(x) con r(0) = 0, y x ∈ R
es tiempo finito si y sólo si (Haimo, 1986, Fact 1)

1. xr(x) ≤ 0 y xr(x) = 0 sólo para x = 0, con x en una
vecindad alrededor del origen, y

2.
∫ 0

p (dx/r(x)) < ∞, ∀p ∈ R.

La primera condición es para la existencia de un punto de equi-
librio asintótico que ya fue probado en las partes anteriores. Lo
siguiente será analizar la segunda condición.

Ya que V es radialmente no acotada (probado en 2.1.3.), en-
tonces el conjunto V = {(x, y) : V(x, y) = 1} es un compacto
(Khalil, 2002), lo que indica que máx V̇ ∈ V existe ya que V̇ es
continua y el conjuntoV contiene todos sus lı́mites y es acota-
do.

Definiendo c = −máx(x,y)∈V V̇(x, y) con c > 0 porque −V̇ es
definida positiva y (0, 0) < V. Si se utiliza k = [V(x, y)]−1/(3−α)

en (5), se tiene

V
((

[V(x, y)]−1/(3−α)
)2−α

x,
(
[V(x, y)]−1/(3−α)

)
y
)

= 1,

entonces,
((

[V(x, y)]−(2−α)/(3−α)
)

x,
(
[V(x, y)]−1/(3−α)

)
y
)
∈ V pa-

ra (x, y) ∈ R2\(0, 0).
Con (6) y k = [V(x, y)]−1/(3−α) se tiene que V̇(x, y) =

−c[V(x, y)]2/(3−α). Sea T (x0, y0) el tiempo necesario para que
el sistema llegue al origen desde una condición inicial (x0, y0).
Entonces, por (Haimo, 1986, Proposición 1), V̇ ≤ r(V) =

−cV2/(3−α) ⇒ ż = −cz2/(3−α), z ∈ R, y

dz
dt

= −cz2/(3−α) ⇒

∫ T

t0

dz
z2/(3−α)(t)

= −

∫ T

t0
cdt

⇒

(
3 − α
1 − α

)
z(1−α)/(3−α)(t)

∣∣∣T
t0

= −ct|Tt0

⇒

(
3 − α
1 − α

) (
z(1−α)/(3−α)(T ) − z(1−α)/(3−α)(t0)

)
= −c(T − t0)

⇒ T =

(
3 − α

c(1 − α)

)
z(1−α)/(3−α)(t0),

ya que z(1−α)/(3−α)(T ) = 0 y t0 = 0.
Por lo tanto, V(x, y) con r = 2 y s = 0,01 es una función

de Lyapunov del sistema en lazo cerrado (3) en R2, tal que el
origen (x, y) = (0, 0) es GFTS.

3. Condiciones a posteriori inverificables

El trabajo Polyakov et al. (2015) da condiciones suficientes
que garantizan estabilización en tiempo finito para sistemas de
la forma

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) + d(t, x(t)), t > 0, (7)
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con

A =



0 1 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


∈ Rn×n, b =



0
...
0
0
1


∈ Rn,

x ∈ Rn el estado del sistema, u ∈ R la entrada y d : R+ × Rn →

Rn una función que describe las incertidumbres y perturbacio-
nes del sistema que se asumen medibles, acotadas y podrı́an ser
discontinuas con respecto a x (fricción seca).

El Teorema 6 en Polyakov et al. (2015) cuenta con tres con-
diciones a satisfacer, aunque el análisis se centrará en una de
ellas que impide que el conjunto se satisfaga. Primero, hay que
resaltar que (Polyakov et al., 2015, (6)) es una condición que
no se puede programar y sólo puede verificarse una vez que la
ley de control es aplicada utilizando las ganancias obtenidas, es
decir, a posteriori. Para el siguiente desarrollo se omitirán los
argumentos donde sea conveniente.

Supongamos que se tiene un sistema en la forma (7) al
que se desea aplicar la ley de control u = V1−µkDr(V−1)x pro-
puesta en el Teorema 6 en Polyakov et al. (2015), donde d :=
[ d1 d2 · · · dn ]T son perturbaciones medibles y acotadas.
A partir del Teorema 6 en Polyakov et al. (2015) se obtienen la
ganancia k y la matriz P = X−1, P ∈ Rn×n, P > 0; la matriz P se
emplea en Q(V, x) = xT Dr(V−1)PDr(V−1)x − 1 = 0 para calcu-
lar V , V ∈ R+, con Dr(V−1) = diag[ V−r1 V−r2 · · · V−rn ]
y ri = 1 + (n− i)µ, 0 < µ ≤ 1; finalmente, V es empleada para
calcular u y para verificar la condición

β2V−2µ ≥ sup
t∈R+

dT (t, x)D2
r

(
V−1

)
d(t, x). (8)

Del lado derecho de (8) se tiene

dT D2
r

(
V−1

)
d =

n∑
i=1

d2
i V−2ri =

n∑
i=1

d2
i V−2(1+(n−i)µ),

y, como V es una función positiva, (8) puede ser reescrita como

β2 ≥

n∑
i=1

d2
i V−2(1+(n−i−1)µ). (9)

Ya que V es función de Lyapunov entonces es monótonamen-
te decreciente y (9) deberı́a cumplirse para toda V ∈ R+, que
incluye valores cercanos a cero. Como V va decreciendo, es
necesario que su exponente no sea negativo ya que el valor de
la sumatoria en (9) se elevarı́a y podrı́a dejar de cumplirse la
desigualdad en (8).

Analizando los términos de la sumatoria en (9), primero se
tiene i = n por lo que el exponente de V es −2(1 − µ); como se
requiere que el exponente no sea negativo, entonces con µ = 1
o dn = 0 es suficiente; después, i = n − 1 genera el exponente
−2 que ya es negativo, ası́ que dn−1 = 0; para i = n − 2 el expo-
nente es −2(1 + µ) que es negativo, entonces dn−2 = 0; para los
demás términos i = {1, 2, . . . , n − 3} debe tener di = 0 para que
la desigualdad pueda cumplirse.

Entonces, por más grande que sea β, la desigualdad en (9)
no se puede cumplir si se tiene alguna di , 0, i ∈ {1, 2, . . . , n−1}
debido a que V decrece y, al tener exponentes negativos dentro

de la sumatoria en (9), el valor de la sumatoria aumentarı́a hasta
infinito.

Ejemplo 1. Considere el sistema (7) para n = 4 con
d1 = 0,05 sin(t), d2 = 0,08 cos(x2), d3 = 0,05 sin(3t), d4 =

0,01 sin(t) + 0,01 cos(x4), y x(0) =
[
2 0 0 0

]T
.

Los parámetros utilizados para resolver las LMI del Teore-
ma 6 en Polyakov et al. (2015) son: µ = 1, α = 0,5, β = 0,2,
γ = 10, y V es obtenida a partir de Q(V, x) = 0 durante la simu-
lación. Las ganancias k y matriz P que dan solución a las LMI
son:

k =
[
−3,2840 −8,1597 −9,2349 −3,7079

]
,

P =


0,3433 0,5166 0,3909 0,0999
0,5166 1,2349 0,8921 0,2801
0,3909 0,8921 0,9150 0,2559
0,0999 0,2801 0,2559 0,1680



En la Figura 8 se muestra la evolución de los estados que con-
vergen hacia el origen pero no permanecen en él. La Figura
9 muestra la función de Lyapunov con comportamiento inade-
cuado. La Figura 10 muestra la evolución en el tiempo del lado
izquierdo de la condición

β2V−2µ − sup
t∈R+

dT (t, x)D2
r

(
V−1

)
d(t, x) ≥ 0,

equivalente a (8): la trayectoria deberı́a ser positiva en todo
tiempo t > 0 si (8) se sostiene.

Como se puede apreciar en el ejemplo 1, el sistema cumple
con las especificaciones dadas en Polyakov et al. (2015), se ob-
tuvieron ganancias k y matriz P, pero la desigualdad mostrada
en (8) no logra satisfacerse para todo tiempo t.

La metodologı́a en Polyakov et al. (2015) no está diseñada
para la clase de perturbaciones que se mencionan, sino para
aquellas donde di = 0, i = {1, 2, . . . , n − 1} y |dn| ≤ β.
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Figura 8: Evolución de los estados en el tiempo para el Ejemplo 1.
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Figura 9: Evolución de la función de Lyapunov en el tiempo para el Ejemplo 1.
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Figura 10: Evolución de la condición en (8) para el ejemplo 1.

4. Funciones de Lyapunov que no lo son

En el trabajo Tapia et al. (2017) se muestran condiciones
LMI para la sı́ntesis de una ley de control discontinua por mo-
dos deslizantes de segundo orden. Parte del proceso para obte-
ner las condiciones LMI se basa en el S-procedure (Johansson,
1999) que relaja las condiciones al agregar un término nuevo
por sectores a la LMI. La condición (Tapia et al., 2017, (7))
pide que [

Pi (∗)
(−1)(i−1)) β|k|L2 0

]
− ĒT

i UiĒi > 0, (10)

con Ui � 0, i = 1, 2, Ēi =
[
Ei ei

]
, (∗) como transpuesto del

término simétrico y ‘�’ denotando la no negatividad por ele-
mento de la matriz.

Para que una matrı́z J ∈ Rn×n sea definida positiva debe
poder aplicarse congruencia con la matriz identidad; es decir,
J > 0 si y sólo si J = TT T con T no singular (Lancaster and
Tismenetsky, 1985). Note que la matriz a la izquierda de (10)
tiene un cero en la diagonal principal y no existe matriz T que
logre colocar un cero en dicha entrada tal que J = TT T , por
lo tanto, la matriz en la izquierda de (10) no puede ser definida
positiva por si sola.

En el término de la derecha ĒT
i UiĒi en (10) se tiene que

Ēi =
[
Ei ei

]
, donde ei = 0 para las regiones que contengan

al origen. Las regiones están definidas por Ci ⊂ {x : σ(x) =

(−1)(i−1)Lx > 0}, i = 1, 2. Las regiones tambien pueden ser
escritas de forma matricial como: Ci = {x : Ēi x̄ = Eix + ei � 0}.

Note que el origen está en el borde de las regiones Ci en
donde Ēi =

[
Ei 0

]
(Tapia et al., 2017), por lo que la matriz

que se produce en ĒT
i UiĒi siempre tiene cero en la misma en-

trada que el término de la izquierda en (10) sobre la diagonal
principal sin importar la región, por lo que la resta en (10) pro-
duce una matriz con cero en la misma entrada y, por lo tanto,
no puede ser signada (Lancaster and Tismenetsky, 1985).

La condición LMI (Tapia et al., 2017, (8))[
PiA + AT Pi (∗)

Υ j 0

]
+ ĒT

i WiĒi < 0, i, j = 1, 2, (11)

donde Υ j = (−1)(i−1)
(

1
2β|k|LA + kBT Pi

)
+ d jBT Pi y Wi � 0,

cuenta con la misma estructura que (10), por lo tanto es una
LMI que tampoco puede ser signada.

Entonces, las condiciones LMI (10) y (11) que se presentan
en Tapia et al. (2017) no se pueden satisfacer nunca.

En el ejemplo 2 de Tapia et al. (2017) se tiene el sistema

ẋ(t) =

 0 1 0
0 0 1
−5 −5 −5

 x(t) +

001
 (u(t) + d(t))

y(t) =
[
1 0 0

]
x(t)

con perturbación d(t) = 0,2 + 0,2 sin(30t).
Se considera la variable de deslizamiento σ(t) = 3,5y(t) +

ẏ(t) y k = −2,5. Para este ejemplo se tiene que

Ē1 = Ē2 =


3,5 1 0 0
−3,5 −1 0 0

0 3,5 1 0
0 −3,5 −1 0

 ,
por lo que ĒT

i UiĒi quedarı́a de la forma:

ĒT
i UiĒi =


Ψ11 Ψ12 Ψ31 0
Ψ21 Ψ22 Ψ32 0
Ψ31 Ψ32 Ψ33 0
0 0 0 0

 , (12)

donde Ψi j, con i, j = {1, 2, 3} como entradas de la matriz con
valores posibles distinto de cero. La estructura de (12) es la
misma a las mostradas en (10) y (11) y, como ya se mencionó,
no pueden ser signadas. Entonces, para el ejemplo 2 en Tapia
et al. (2017) las LMI (10) y (11) no pueden encontrar ninguna
solución que estabilice al sistema mostrado.

5. Recomendaciones

Con base en la revisión presentada en las secciones prece-
dentes, recomendamos a los autores, revisores e investigadores
que se acercan al área de control de estructura variable lo si-
guiente:

1. Aplicabilidad: Trabajos como Polyakov et al. (2015) de-
muestran la necesidad de ser estrictos con la causalidad
del diseño de controladores. Una metodologı́a como la
ahı́ presentada donde se pide verificar a posteriori si una
condición se cumple, no es una metodologı́a de diseño.
La aplicabilidad de una metodologı́a teóricamente vali-
dada depende de poder garantizar su viabilidad antes de
la simulación y/o implementación en tiempo real; estas
últimas son sólo presentadas con fines ilustrativos.
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2. Consistencia: Ninguno de los trabajos arriba menciona-
dos incluye detalles sobre sus demostraciones, mismas
que despachan en pocas lı́neas. Esto claramente demues-
tra ser peligroso y conducir a argumentaciones falsas o
incompletas. Se recomienda incluir detalles al menos a
nivel de revisión para asegurarse de que los argumentos
simplificados no sean falsos.

3. Reproducibilidad: Los ejemplos deben ser reproducibles
en cualquier artı́culo de esta área, puesto que se trata de
sistemas pequeños e ilustrativos. No hay razón para omi-
tir lo que puede servir al autor para descartar resultados
equivocados y al lector para convencerse debidamente de
la validez de lo expuesto. Si en Polyakov et al. (2015)
se hubieran intentado incluir ejemplos con perturbacio-
nes que abarcaran el rango prometido, habrı́an detecta-
do problemas; si en Bhat and Bernstein (1998) hubieran
graficado simplemente la función de Lyapunov presunta,
habrı́an detectado que era falsa; si en Tapia et al. (2017)
se hubieran verificado los valores propios de las solucio-
nes presentadas se habrı́a comprobado que no son expre-
siones signadas.

4. Sistematicidad: Aunque no es exclusivo del área de mo-
dos deslizantes, las soluciones propuestas en el área de
control de estructura variable suelen ser poco sistemáti-
cas y depender de la habilidad del diseñador para repro-
ducir en cada ejemplo razonamientos y cadenas de de-
sigualdades que garanticen lo que se desea conseguir. Es-
to puede superarse utilizando metodologı́as de optimiza-
ción convexa Boyd et al. (1994), lo que desde luego evi-
tarı́a los razonamientos ad hoc que son más propensos a
errores.

6. Conclusiones

Se han abordado 3 trabajos como ejemplos de errores en el
uso de las funciones de Lyapunov para esquemas de control de
estructura variable. Se ha probado que el trabajo “Continuous
finite-time stabilization of the translational and rotational dou-
ble integrators” por Bhat y Bernstein, 1998, no cuenta con la
familia de funciones de Lyapunov ahı́ declaradas; que el traba-
jo “Finite-time and fixed-time stabilization: implicit Lyapunov
function approach” por Polyakov et al, 2015, sólo aplica a una
clase de pertubaciones significativamente más restringida que
lo mencionada por los autores, y que el trabajo “An LMI ap-
proach for second-order sliding set design using piecewise Lya-
punov functions” Tapia et al, 2017, muestra condiciones LMI

que nunca pueden ser satisfechas. Se han realizado una serie
de recomendaciones generales para abordar estos trabajos más
cuidadosamente.
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Tapia, A., Bernal, M., Fridman, L., 2017. An LMI approach for second-order
sliding set design using piecewise Lyapunov functions. Automatica 79, 61–
64.

Utkin, V., 1992. Sliding modes in control and optimization. Springer, Berlin,
Germany.

Utkin, V., Young, K.-K., 1978. Methods for constructing discontinuity planes in
multidimensional variable structure systems. Automation and Remote Con-
trol 39 (10), 1466–1470.


	Introducción
	Una demostración inconclusa de convergencia global en tiempo finito
	Condiciones a posteriori inverificables
	Funciones de Lyapunov que no lo son
	Recomendaciones
	Conclusiones

