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bInstituto Tecnológico de Sonora, 85000, Ciudad Obregón, Sonora, México.

Resumen

En la actualidad el empleo de vehı́culos aéreos no tripulados (VANT) es muy recurrente en diversas aplicaciones industriales, comerciales,
ambientales, académicas, investigación, entre otras. Uno de los temas centrales de estos vehı́culos es su correcta manipulación/control en ausencia
del ser humano. Sin embargo, esto no se puede alcanzar sin la puesta en operación y el empleo de modelos matemáticos. En este manuscrito se
presenta la puesta en operación del VANT conocido como Matrice 100 de DJI, además del empleo de las técnicas más recurrente encontradas en
la literatura para la obtención de su modelo matemático correspondiente. Este VANT es una plataforma experimental con base de fibra de carbón
y cuatro rotores, cuenta con un software (simulador de vuelo) de arquitectura abierta para la comunicación/manipulación; desarrollado en el
entorno integral libre Android Studio. Para el modelo matemático se considera una configuración en CRUZ y se emplea la metodologı́a propuesta
por Euler-Lagrange para describir las dinámicas traslacionales y rotacionales caracterizando las energı́as cinéticas y potenciales involucradas,
teniendo como resultado un modelo no lineal subactuado de orden doce. Para corroborar el buen funcionamiento y la manipulación de la plataforma
experimental; ası́ como su correspondencia con el modelo matemático, se presentan simulaciones desarrolladas en Simulink-Matlab y el simulador
de vuelo del fabricante, además de pruebas experimentales. Para lo anterior, se emplea un control clásico PD sintonizado solo para alcanzar una
altura z en el VANT (considerando solo dinámicas traslacionales).
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Abstract

Currently the use of unmanned aerial vehicles (UAV) is very recurrent in various applications industrial, commercial, environmental, acade-
mic, research , among others. One of the main topics of these vehicles is their correct manipulation/control in the absence of human presence.
However, this cannot be achieved without starting up the plant and obtaining more complete mathematical models. This paper obtains a mathe-
matical model of the UAV called Matrice 100 by DJI using well-known methodology found in the literature, and validates it by starting up the
plant. This UAV is an experimental platform with carbon fiber frame and four rotors, it has a flight simulator of open architecture for communi-
cation/manipulation of the UAV, developed in Android Studio. To obtain the mathematical model, a structural configuration known as CROSS is
considered and the methodology proposed by Euler-Lagrange is applied to describe the translational and rotational dynamics of the UAV to get an
underactuated nonlinear model of order-twelve. To corroborate the proper functioning of the experimental platform and its correspondence with
the mathematical model, simulation routines in Simulink-Matlab and the flight simulator provided by the manufacturer are presented, as well as
experimental tests. For the above, a classic PD control tuned only to reach a height z in UAV is used (considering only translational dynamics).

Keywords:
Unmanned aerial vehicle, mathematical model, flight simulation.

1. Introducción

En la década reciente los VANT se han vuelto muy popu-
lares como plataformas altamente demandadas en la investiga-
ción y sector productivo, debido a su amplio espectro de apli-

cación. La extensa variedad de estas plataformas de vuelo que
actualmente existen son una prueba de que se están utilizan-
do para diversas tareas alrededor del mundo, tales como ins-
pección de interiores y de exteriores poco accesibles para el
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ser humano (Sa and Corke, 2014), fotografı́a aérea, cinemato-
grafı́a, inspección ambiental, para aplicaciones agrı́colas, entre
otras. El desempeño de estos vehı́culos, también ha mostrado
una mejora constante en el tiempo de vuelo, cargas útiles y
funciones inteligentes relacionadas con la seguridad. Sin em-
bargo, la mayorı́a de las plataformas comerciales son difı́ciles
de adaptar para desarrollar tareas robóticas que involucren la
evasión de obstáculos, la planificación trayectorias (Burri et al.,
2015; Popovic et al., 2016), la selección de objetos (Mellinger
et al., 2011) y/o la agricultura de precisión (Zhang and Kovacs,
2012); en ausencia del ser humano. Ya que para realizar el di-
seño, sı́ntesis y sintonización de controladores que se desem-
peñen de manera eficiente, se requiere de un modelo matemáti-
co adecuado, estimadores de estado precisos de baja latencia y
un alto rendimiento, ası́ como el conocimiento completo de la
arquitectura del VANT y de sus software para su manipulación.

Los VANTs, tı́picamente son clasificados por arquitectura,
diseño, estructura y demás. Entre estos vehı́culos se encuen-
tra el cuadri-rotor, el cual es un helicóptero cuya configuración
consiste en una estructura de varillas perpendiculares simétricas
y cuatro rotores en sus extremos, donde cada rotor está formado
por el conjunto motor-hélice también llamados propulsores. La
dinámica de este cuadri-rotor es más sencilla que la de un he-
licóptero convencional, las hélices tienen una configuración tal
que dos rotores giran en el sentido de las agujas del reloj y los
otros dos en la dirección opuesta para evitar que el cuadri-rotor
gire sobre si mismo. Precisando más, los dos rotores colocados
en los extremos de una barra de carbón giran en la misma direc-
ción, mientras que los otros dos giran en dirección opuesta. Es-
ta disposición le da al cuadri-rotor algunas propiedades intere-
santes, por ejemplo, en el modo suspendido (hover), los efec-
tos giroscópicos y los pares aerodinámicos tienden a cancelar-
se. Tı́picamente, un cuadri-rotor tiene tres ángulos de rotación
equivalentes a tres maniobras consecutivas: alabeo (roll), ca-
beceo (pitch) y guiñada (heading o yaw), además de tres trasla-
ciones principales, normalmente llamadas igual que el eje sobre
el que se producen: x, y, z, respectivamente. Estas rotaciones y
traslaciones permiten que el VANT alcance cualquier punto en
el espacio con una orientación deseada.

En la literatura, existe gran número de contribución acer-
ca del estudio de esta clase de VANT, entre los cuales, en
los últimos años se encuentran las aportaciones de Kiyashko
et al. (2017), que utiliza un modelo no lineal desacoplado don-
de se incluye tanto la parte rotacional como la parte traslacio-
nal, además se propone un controlador proporcional-integral-
derivativo (PID) ocupando las tres variables rotacionales de la
plataforma. En otra aportación, el cuadri-rotor se comporta co-
mo un sistema lineal invariante en el tiempo (Babu et al., 2017).
Eso hace posible realizar la identificación paramétrica de cada
grado de libertad basado en un método de predicción del error.
También, se utiliza un método de señal binaria pseudo aleato-
rio (PRBS, por sus siglas en inglés) para identificar la dinámica
del sistema. Después de analizar la dinámica, se obtienen cuatro
funciones de transferencia de segundo orden. En Gandolfo et al.
(2016), se considera un modelo cinemático de un VANT, donde
se asumen nulas las dinámicas rotatorias de alabeo y cabeceo.
Este modelo considera cuatro grados de libertad; y relaciona ve-
locidades lineales y angulares en un marco de referencia fijado
al cuerpo de la aeronave. Por otro lado, en Santiaguillo-Salinas

et al. (2017), se utiliza el modelo dinámico tradicional dado por
tres ecuaciones diferenciales no lineales con el par de los ángu-
los igualados a las aceleraciones angulares de la aeronave. En
Santana et al. (2016), se utiliza un modelo similar a la referencia
anterior, con la diferencia que los pares angulares están defini-
dos con una sustracción de fuerzas que implican los momen-
tos inerciales en dos de los ejes cardinales; en tales ecuaciones
los movimientos del VANT son descritos por transformaciones
de cuerpo rı́gido aplicadas al punto de interés (comúnmente el
centro de masa de la aeronave). En Shakev et al. (2018), el par
angular está directamente relacionado a las velocidades angu-
lares de los motores, mismas que crean fuerzas en dirección
al eje del rotor. En Jia et al. (2017), se maneja una parte rota-
cional de modelo que no involucra operadores trigonométricos,
sino que se basa en los momentos inerciales de cuadri-rotor.
Muchas manipulaciones pueden ser ejecutadas sobre el mode-
lo, por ejemplo, en Ma et al. (2016), se desacopla el sistema
dinámico representativo del VANT para controlar de manera
independiente el movimiento sobre los ejes x y y. Por otro lado,
en Tian et al. (2018) consideran constantes dentro del modelo
matemático que generalmente son determinadas en la experi-
mentación y varı́an cuando el desempeño del cuadri-rotor cam-
bia y podrı́a no ser el mismo para los cuatro rotores. En Navabi
and Mirzaei (2017), se dejan los momentos inerciales de cada
eje explı́citos en el modelo, ya que la estrategia de control usada
en este trabajo requiere de los mismos. También, en Liu et al.
(2016), se realiza una considerable reducción del modelo ma-
temático al contemplar únicamente el movimiento del VANT
verticalmente.

Contribución: en este manuscrito se presenta la puesta en
operación y la obtención del modelo matemático del cuadri-
rotor Matrice 100 de DJI. Para la obtención del modelo se em-
plea la propuesta presentada en Salazar et al. (2008) y la meto-
dologı́a Euler-Lagrange para caracterizar las energı́as cinéticas
y potenciales involucradas. Para validar el modelo matemático
obtenido y la estructura fı́sica del VANT, se realiza una compa-
ración entre simulaciones de Simulink-Matlab, el simulador de
vuelo proporcionado por el fabricante y vuelo real del VANT.
Lo anterior, se realiza implementando una clásica ley de control
PD para manipular la altura de vehı́culo.

Puesta en operación

Sistema 

Simulador de Vuelo

Sistema 

Real de Vuelo

Modelo Matemático

No lineal orden 12 
ξ=(x,y,z)𝑇 y η=(φ,θ,ψ)𝑇

Lineal orden 6
ξ=(x,y,z)𝑇

Ley de control

PD

Figura 1: Diagrama general de la contribución del manuscrito.

Para dar a entender mejor esta contribución, en la Figura 1
se proporciona un esquema general, el cual se describen a con-
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tinuación:

La puesta en operación consiste en dos partes principa-
les: i) el montaje de la estructura fı́sica del cuadri-rotor y
ii) el entendimiento y manejo de los sistemas de progra-
mación (software) para vuelos simulados y vuelos reales.
Cabe mencionar que para esta plataforma, el sistema de
simulador de vuelo y el sistema real de vuelo son equi-
valentes, es decir, la manipulación de simulador de vuelo
es casi idéntica a la manipulación de la plataforma expe-
rimental.

El modelo matemático es obtenido empleando la pro-
puesta dada en (Salazar et al., 2008) y la metodologı́a
Euler-Lagrage; las cuales son de la técnicas más emplea-
das para la obtención de modelos matemáticos de cuadri-
rotores. Para esto, se consideran dinámicas traslacionales
ξ = (x y z)T ∈ R3 y rotacionales η = (φ θ ψ)T ∈ R3

para obtener un modelo de orden doce. Sin embargo, pa-
ra fines de validación e implementación experimental, se
considera un sistema de orden reducido (orden 6), ya que
en esta primera etapa solo se considera un movimiento
traslacional sobre el eje z.

La validación experimental de los puntos anteriores, se
realiza mediante la aplicación de la clásica ley de control
PD propuesta en Ammari (2017), esto con el fin de de-
terminar la correlación/correspondencia entre el modelo
matemático, el simulador de vuelo y la plataforma real.

El resto del manuscrito se encuentra estructurado de la manera
siguiente: en la Sección 2, se describe la estructura fı́sica de la
plataforma Matrice 100 de DJI y la arquitectura de su software
para la comunicación y asignación de tareas. En la Sección 3 se
realiza un análisis para la obtención del modelo matemático del
cuadri-rotor, mientras que en la Sección 4 se presentan simu-
laciones empleando Simulink-Matlab y el simulador de vuelo
del Matrice 100; y una aplicación real. Finalmente, se tienen
las conclusiones de este trabajo y las referencias utilizada para
la realización del mismo.

2. Puesta en operación de la plataforma

En esta sección se presentan las especificaciones técnicas,
el montaje y el software del VANT.

2.1. Especificaciones técnicas de la plataforma

Figura 2: Cuadri-rotor Matrice 100 de DJI.

El cuadri-rotor empleado en esta investigación es una pla-
taforma experimental que consta básicamente de una base de
fibra de carbón y cuatro rotores como se aprecia en la Figura 2,
cuyas especificaciones técnicas son dadas en la Tabla 1.

Tabla 1: Parámetros fı́sicos del cuadri-rotor.
Longitud (l) 0.65 m
Longitud al centro de gravedad (lc) l/2
Masa de la barra de carbón (mbc) 0.05 kg
Radio de la barra de carbón (rbc = dc/2) 0.01 m
Masa del motor (mm) 0.106 kg
Radio del motor (rm) 0.025 m
Altura del motor (hm) 0.03 m
Masa de la baterı́a (mb) 0.6 kg
Ancho de la baterı́a (bw) 0.08 m
Alto de la baterı́a (bh) 0.04 m
Largo de la baterı́a (ba) 0.135 m
Masa total (m) 2.335 kg

2.2. Simulador de vuelo y su correlación con plataforma fı́si-
ca

Parte de la puesta en operación de la plataforma experimen-
tal consiste en el pleno conocimiento y manipulación del soft-
ware para comunicación y/o asignación de tareas. Esta platafor-
ma cuenta con un lenguaje que permite realizar configuraciones
personalizables. A continuación se realiza una descripción de la
estructura algorı́tmica para programar al cuadri-rotor presenta-
do en este trabajo.

2.2.1. Herramienta de desarrollo de software (SDK)
El DJI Mobile SDK (Software Development Kit) es un he-

rramienta que permite crear una aplicación para un sistema con-
creto. En este caso se emplea para desarrollar y personalizar
un proyecto dentro del ambiente de Android Studio. El SDK
permite acceder a los distintos dispositivos/sensores del cuadri-
rotor, tales como cámara de mano y del VANT, giroscopio, sis-
tema de posicionamiento global (GPS), barómetro, entre otros.
El SDK simplifica el proceso de desarrollo de la aplicación al
cuidar la funcionalidad de nivel inferior, como la estabilización
de vuelo, la gestión de la baterı́a, la transmisión de señales y
la comunicación. De esta manera, el usuario puede acceder a la
configuración interna del VANT (DJI, 2019a).

2.2.2. Conexión a la aplicación y al VANT
El diagrama mostrado en la Figura 3 ilustra cómo el SDK

se adapta a una aplicación móvil y cómo se conecta al VANT.
Aquı́, el dispositivo móvil (smartphone) se conecta mediante
un cable USB al radio control y este último se comunica con el
VANT de forma inalámbrica. El SDK es compatible para distin-
tos programas como lo es Android Studio, este es un entorno de
desarrollo integrado (IDE) oficial para el desarrollo de aplica-
ciones (apps) en ambiente Android y se basa en IntelliJ IDEA.
Además, del potente editor de códigos y las herramientas pa-
ra desarrolladores de IntelliJ, Android Studio permite compilar
aplicaciones compatibles con el modelo del cuadri-rotor, con lo
cual se puede acceder de manera total a las variables y actuado-
res de la plataforma.
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Figura 3: Diagrama de conexión.

2.2.3. Simulador de vuelo
La plataforma experimental cuenta con un simulador de

vuelo (DJI Flight Simulator) proporcionado por el fabricante.
Este simulador es una interfaz virtual que asemeja los movi-
mientos de cuadri-rotor tal cual lo hace fı́sicamente. Esto permi-
te probar y experimentar distintas estrategias de vuelo antes de
llevarlas acabo en el cuadri-rotor real. En las Figura 4 se apre-
cia el ambiente en el que se desenvuelve el simulador. Flight
Simulator está basado en Windows y es compatible con varios
controles remotos DJI. También, está disponible para operar en
el software con el teclado DJI (2019b).

Figura 4: Simulador de vuelo del Matrice 100.

Para que el simulador de vuelo esté disponible en la compu-
tadora, es necesario que el cuadri-rotor se encuentre conectado
al mismo vı́a USB, de lo contrario no es posible ejecutar la si-
mulación de vuelo.

2.2.4. Correlación entre simulador y plataforma fı́sica
El SDK que proporciona el fabricante permite tener a dispo-

sición las variables fı́sicas del cuadri-rotor, ası́ como la comple-
ta manipulación de estas, mediante su integración en una apli-
cación para dispositivos móviles a través de Android Studio.
Una vez desarrollada la aplicación, se descarga en el dispositi-
vo móvil utilizado para el control de vuelo. Este dispositivo a
su vez se conecta vı́a USB al control remoto, el cual envı́a las
ordenes al VANT de manera inalámbrica, como se mostró en el
diagrama de la Figura 3.

Para la puesta en operación del Matrice 100 se utiliza única-
mente la manipulación de la altura o desplazamiento sobre el

eje z, desacoplando y obviando las demás dinámicas, utilizan-
do únicamente la medición de la altura a través del barómetro
como se muestra en la Figura 5.

Figura 5: Diagrama del lazo cerrado.

Las variables disponibles en la plataforma que están a la dispo-
sición para sensar y manipular se muestran en la Figura 6.

Figura 6: Variables de entrada y salida.

3. Modelo dinámico

En esta sección se presenta la obtención del modelo ma-
temático de cuadri-rotor Matrice 100, utilizando una de las me-
todologı́a más empleados en la literatura vı́a Euler-Lagrange.
Este modelo matemático es no lineal y de orden doce, el cual se
puede simplificar al aplicar una ley de control “auxiliar” para
cancelar dinámicas rotacionales y obtener un modelo de orden
seis, considerando solo manipulación traslacional.

3.1. Modelo no lineal de orden doce

Este enfoque está basado en la obtención de las energı́as
potenciales y cinéticas gobernadas en el cuadri-rotor. Para lo
cual, se definen dos sistemas de coordenadas: Rw como el sis-
tema de coordenadas de referencia inercial (referencia general)
y Rb como otro sistema de coordenadas cuidadosamente uni-
do al cuerpo del cuadri-rotor (Salazar et al., 2008). El vector
ξ = (x y z)T ∈ R3 representa la posición del centro de masa
del cuadri-rotor en comparación con el sistema Rw. El vector
compuesto por η = (φ θ ψ)T ∈ R3 define los tres ángulos de
Euler, alabeo, cabeceo y guiñada respectivamente, y que defi-
nen la orientación del cuadri-rotor, ver Figura 7.
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Figura 7: Ángulos de movimiento del cuadri-rotor (DJI, 2019c).

La energı́a cinética de traslación del cuadri-rotor está dada por
la expresión

Ttras =
m
2
ξ̇T ξ̇,

aquı́ m representa la masa del cuadri-rotor. Ahora considerando
la parte rotacional, la energı́a cinética correspondiente está dada
por

Trot =
1
2
η̇T M(η)η̇

=
1
2
η̇T WT

η IWηη̇ =
1
2

ΩT IΩ,
(1)

donde M(η) = WT
η IWη es la matriz de inercia para la energı́a

cinética de rotación y Ω = Wηη̇ es el vector de velocidades
angulares. Aquı́, el vector Ω está expresado con respecto al
sistema referencial Rb coordenado respecto a la estructura del
VANT. Esto está directamente relacionado con las velocidades
generalizadas η̇ de la relación cinemática estándar y

Wη =

 1 0 −sin(θ)
0 cos(φ) cos(θ)sin(φ)
0 −sin(φ) cos(φ)cos(θ)

 ,
por lo que

Ω =

 φ̇ − sin(ψ)
ψ̇sin(φ)cos(θ) + θ̇cos(φ)
ψ̇cos(φ)cos(θ) − θ̇sin(φ)

 .
Además, la matriz de inercias I está representada como

I =

 Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

 .
Cabe señalar que para la obtención de las inercias anteriores, la
configuración de vuelo del cuadri-rotor es importante. Tı́pica-
mente, estas configuraciones se clasifican en CRUZ y en SUMA,
ver Figura 8.

Figura 8: Configuración SUMA y CRUZ.

Para una configuración de vuelo en CRUZ, cada elemento de la
matriz de inercias I es obtenido por

Ixx =

(
Ix + Iy

2

)
+

(
Ix − Iy

2

)
cos(2θ) − Ixy sin(2θ),

Iyy =

(
Ix + Iy

2

)
−

(
Ix − Iy

2

)
cos(2θ) + Ixy sin(2θ),

Izz = Iz,

donde Ix, Iy y Iz son las inercias en los tres ejes en configuración
SUMA y cada una está dada como a continuación se muestra

Ix = Ibcx +

4∑
i=1

Imi x + Ibx,

Iy = Ibcy +

4∑
i=1

Imiy + Iby,

Iz = Ibcz +

4∑
i=1

Imiz + Ibz.

Para lo cual, se considera la inercia en tres elementos del cuadri-
rotor: las barras de carbón, los motores y la baterı́a; denotados
por Ibc(·) , Im(·) y Ib(·) , respectivamente. Cada una de ellas está de-
fina de la siguiente manera, ver (Tipler and Mosca, 2007), em-
pezando por las barras de carbón:

Ibcx = Ibcy =
3
4

mbcr2
bc +

1
12

mbcl2,

Ibcz =
1
2

mbcr2
bc +

1
6

mbcl2,

continuando con la inercia en los motores:

Im2 x = Im3 x =
1
4

mmr2
m +

1
3

mmh2,

Im2y = Im3y =
1
4

mmr2
m +

1
3

mmh2
m + mml2c ,

Im2z = Im3z =
1
2

mmr2
m + mml2c .

Im1 x = Im4 x =
1
4

mmr2
m +

1
3

mmh2 + mml2c ,

Im1y = Im4y =
1
4

mmr2
m +

1
3

mmh2
m,

Im1z = Im4z =
1
2

mmr2
m + mml2c ,
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y finalizando con la inercia en la baterı́a:

Ibx = mb(
b2

w + b2
h

12
) + mbl20, Iby = mb(

b2
a + b2

h

12
) + mbl20,

Ibx = mb(
b2

w + b2
a

12
).

Por otro lado, la única fuerza que contribuye a la energı́a poten-
cial presente en este sistema dinámico, es la fuerza de gravedad
g debida a la aceleración gravitacional. Esta está expresada co-
mo

U = mgz,

siendo z la altura del cuadri-rotor; por lo que el Lagrangiano
está dado por

L(g, ġ) =Ttras + Trot − U

=
m
2
ξ̇T ξ̇ +

1
2
η̇T M(η)η̇ − mgz.

(2)

Ahora, para obtener el modelo dinámico del cuadri-rotor, consi-
deramos las ecuaciones de Euler-Lagrange, teniendo en cuenta
el vector de fuerzas externas generalizadas que está definido
como

d
dt

(
∂L
∂ġ

)
−
∂L
∂g

= F, (3)

donde F = (Fξ, τ). Fξ es el vector de fuerzas que se aplica
al cuadri-rotor. Estas fuerzas son las entradas de control para
producir un movimiento de traslación y τ es el vector de los
momentos generalizados producidos por las entradas de con-
trol para realizar movimientos de rotación. Todas las demás
fuerzas aerodinámicas presentes en el sistema serán desprecia-
das, porque son mucho más pequeños en comparación con las
fuerzas producidas por las entradas principales de control, asu-
miendo que las velocidades experimentadas por el VANT son
reducidas. Ası́, las fuerzas aplicadas al vehı́culo con respecto a
la referencia Rb son entonces

Fb =

 0
0
u

 , (4)

con u definida como

u = f1 + f2 + f3 + f4,

siendo fi = kiω
2
i , i = 1, ..., 4, donde la constante ki > 0 es un

parámetro que va a depender de la densidad del aire ρa, el área
de superficie de la hélice Ah, de su forma y de su ángulo de
inclinación (paso) de las mismas. Además, ωi es la velocidad
angular del motor i; este conjunto de fuerzas expresadas en Rw

se transforman en

Fξ = RotFb, (5)

aquı́ Rot ∈ R3×3 es la matriz de transformación (rotación) y re-
presenta la rotación del cuadri-rotor (sistema coordenado Rb).

Rot =

 cos(θ) cos(ψ) Rot12 Rot13

sin(ψ) cos(θ) Rot22 Rot23

− sin(θ) sin(φ) cos(θ) cos(φ) cos(θ)

 , (6)

siendo

Rot12 = sin(φ) sin(θ) cos(ψ) − sin(ψ) cos(φ),
Rot13 = sin(φ) sin(ψ) + sin(θ) cos(φ) cos(ψ),
Rot22 = sin(φ) sin(θ) sin(ψ) + cos(φ) cos(ψ),
Rot23 = sin(θ) sin(ψ) cos(φ) − sin(φ) cos(ψ).

Esta representación de la matriz de rotación es la más utilizada
en aplicaciones aeronáuticas. Además, el vector de momentos
generalizados sobre las variables de η está definido como

τ ,

 τφ
τθ
τψ

 ;

siendo

τφ = (( f1 + f2) − ( f3 + f4))lc,
τθ = (( f2 + f3) − ( f1 + f4))lc,

τψ =

4∑
i=1

τMi ,

donde lc es la distancia entre los ejes de los motores y el centro
de gravedad del vehı́culo localizado en el origen de Rb y τMi es
el par producido por el motor Mi.

Dado que el Lagrangiano no contiene ningún término que com-
bine ξ̇ y η̇ en (2), la ecuación de Euler-Lagrange (3) se puede
separar en dos subsistemas, uno para la dinámica de traslación
ξ y el otro para la dinámica rotacional η. La ecuación de Euler-
Lagrange para el movimiento de traslación es

d
dt

(
∂Ltras

∂ξ̇

)
−
∂Ltras

∂ξ
= Fξ,

y se tiene

mξ̈ +

 0
0

mg

 = Fξ, (7)

considerando la ecuación (5), donde Fb y Rot están definidas en
(4) y (6) respectivamente. Finalmente se tienen las ecuaciones
que gobiernan las dinámicas traslacionales:

mẍ(t) = u (sin φ sinψ + sin θ cos φ cosψ) ,
mÿ(t) = u (sin θ sinψ cos φ − sin φ cosψ) ,
mz̈(t) = u (cos θ cos φ) − mg.

(8)

De la misma manera, para las dinámicas rotaciones, ahora se
considera la ecuación Euler-Lagrange para este movimiento:

d
dt

(
∂Lrot

∂η̇

)
−
∂Lrot

∂η
= τ,

por consiguiente

τ =
d
dt

(η̇T M(η)
∂η̇

∂η̇
) −

1
2
∂

∂η
(η̇T M(η)η̇),
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τ = M(η)η̈ + Ṁ(η)η̇ −
1
2
∂

∂η
(η̇T M(η)η̇). (9)

Definiendo la matriz de Coriolis como

C(η, η̇) = Ṁ(η)η̇ −
1
2
∂

∂η
(η̇T M(η)η̇) (10)

y reemplazando la matriz de Coriolis C(η, η̇) en (9) se obtienen
las dinámicas rotacionales que gobiernar al cuadri-rotor:

M(η)η̈ + C(η, η̇)η̇ = τ, (11)

donde

M(η) =

 Ixx 0 −Ixx sin(θ)
0 Iyy cos2(φ) + Izz sin2(φ) Mn1

−Ixx sin(θ) Mn2 Mn3

 , (12)

con

Mn1 = cos(θ) cos(φ) sin(φ)(Iyy − Izz),
Mn2 = cos(θ) cos(φ) sin(φ)(Iyy − Izz),

Mn3 = Ixx sin2(θ) + Iyy cos2(θ) sin2(φ) + Izz cos2(θ) cos2(φ).

Además, resolviendo (10) se tiene que

C(η, η̇) =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , (13)

donde

c11 = 0,
c12 = −Ixxψ̇ cos(θ) + Iyy(θ̇ sin(φ) cos(φ) + ψ̇ cos(θ) sin2(φ) −
ψ̇ cos(θ) cos2(φ)) − Izz(ψ̇ cos(θ) sin2(φ) − ψ̇ cos(θ) cos2(φ) +

θ̇ sin φ cos φ),
c13 = Iyyψ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ) − Izzψ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ),
c21 = Ixxψ̇ cos(θ) + Iyy(−θ̇ sin(φ) cos(φ) + ψ̇ cos(θ) cos2(φ) −
ψ̇ cos(θ) sin2(φ) + Izz(ψ̇ cos(θ) sin2(φ) − ψ̇ cos(θ) cos2(φ) +

θ̇ sin(φ) cos(φ)),
c22 = −Iyyφ̇ sin(φ) cos(φ) + Izzφ̇ sin(φ) cos(φ),
c23 = −Ixxψ̇ sin(θ) cos(θ) + Iyyψ̇ sin(θ) cos(θ) sin2(φ) +

Izzψ̇ sin(θ) cos(θ) cos2(φ), c31 = −Ixxθ̇ cos(θ) +

Iyyψ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ) − Izzψ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ),
c32 = Ixxφ̇ sin(θ) cos(θ) − Iyy(θ̇ sin(θ) sin(φ) cos(φ) +

φ̇ cos(θ) sin2(φ) − φ̇ cos(θ) cos2(φ)
+ψ̇ sin(θ) cos(θ) sin2(φ)) + Izz(φ̇ cos(θ) sin2(φ) −
φ̇ cos(θ) cos2(φ)−ψ̇ sin(θ) cos(θ) cos2(φ)+θ̇ sin(θ) sin(φ) cos(φ)),
c33 = Ixxθ̇ sin(θ) cos(θ) + Iyy(−θ̇ sin(θ) cos(θ) sin2(φ) +

φ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ))
−Izz(θ̇ sin(θ) cos(θ) cos2(φ) + φ̇ cos2(θ) sin(φ) cos(φ)).

3.2. Modelo no lineal de orden doce simplificado

Las dinámicas traslacionales y rotacionales que gobiernan
los movimientos del cuadri-rotor están determinadas por las
ecuaciones (8) y (11), respectivamente. Éstas ecuaciones es-
tructuran un modelo matemático no lineal de orden doce. Sin
embargo, es posible simplificar este modelo si solo se conside-
ran movimientos traslacionales.

Es claro que si se realiza una medición detallada y precisa de la
estructura fı́sica del cuadri-rotor y se consideran variaciones o

cambios rotacionales casi nulos, se puede tener una buena apro-
ximación de la matriz de inercias (12) y de la matriz de Coriolis
(13), por lo cual se puede proponer una primera ley de control
“auxiliar” de la forma

τ = M(η)τ̃ + C(η, η̇)η̇, (14)

donde

τ̃ =

 τ̃φ
τ̃θ
τ̃ψ

 .
Ası́, aplicando la ley de control (14) a la ecuación (11), se obtie-
ne el modelo simplificado de dinámicas rotacionales siguiente

φ̈(t) = τ̃φ,

θ̈(t) = τ̃θ,

ψ̈(t) = τ̃ψ,

(15)

donde cada elemento representa el momento angular sobre cada
uno de los ejes respectivos x, y y z. Mientras que, las dinámicas
traslacionales siguen estando gobernadas por (8).

3.3. Modelo matemático lineal reducido
Considerando las dinámicas dadas por las ecuaciones (8)

y (15), bajo movimientos rotaciones casi nulos, el modelo ma-
temático del cuadri-rotor puede ser descrito solo por las dinámi-
cas traslacionales dadas por

mẍ(t) = 0,
mÿ(t) = 0,
mz̈(t) = u − mg.

(16)

Es necesario mencionar que la aportación de este trabajo consta
de la puesta en operación de la plataforma experimental para
implementar leyes de control, ası́ como de la presentación de
un modelo matemático para la sintetización de leyes de con-
trol. Para el caso particular de este manuscrito, solo se consi-
dera la manipulación del cuadri-rotor para alcanzar una altura
deseada. Esto con la finalidad de mostrar un comportamiento
similar entre el modelo matemático, el simulador de vuelo y la
plataforma experimental. Sin embargo, en trabajos futuros se
contempla implementar leyes de control más complejas donde
se toman en cuenta tanto movimientos traslacional como movi-
mientos rotacional, controlando entonces no sólo la altura, sino
cualquier movimiento en el plano tridimensional lo que implica
el control del alabeo, cabeceo y guiñado.

4. Resultados de Simulación y Experimentales

Para determinar una correlación entre el modelo matemáti-
co propuesto anteriormente y la plataforma experimental puesta
en operación, en este sección se muestran la implementación de
la ley de control PD en: a) Similink-Matlab empleando el mo-
delo matemático no lineal simplificado dado por (8) y (15); b)
el simulador de vuelo proporcionado por el fabricante; y c) el
cuadri-rotor Matrice 100 real. Para lo cual, se considera la clási-
ca ley de control PD

u = kpe(t) + kd ė(t), (17)



K. F. Maya-Gress et al. / Publicación Semestral Pädi Vol. 9 No. 17 (2021) 67–75 74

donde e(t) es el error que existe entre la referencia (altura desea-
da) y la medición de la altura z obtenida de los sensores integra-
dos al VANT. La ganancias kp y kd se sintonizan empleando la
metodologı́a propuesta en Ammari (2017), las cuales pertene-
cen a un controlador PID, aquı́ la ganancia de la acción integral
se considera igual a cero.

Para programar este controlador en Android Studio, se imple-
menta sobre el SDK que proporciona el fabricante; durante la
compilación, es necesaria que el dispositivo Android este co-
nectado a la PC donde se desarrolla el programa, ya que como
resultado se crea una aplicación compatible con el cuadri-rotor.
Una vez cargada la aplicación al dispositivo Android, este se
conecta vı́a USB al control remoto del cuadri-rotor, lo que con-
lleva a que se abra automáticamente la aplicación donde esta
cargado el programa con el controlador PD. El VANT recibe las
señales de control y se mueve verticalmente, esto retroalimenta
al programa con el barómetro que tiene incluido y dependien-
do de la altura se obtiene una señal de error con respecto a la
referencia deseada. Es importante mencionar que la resolución
para medir la altura es de 10 cm, tanto en el simulador de vuelo
como en la plataforma fı́sica.

0 2 4 6 8 10
tiempo [segundos]

0

0.5

1

1.5

2

A
lt

it
u
d
 [

M
et

ro
s]

Vuelo del la plataforma
Simulador de vuelo DJI
Simulación en Simulink-MatLab
Referencia

Figura 9: Gráfica de altura del VANT usando Simulink-Matlab, simulador de
vuelo y plataforma experimental.

En la Figura 9, la lı́nea continua cyan (–) describe la simulación
en Simulink-Matlab del modelo matemático definido por las
ecuaciones (8) y (15). La lı́nea punteada magenta (− • −) muestra
la respuesta del simulador de vuelo proporcionado por el fabri-
cante. Mientras que, la lı́nea punteada negra (−•−), es la respuesta
del cuadri-rotor Matrice 100. En los tres casos, se muestra el sis-
tema en lazo cerrado con la ley de control (17) y se propone co-
mo referencia una altura de 2 metros en la posición sobre el eje
z; lı́nea continua naranja (–). Como se mencionó anteriormente,
la resolución de barómetro es de 10 cm y la altura registrada en
la transición se representan con las lı́neas punteadas. En la Figu-
ra 10 se muestra el vuelo vertical real del cuadri-rotor Matrice
100 para corroborar experimentalmente que las fuerzas aero-
dinámicas rotacionales son casi nulos. Es claro que las respues-
tas de los tres procesos son muy semejantes (Simulink-Matlab,
Simulador de vuelo del fabricante y Plataforma experimental)
con una diferencia poco significativa, por lo que se puede con-
siderar que el modelo matemático obtenido, refleja de manera
muy cercana las dinámicas del VANT.
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Figura 10: Gráfica de vuelo real comparado con la referencia.

5. Conclusiones

En este manuscrito la puesta en operación y la obtención
de un modelo matemático de un VANT conocido como Matrice
100 de DJI son presentados. La correspondencia entre el mode-
lo matemático propuesto y la plataforma fı́sica fué comprobada
mediante el empleo de técnicas de control clásicas vı́a simu-
laciones y pruebas experimentales. Ası́, el modelo matemático
obtenido, podrá ser utilizado para sintetizar controladores más
complejos que coadyuven a mejorar la manipulación del VANT.
Mientras que, la puesta en operación y la adecuada compren-
sión y manipulación del software del simulador de vuelo DJI,
permitirán tener lista la plataforma experimental para aplicar le-
yes de control más avanzadas, ası́ como tener un entorno seguro
para realizar pruebas virtuales para después ser implementadas
de forma real.
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