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Resumen

En este trabajo, basado sobre los conceptos de ultramétrica y b—métrica extendida, introducimos dos nuevas familias de funcio-
nes, aquellas que preservan la ultramétrica débil (UD) y las que preservan la b—métrica extendida (BE). Se investigan algunas de
sus propiedades y se demuestra que, el conjunto de funciones que preservan la ultramétrica (U) estd contenida en la coleccion UD

y esta, a su vez, en el espacio BE.
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Abstract

In this work, based on the concepts of ultrametric and extended b—metric, we introduce two new family of functions, those that
preserve the weak ultrametric (UD) and those that preserve the extended b—metric (BE). Some of its properties are investigated and
it is shown that the set of functions that preserve the ultrametric (U) is contained in the collection UD and this in turn in the space

BE.

Keywords: Ultrametric, weak ultrametric, extended b—metric.

1. Introducciéon

El concepto de funciones que preservan la métrica apare-
ce por primera vez en el articulo (Wilson, 1935) y a partir de
ese momento es investigado por muchos autores; ver por ejem-
plo, (Borsik and Dobous, 1988; Corazza, 1999; Pongsriiam and
Termwuttipong, 2014). Aqui no es la excepcion, grosso modo,
la idea central en esta tematica es la que establece el problema
siguiente:

Pregunta. ;Bajo qué condiciones, f : [0, c0) — [0, co) satisfa-
ce que, para cualquier espacio métrico (X, d), se tiene que f od
es una métrica?

En la actualidad, existen otros tipos importantes de distan-
cias que atin no han sido exploradas o desarrolladas en rela-
cion con las funciones que preservan las métricas, a saber, ul-
tramétricas, w—distancias, y 7—distancias. Estas distancias tie-
nen muchas aplicaciones en matemdticas; ver por ejemplo, apli-
caciones de w—distancias y 7—distancias en (Wtodarczyk and
Plebaniak, 2013; Suzuki, 2008).

Luego, una inquietud natural, motivada por la pregunta an-
terior, es:

*Autor para correspondencia: reinaldo.martinez.c @uatx.mx

Pregunta general. ;Bajo qué condiciones, f : [0,00) —
[0, c0) satisface que, para cualquier b—métrica, w—distancia, o
t—distancia d en X, se cumple que, f o d es una b—métrica, w—
distancia o T—distancia en X?

El objetivo de este trabajo es analizar el problema gene-
ral, centrados particularmente en el caso de las ultramétri-
cas, ultramétricas débiles y b—métricas extendidas. El trabajo
estd inspirado, en su mayoria, en las obras (Khemaratchata-
kumthorn and Pongsriiam, 2018) y (Khemaratchatakumthorn
and Pongsriiam, 2019). Ellos investigan algunas relaciones en-
tre las métricas, ultramétricas y b—métricas, y proporcionan una
descripcion completa entre estas familias.

Nosotros, en este trabajo, presentamos algunos resultados
originales: la Nota 2.2 es muy importante, ya que (Khemarat-
chatakumthorn and Pongsriiam, 2018, Lema 13) comentan que,
la demostracidn, se sigue del hecho que, todo espacio métrico es
b-métrico, aqui incluimos su prueba. La Nota 2.6 y Lema 3.2,
faciles de demostrar, sus pruebas son obtenidas como un ejer-
cicio que nos planteamos en su momento. Sobre las funciones
que preservan la ultramétrica, ultramétricas débiles, se encuen-
tra: la Nota 4.2, Definicién 4.3 inciso (b), simbolo UD, Propo-
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sicién 4.4, Corolario 4.6 y Corolario 4.8. Respecto a b—métri-
cas extendidas: Observacion 5.2, Observacion 5.3, simbolo BE,
Definicién 5.4, Teorema 5.5, Observacién 5.6 y Teorema 5.7.

Deseamos que este trabajo motive o estimule la curiosidad
para ampliar la informacién acerca de este tpico y contribuya
al desarrollo de esta drea.

Para llevar a cabo esta investigacién, hemos contemplado
cinco secciones como indicamos a continuacién. En la seccién
de preliminares proporcionamos los conceptos, notas y resulta-
dos importantes que serdn de utilidad en el desarrollo de esta
tarea. En la seccién de definiciones y propiedades bdsicas, in-
cluimos el estado actual de las funciones que preservan la métri-
ca, b—métrica, b—métrica—métrica y métrica—b—métrica. En la
seccion de ultramétricas y ultramétricas débiles buscamos al-
guna conexion entre ellas y con las b—métricas. En la seccion
de espacios b—métricos y b—métricos extendidos generalizamos
algunas propiedades de las familias de funciones que preservan
la b—métrica al espacio de funciones que preservan la b—métrica
extendida.

Finalmente, comentamos que la nocién de b—métrica apare-
ce por primera vez en el articulo (Bakhtin, 1989) y, a partir de
ahi, muchos autores lo referencian, ver por ejemplo (Czerwik,
1993; Khemaratchatakumthorn and Pongsriiam, 2019).

2. Preliminares

Empezamos esta seccién recordando las definiciones de
métrica y b—métrica.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto cualquiera no vacio.

A) Una métrica en X es una funciéon d : X X X — [0, o0)
que satisface las siguientes propiedades: para cada x,y,z € X se
tiene que

M1)d(x,y) =0siysolosix =y,

M2) d(x,y) = d(y, x) (simetria),

M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (desigualdad triangular).

B) Una b—métrica en X, es una funcion d que satisface (M1),
(M2)y, la desigualdad triangular se sustituye por la desigualdad
s—triangular:

(B3) existe s > 1 tal que d(x,y) < s(d(x,z) + d(z,)).

C) El par (X,d) es llamado espacio métrico si d es una
métrica en X, y dicho par es un espacio b—métrico cuando d
es una b—métrica en X.

Observemos que si (X, d) no es un espacio b—métrico, en-
tonces para cada s > 1, existen puntos x,y,z € X tales que
d(x,y) > s(d(x,z) + d(z,y)). En particular, para s = 1 obtene-
mos que, existen x,y,z € X tales que d(x,y) > d(x,z) + d(z,y).
En otras palabras, (X, d) no es un espacio métrico. Hemos veri-
ficado:

Nota 2.2. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces es también
un espacio b—métrico.

Para concluir esta seccion, recordaremos algunas nociones
que serdn empleadas en el resto del trabajo, entre otras, la
de funcién que preserva la métrica. Para el lector interesado
en profundizar en esta temdtica, le recomendamos el capitulo:
Funciones que preservan la métrica, que puede consultar en
(Martinez et al., 2011).

Definicion 2.3. Sea f : [0, 00) — [0, o0) una funcién. Se dice
que:

(a) f preserva la métrica si para cualquier espacio métrico
(X, d), se tiene que f od es una métrica en X. Ademads, f preser-
va la métrica fuertemente, si para cualquier métrica d, se tiene
que, f od es equivalente a d.

(b) f es flexible si 'y sélo si f~'({0}) = {0}.

(c) f es subaditiva si para cualesquiera x, y € [0, o) se cum-
ple que f(x +y) < f(x) + f().

(d) f es casi-subaditiva si existe s > 1 tal que se cumple
f(x+y) < s(f(x)+ f(y)) paratoda x,y € [0, c0).

(e) fesconvexasi f(1-H)x+1ty) <(1—-1)f(x)+1tf(y) para
cualesquiera x,y € [0,00) y t € [0, 1].

(f) fesconcavasi(1-16)f(x)+tf(y) < f((1 —1t)x+1ty) para
cualesquiera x,y € [0,00) y t € [0, 1].

(g) f es creciente en un intervalo I C [0, co) si para cada
x,y € I con x <y, tenemos que f(x) < f().

(Dobous, 1998), hace el siguiente comentario: es facil ver
que, toda funcién que preserva la métrica es flexible. Incluimos
la prueba.

Nota 2.4. Si f : [0,00) — [0, ) es una funcién que preserva
la métrica, entonces f es flexible.

Demostracion. Supongamos que, para cada espacio métrico
(X, d), tenemos que, f od es una métrica. En particular, se cum-
ple que, x = y siy s6losi 0 = (f o d)(x,y) = f(d(x,y)). De aqui
se desprende que, f(0) = 0. O

Nuevamente, se debe a (Dobous, 1998), parte de la demos-
tracion de la siguiente Nota.

Nota2.5. Sif:[0,00) = [0, 00) es concava y flexible, entonces
f es subaditiva y creciente.

Demostracion. Para establecer el resultado, sean x,y € [0, co0).
Consideremos dos casos.

Caso 1. Si x = y, entonces de la concavidad y flexibilidad
de f se sigue que

Tfx+y) =30+ 1 f(x+y) < fG(x+y) = f(),
es decir, f(x +y) < 2f(x) = f(x) + f().

Caso 2. Si x < y, entonces existe t € [0, 1] tal que x = (1-7)y
y, por consiguiente, y = #(x +y) + (1 —t)x. Una vez mas, la con-
cavidad y la flexibilidad de f implican que

A =0f) = 1f(0) + (1 =0 f() < f((1 = 1)y) = f(),

tfx+y)+ (A =0f(x) < ftHx +y) + (1 =0)x) = f(y).

De estas desigualdades se sigue que

tf(x+y)+ A=) + ) < f(x) + f),

lo cual es equivalente a f(x +y) < f(x) + f(y).

Ambos casos implican que f es subaditiva.

Veamos ahora que f es creciente. Supongamos que existen
a,b e€[0,00) talesque a < by f(a) > f(b). Pongamos

o - _ 0@ -af®)

T f@ YT f@- )
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Como f es concava, se sigue que

I=-f+1f(x) < f((1 -0y +1x)
0, equivalentemente,

f@-f®) 1)
f@ 7 f@

De aqui f(y) < 0. Pero f(y) > 0, asi que f(y) = 0, lo cual nos
da una contradiccién al hecho de que y > Oy f es flexible. [J

(I-DfM+fb)<f a)=f(b)-

Por otra parte, si f no es casi-subaditiva, entonces para cada
s > 1, existen x,y € [0, 00) tales que f(x +y) > s(f(x) + f(¥)).
En particular, para s = 1, obtenemos que, existen x,y € [0, co)
tales que f(x +y) > f(x) + f(y). En otras palabras, f no es
subaditiva. Hemos demostrado

Nota 2.6. Si f : [0,00) — [0, ) es subaditiva, entonces f es
casi-subaditiva.

Algunos resultados relacionados con funciones que preser-
van la métrica son los siguientes:

Lema 2.7. Si f es una funcion que preserva la métrica, enton-
ces f es subaditiva.

Demostracion. La prueba puede ser consultada, por ejemplo,
en (Corazza, 1999, Proposicion 2.1) O

Una consecuencia inmediata de la Nota 2.6 y el Lema 2.7
es el siguiente hecho.

Lema 2.8. Si f es una funcion que preserva la métrica, enton-
ces f es casi-subaditiva.

Lema 2.9. Si f : [0,00) — [0, o) es concava y flexible, enton-
ces f preserva la métrica.

Demostracion. Supongamos que f es concava y flexible. Por la
Nota 2.5, tenemos que f es subaditiva y creciente. Sea (X, d) un
espacio métrico. Verificaremos que f o d es una métrica. Sean
x,y,z € X. Entonces

(1) Por ser f flexible, tenemos que, (f o d)(x,y) = 0 si, y
solo si, x = y.

(2) (f e d)(x,y) = fd(x,y)) = f(d(y,x)) = (f o d)(y,x)

(3) Pongamos a = d(x,y), b = d(x,z) y ¢ = d(z,y). Se sigue
por la desigualdad triangular que, a < b + c. Ahora, por ser f
creciente y subaditiva, se concluye que, f(a) < f(b)+ f(c). O

3. Definiciones y propiedades basicas

Para comenzar proporcionamos las nociones bdsicas que
serdn el objeto de estudio del presente trabajo. Recomenda-
mos al lector la cita (Khemaratchatakumthorn and Pongsriiam,
2018).

Definicion 3.1. Sea f : [0, c0) — [0, 00). Se dice que

i) f preserva la b—métrica si para cada espacio b—métrico
(X, d), tenemos que f o d es una b—métrica sobre X;

ii) f preserva la métrica—b—métrica si para cada espacio
métrico (X, d), tenemos que f o d es una b—métrica sobre X;

iii) f preserva la b—métrica—métrica si para cada espacio b—
métrico (X, d), tenemos que f o d es una métrica.

Al igual que en el Lema 2.8, obtenemos algo similar para
funciones que preservan la b—métrica y cuya prueba no se en-
cuentra en la literatura.

Lema 3.2. Si f es una funcion que preserva la b—-métrica, en-
tonces [ es cuasi-subaditiva.

Demostracion. Sean x,y € [0,0) y d(x,y) = |y — x|. Entonces

fx+y)=(fod)0,x+y)
<s((fod)0,x) + (fod)(x,x+Y))
= s(f(x) + fO)). O

Denotamos por M el conjunto de funciones que preservan
la métrica, por B la coleccién de funciones que preservan la
b-métrica, por MB el espacio de funciones que preservan la
métrica—b-métrica, y por BM la familia de funciones que pre-
servan la b—métrica—métrica.

Una primera inquietud o interrogante que podriamos hacer-
nos es la siguiente.

Pregunta. ;Existe alguna relacion entre estas clases?

La proposicion siguiente da una respuesta a la pregunta an-
terior, y su demostracién se debe a (Khemaratchatakumthorn
and Pongsriiam, 2018, ver Teorema 15 y Ejemplo 16 ), agrega-
mos aqui la prueba con el fin de hacer completa la exposicion
del tema.

Proposicion 3.3. Las siguientes relaciones se satisfacen:
BMCMCBCMB MEBMyBZ M.

Demostracion. Veamos que BM C M. Sea f € BM. Vamos
a verificar que f € M o, equivalentemente, para cada espacio
métrico (X, d), se debe cumplir que f o d es una métrica.

Sean x,y,z € X. Por la Nota 2.2, tenemos que (X, d) es un
espacio b—métrico. Como f € BM, entonces f preserva la b—
métrica—métrica. Asi, de acuerdo con la Definicién 3.1 inciso
iii), f o d es una métrica. Luego, f € M.

Ahora mostramos que M C B. Sea f € M, entonces para
cada espacio métrico (X, d), se tiene que f o d es una métrica.
Por la Nota 2.2, (X,d) es un espacio b—métrico. Es suficiente
demostrar que existe s > 1 tal que

(fod)(x,y) < s((f o d)(x,2) + (f 0 d)(z.y))

para cualesquiera x,y,z € X.

Procedamos por contradiccion. Para cada s > 1, existen puntos
x,y,z € X tales que

(f od)(x,y) > s((f o d)(x,2) + (f 0 d)(z, y)).

En particular, para s = 1 obtenemos que

(fod)(x,y) > (fod)(x,2) + (f 0 d)(z, ).

Pero, esta tltima desigualdad estricta contradice la desigualdad
triangular de f o d. Luego, f € B.

Finalmente, se muestra que B € MB. Sea f € B. Verifi-
carémos que f € MB o equivalentemente, para cada espacio
métrico (X, d), se debe satisfacer que, f o d es una b—métrica
sobre X. Sean x,y,z € X. Por la Nota 2.2, (X, d) es un espacio
b—métrico. Dado que f € B, de acuerdo con la Definicién 3.1
inciso 1), f o d es una b—métrica sobre X. Luego, f € MB. O
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A partir de la Proposicién 3.3, tenemos una imagen casi
completa de las relaciones de subconjuntos entre BM, M, B
y MB, excepto que no sabemos si MB C B. (Khemaratcha-
takumthorn and Pongsriiam, 2019) demuestran que MB = B.
Antes de compartir su demostracidn, iniciamos con algunas no-
ciones y resultados auxiliares.

Definicion 3.4. Una tripleta triangular es una terna (a, b, ¢) con
a,b,c >0talesquea<b+c,b<a+cyc<a+b.Sedenota
por A el conjunto de las tripletas triangulares.

En la siguiente definicién, introducimos un tipo especial de
tripletas triangulares que nos seran de utilidad para caracterizar
funciones que preservan las b—métricas.

Definicién 3.5. Sean s > 1y a,b,c > 0. Una tripleta (a, b, ¢)
serd llamada tripleta s—triangular si a < s(b +¢), b < s(c + a)
y ¢ < s(a + b). El conjunto de tripletas s—triangulares se denota
por Ag.

En la cita Khemaratchatakumthorn-2018, se establece una
caracterizacion de las funciones que preservan la métrica—b—
métrica en términos de tripletas s—triangulares. Veamos como
es esto

Teorema 3.6. Suponga que f es flexible. Entonces las siguien-
tes proposiciones son equivalentes

1) f e MB.

2) Existe s > 1 tal que (f(a), f(b), f(c)) € A para cada
(a,b,c) € A.

Demostracion. 1) — 2). Sea f € MB y sea d la métrica Eucli-
diana sobre R?. Tenemos que f od es una b—-métrica. Asi, existe
s > 1 tal que

fd(x,y)) < s(f(d(x,z2))+f(d(z,y))) para cualquier x,y, x € R

Sea (a, b.c) € A. Por un argumento de la geometria Euclidiana,
existen puntos u,v,w € R? tales que a = d(u,v), b = d(u,w) y
¢ = d(v,w). Entonces

fla) = f(d(u,v)) < s(f(d(u,w)) + f(d(w,v))) = s(f(b) + f(c)).

Similarmente f(b) < s(f(a)+ f(c))y f(c) < s(f(a)+ f(b)). Por
o que (f(a), £(b), f(©)) € A,

2) — 1). Supongamos que existe s > 1 tal que la tripleta
(f(a), f(b), f(c)) es un elemento de A, para cada (a,b,c) € A.
Sea (X, d) un espacio métrico. Como f es flexible, tenemos que
(f od)(x,y) = 0si, y sélo si, x = y. Por otra parte, se sigue que
(f od)(x,¥) = (f o d)(y, x) para cada x,y € X. Finalmente, si
para x,y,z € X se fijan a = d(x,y), b = d(x,2) y ¢ = d(z,y),
entonces por hipdtesis resulta que, (d(x,y),d(x,2),d(z,y)) € A
y (f(d(x,y)), f(d(x,2)), f(d(z,y))) € As. Esto es,

(fod)(x,y) < s((f o d)(x,2) + (f 0 d)(z,y))

para cualesquiera x, y, z € X.

De aqui que, f € MB. La prueba esta completa. O

Nuevamente en la cita(Khemaratchatakumthorn and Pongs-
ritam, 2018, ver Teorema 20 ), se demuestra el siguiente resul-
tado. Procedemos a demostrarlo de una manera distinta.

Teorema 3.7. Sea f : [0,0) — [0, ). Si f € MB, entonces f
es flexible y casi-subaditiva.

Demostracion. Supongamos que f € MDB. Para demostrar
que f es flexible, sea x € [0, 0) tal que f(x) = 0. Se elige
X ={A,B,C}CR?>con A = (-3,0), B=(5,0)y C = (0, ﬁ).
Sean d, la métrica euclidiana de R? y d = d, |x la restriccién
de d, sobre X. Entonces

d(A,B)=d(A,C) =d(B,C) = x.

Por hipétesis f € MB, entonces se tiene que f o d es una b—
métrica sobre X. En particular, se satisface la propiedad (M1),

0=f(x)=f(d(A,B)) =(fod)A,B) si,ysolosi, A=B.

O sea (—%‘,O) = %‘,O). Luego, x = 0.

Por otra parte, si f no es casi-subaditiva, entonces por el
Lema 3.2, se tiene que f no preserva la b—métrica. Asi, existe
un espacio b—métrico tal que f o d no es una b—métrica. Pero,
f € MB implica que, para cada espacio métrico y, por lo tanto,
b—métrico de acuerdo con la Nota 2.2, tenemos que, f od es una
b-métrica, y esto nos da una contradiccion. Asi, f tiene que ser
casi-subaditiva. O

Una vez reunidas las herramientas necesarias, pasamos a
difundir la prueba que MB = B.

Teorema 3.8. Una funcion f : [0,00) — [0, 00) preserva la
métrica—b—métrica si, y solo si, f preserva la b—-métrica.

Demostracion. Vimos en la Proposicion 3.3 que B € MB, res-
ta ver que MB C B. Sea f € MB y (X, d) un espacio b—métrico.
Ahora, demostraremos que f o d es una b—métrica. Por el Teo-
rema 3.7, f es flexible y casi-subaditiva. Asi, (f o d)(x,y) = 0
si, y s6lo si, x = yy f(d(x,y)) = f(d(y, x)) para cualesquiera
x,y € X.

Por otra parte, Como f es casi-subaditiva, existe t > 1 tal
que, para cualquier a, b € [0, 00),

fla+b) <t(f(a) + f(D)). (D
Ademads, dado que d es una b—métrica, existe s; tal que
d(x,y) < s1(d(x,z) +d(z,y)) paracualesquiera x,y,z € X.

Por la propiedad Arquimediana, existe n € N tal que s; < n, de
aqui que, paracada x,y,z € X

d(x,y) < n(d(x,z) +d(z,y)). 2)

Por hipétesis f € MB, asi por el Teorema 3.6, existe s, > 1
tal que, para cualquier (a, b, ¢) € A, se tiene que,

(f(@), f(b), f(c)) € Ay, 3

Pongamos s = 2spnt", y para x,y,z € X, sean a = d(x,y),
b =d(x,z) y c = d(z,y). Por la desigualdad (2), a < n(b + ¢).
Asi, (a,nb + nc,nb + nc) € A. Ahora, por la expresion (3),

(f(a), f(nb + nc), f(nb + nc)) € Ay,.
Obtenemos la siguiente desigualdad

fld(x,y)) = f(a) < s2(f(nb + ne) + f(nb + nc))

=25 f(n(b + ¢)). @)
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En lo que sigue demostraremos que, para todo x € [0, 00) y
meN,

fmx) < m™ " f(x). ®)

Sea x € [0,0). Aplicaremos el principio de induccién ma-
temadtica sobre m para demostrar la desigualdad (5). Param = 1,
se obtiene que f(x) < f(x). Sea m > 1, y supongamos que la
desigualdad (5) se satisface para m, esto es, f(mx) < mt™ ! f(x).
Como 1 < ¢, entonces

mt" ™+ 1< (m+ D"
Por la desigualdad (1) y la hipétesis inductiva, obtenemos que
f((m+ Dx) = f(mx + x)
< 1(f(mx) + f(x))
< t(me™™ f(0) + f(x))
= tmt"™" + 1) f(x)
< t(m+ D" f(x)
= (m+ D" f(x).
Finalmente, por (4), (5) y (1), obtenemos
fld(x,y)) <28 f(n(b + ©))
< 25nt" ' f(b+c)
< 2sont"'1(f(b) + f(c))
25ont"(f(b) + ()
s(f(D) + f(©)
= s(f(d(x,2)) + f(d(z, y))). ]

(Khemaratchatakumthorn and Pongsriiam, 2019) utilizan
los Teorema 3.6 y 3.8, para obtener el siguiente corolario.

Corolario 3.9. Sea f : [0, 00) — [0, o) flexible. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

() f € B.

(ii) f € MB.

(i) Existe s > 1 tal que (f(a), f(b), f(c)) € A para cada
(a,b,c) € A.

(Dobous, 1998) aplica el principio de induccién matemati-

ca, para obtener el siguiente lema.

Lema 3.10. Sea f : [0,00) — [0, 0) una funcion subaditiva.
Entonces para todo entero positivo n'y cada x € [0, o), se tiene

que f(nx) < nf(x)y 27" f(x) < f27")

Demostracion. Sea x € [0, c0) y supongamos que f es subaditi-
va. Paran = 1, tenemos que f(x) = f(5+3) < 2f(3). Suponga-
mos que se cumple para n = k. Se demuestra que la desigualdad
se satisface paran = k + 1.

2—(tD) — p-(k+1) (f+f)
Jx) f )

(]
=2(3)
<o)
= f(27%"x).

La otra desigualdad se demuestra de manera similar. O

(Borsik and Dobous, 1988), demuestran el siguiente hecho.

Lema 3.11. Sea f : [0,c0) — [0, c0) una funcion que preser-
va la métrica y h > 0. Si f es convexa en el intervalo [0, h],
entonces f es lineal en [0, h].

Demostracion. Como f preserva la métrica, entonces por la
Nota 2.4, f es flexible. Ademads, por ser convexa en el intervalo
[0, A], se tiene que, para cada a,b € (0,h] cona < b,

f@=f(5b+(1-7)0) < 2f®) + (1= )10 = T ).
De aqui que,

a < b implica que

—. ©6)

f@ _ f)
a ~ b

Mostrarémos que

f(x) = %x para cada x € [0, A].

Sea x € (0, h]. Por la propiedad Arquimediana, 27"h < x.
Entonces de acuerdo a (6) y el Lema 3.10, f(27"h) = 27" f(h).
Por lo que

Sy _ 27y _ QR ) [

h 2-"h 2-"h T x h
h
De aqui que f(x) = J%x O

El siguiente Teorema se debe a (Khemaratchatakumthorn
and Pongsriiam, 2018), y nos es de utilidad, ya que nos permite
adaptar un resultado y su demostracién para espacios b—métri-
cos extendidos vea Teorema 5.7.

Teorema 3.12. Sea o > 0 y defina f : [0,00) — [0, ) por
f(x) = x%. Entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas.
(1) Si 0 < a < 1, entonces f es una funcion que preserva la
métrica.
(i1) Si @ > 1, entonces f es una funcion que preserva la
b-métrica, pero no preserva la métrica.

Demostracion. Si0 < a < 1, es facil ver que f es flexible y

concava. Asi, por Lema 2.9, f preserva la métrica.
Suponemos que a > 1 y definimos g : [0, 00) — R por

(a0
T ol4x

g(x)

Tenemos que

dg(x) a(l+ X1 = x2h
dx (1 + x2)2

Por lo que
dg(x)
dx

Asi g es creciente en el intervalo [0, 1] y decreciente en [1, o0).
De aqui que, para cada x € [0, o),

>0 si,ysélosi, x <1.

g(x) < g(1)=2""". (7
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Para mostrar que f es una funcién que preserva la b—métri-
ca, sea d una b—métrica sobre el espacio X, y s > 1 una cons-
tante tal que d(x,y) < s(d(x,z) + d(z,y)) para cada x,y,z € X.
Verificaremos tnicamente que, f od satisface la propiedad (B3)
de b—métrica, ya que las otras propiedades son inmediatas. Sean
a,b,c € X. Sia = c, entonces

(f od)a,b) = f(d(a,b))

(d(a,b))*

5*(d(a, c) + d(c, b))"

s*(d(c, b))*

5" f(d(c, b))

=50 + f(d(c, b))

= s*(f(0) + f(d(c, b))

= s"(f(d(a, 0)) + f(d(c,b)))

= 5"((f o d)(a,c) + (f o d)(c,D)).

Si a # c, entonces d(a,c) > 0. Asi, por la desigualdad (7),

obtenemos que,
g d(c,b) <201,
d(a,c)

IA

lo cual es equivalente a,
d(c.b)
f(Ges +1)
dch)\ =
1+ f((i(a,c'))

a-1 d(C, b)
+ 1) <2 (1 +f(—d(a,c)))'

Es decir, [d(a, c) + d(c,b)]* < 2°7'[(d(a, c))* + (d(c,b))?]. De
aqui que,

(f o d)(a,b) = f(d(a, b))

= (d(a, b))

< 5*(d(a, c) + d(c, b))”

< 5727 1((d(a, ©))" + (d(c, b))")

= 5"27!(f(d(a, ) + f(d(c, b))
s"277((f o d)(a,¢) + (f o d)(c, b)).

Por lo que, f es una funcién que preserva la b—métrica. Dado
que

a-1

y asuvez a,

d(c,b)
! (d(a, c)

&> f(x)

dx?
se sigue que f es convexa en el intervalo [0, 1]. Pero, f no es
lineal en [0, 1], obtenemos por el Lema 3.11 que f no es una
funcién que preserva la métrica. Esto completa la prueba. [

> 0 paracada x >0,

Para finalizar con esta seccidn, proporcionamos los
ejemplos dados por(Khemaratchatakumthorn and Pongsriiam,
2018), para evidenciar que, las contenciones BM C M y
B € M dadas en la Proposicién 3.3 son propias.

Ejemplo 3.13. (i) M ¢ BM. Sea f(x) = x para cada x €
[0, 00). Se sigue que, f es flexible, subaditiva y creciente; asi
por el Lema 2.9, f € M. Pongamos

d(x,y) =[x =y* y p(x,y) = [x—y| paracada x,y€R.

Sea g(x) = x* para cada x € [0,c0). Dado que d = g o p,
por el Teorema 3.12 obtenemos que, d es una b—métrica. Pero,
f od = dno es una métrica sobre R. Por lo que f ¢ BM.

(i) B € M. Sea £ : [0, 00) — [0, o0) definida por f(x) = x°.
Entonces por el Teorema 3.12, f € B, pero f ¢ M.

4. Ultramétrica y ultramétrica débil

Existen otros conceptos de los que conviene hacer una acla-
racién: algunas métricas tienen nombres diferentes, pero en
realidad son iguales. Por ejemplo, la b—métrica también se co-
noce como casi métrica. Investigadores utilizan la inframétrica
(o la ultramétrica débil) y parece ser diferente al de b—métri-
ca ver (Czerwik, 1993). La definicién de inframétrica y de ul-
tramétrica es la siguiente.

Definicion 4.1. Sea X un conjunto no vacio. Una inframétrica (
o ultramétrica débil) en X es una funciénd : XxX — [0, co) que
satisface las siguientes tres condiciones: para cada x,y,z € X se
tiene que

(I1) d(x,y) = 0 si, y s6lo si, x =y,

(I2) d(x,y) = d(y, x) (simetria),

(I3) existe C > 1 tal que d(x,y) < C max{d(x, z),d(z,y)}.

Una ultramétrica en X es una funcién d que satisface (I1),
(I2) y la desigualdad ultramétrica

(U3) d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}, para x,y,z € X.
El par (X, d) es llamado espacio ultramétrico débil si d es

una ultramétrica débil en X y dicho par es un espacio ultramétri-
co cuando d es una ultramétrica en X.

En la siguiente observacién proporcionamos una relacién
entre la ultramétrica y ultramétrica débil. Comentamos que,
aunque la prueba es facil, esta no se encuentra en la Biblio-
grafia.

Nota 4.2. Todo espacio ultramétrico (X,d) es un espacio ul-
tramétrico débil.

Demostracion. Supongamos que para cada C > 1, existen pun-
tos x,y,z € X tales que

d(x,y) > C max{d(x, z),d(z,y)}.

En particular, C = 1 implica que existen puntos x, y, z € X tales
que
d(x,y) > max{d(x, z),d(z,y)}.

O sea, (X, d) no es ultramétrico. O

La definicién siguiente inciso (a) nos impulsé a definir la
del inciso (b), asi como la notacién UD.

Definicion 4.3. Sea f : [0, c0) — [0, o0). Se dice que:

(a) f preserva la ultramétrica si para cada espacio ul-
tramétrico (X, d), tenemos que f o d es una ultramétrica;

(b) f preserva la ultramétrica débil si para cada espacio ul-
tramétrica débil (X, d), tenemos que f o d es una ultramétrica
débil.

Denotamos por U la familia de funciones que preservan la
ultramétrica y por UD la coleccion de funciones que preservan
la ultramétrica débil.
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Pregunta. ;Existe alguna relacion entre estas clases?

En la proposicidn siguiente damos respuesta a la pregunta,
y conectamos por primera vez, las colecciones U con UD.

Proposicion 4.4. Tenemos que U € UD.

Demostracion. Sean f € U, entonces para cada espacio ul-
tramétrico (X, d), tenemos que f o d es una ultramétrica en X.
La Nota 4.2 implica que, (X, d) es un espacio ultramétrico débil.
Supongamos que f od no es una ultramétrica débil en X, enton-
ces para cada C > 1 existen puntos x, y, z € X tales que

(f o d)(x,y) > Cmax{(f o d)(x,2), (f o d)(z,y)}.

En particular, para C = 1 existen x, y, z € X tales que

(f o d)(x,y) > max{(f o d)(x,2), (f 0 d)(z, y)}.

O sea, f o d no es una ultramétrica, lo cual nos da una contra-
diccidn. O

En la referencia (Khemaratchatakumthorn and Pongsriiam,
2019) se demuestra que B = UD.

Teorema 4.5. Supongamos que X es un conjunto no vacio y
d : X X X — R una funcion. Entonces d es una b—-métrica si, y
solo si, d es una ultramétrica débil.

Demostracion. Supongamos que d es una b—métrica. Entonces
existe s > 1 tal que

d(x,y) < s(d(x,z) + d(z,y)) paracada x,y,z € X.

Basta verificar la propiedad I3), ya que las otras propiedades
coinciden. Sean x,y, z € X, entonces

d(x,y) < s(d(x,z) + d(z,y))
< s{max{d(x, z), d(z, y)} + max{d(x, z), d(z, y)}}
= 2smax{d(x, z),d(z,y)},

Pongamos C = 2s, tenemosque C > 1y
d(x,y) < Cmax{d(x,z),d(z,y)} paracualesquiera x,y,z € X.

Asi, d es una ultramétrica débil.
Ahora, supongamos que d es una ultramétrica débil, enton-
ces existe C > 1 tal que

d(x,y) < Cmax{d(x,z),d(z,y)} para cualesquiera x,y,z € X.

Como max{d(x, z),d(z,y)} < d(x,z) + d(z,y), entonces se sigue
que C max{d(x, z),d(z,y)} < C(d(x,z) +d(z,y)). Esto demuestra
que d es una b—métrica. O

Por la Proposicién 4.4 y el Teorema 4.5, obtenemos el si-
guiente corolario. Este resultado es un aporte, ya que relacio-
na por primera las familias de funciones que preservan la ul-
tramétrica y b—métricas.

Corolario 4.6. Tenemos que U C B.

A continuacién hacemos un resumen del estado actual que
llevamos hasta el momento.

Observacion 4.7. 1i). En la Proposicién 3.3, vimos que BM C
M € B € MB, y a partir del Ejemplo 3.13 concluimos que las
contenciones BM € M y M C B son propias.

ii). El Teorema 3.8 y Corolario 4.6, implican que, U € MB.
Asi, MB=BUMUBMU U.

En la Nota 2.4, se demostré que, si f € M, entonces f es
flexible. Extendemos este hecho para el caso de cualquier fun-
cion fe BUMUBMU U.

Corolario 4.8. Sea f : [0,00) — [0,0). Si f estd en M, U, B
0o BM, entonces f es flexible.

Demostracion. La Observacion 4.7 inciso ii), nos dice que,
MB=BUMUBMUU.

Asi, si f pertenece a cualquier coleccion M, U, B o BM, enton-
ces f € MB. Luego, el resultado se sigue del Teorema 3.7. O

5. Espacios b-métricos y b-métricos extendidos

En esta seccién se muestra como algunas propiedades que
se han descrito anteriormente, son validas en un nuevo tipo de
espacio métrico generalizado, a saber el espacio b—métrico ex-
tendido. Invitamos al lector la lectura proporcionada en (Kam-
ran et al., 2017).

Definicién 5.1. Sea X un conjunto no vacioy 6 : X x X —
[1, 00) una funcién. Se dice que dyp : X X X — [0, 0) es una
b-métrica extendida si para todo x,y, z € X se satisface:

(dgl) dy(x,y) = 0si, y s6lo si, x = y;

(dg2) dp(x,y) = dy(y, x);

(dy3) dp(x,2) < 0(x,2)[dg(x,y) + dp(y, 2)].
El par (X, dy) es llamado espacio b—métrico extendido.

Observacion 5.2. Todo espacio b—métrico (X, d) es un espacio
b—métrico extendido.

Demostracion. Supongamos que (X, d) es un espacio b—métri-
co. Verificarémos unicamente la propiedad (dy3), ya que las
otras dos propiedades coinciden. Sean x,y,z € X. Como d es
una b—métrica sobre X, existe una constante s > 1 tal que

d(x,2) < s(d(x,y) + d(y,z)). Pongamos 0(x,z) = sy dg(x,2) =
d(x, 7). Tenemos que (dy3) se satisface. ]

Una consecuencia inmediata de la Nota 2.2 y la Observa-
cién 5.2 es lo siguiente

Observacion 5.3. Todo espacio métrico (X, d) es un espacio b—
métrico extendido.

La definicién que presentamos en seguida, estd motivada en
la coleccién B, asi como la notacién BE.

Definicion 5.4. Una funcién f : [0,00) — [0, c0) preserva la
b-métrica extendida si para cada espacio b—métrico extendido
(X, dp), existe 0:XxX > [l,o) tal que (f o dp)y es una b-
métrica extendida en X.

Denotamos por BE el espacio de funciones que preservan
la b—métrica extendida. Una pregunta inmediata es:

Pregunta. ;Existe alguna relacion entre las clases B y BE?

Damos respuesta a esta pregunta, con la demostracién del
teorema siguiente, y de este modo conectamos por primera vez
estas colecciones.
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Teorema 5.5. La siguiente contencion se satisface: B C BE.

Demostracion. Sea f € B. Por el Teorema 3.8, f € MB. Aho-
ra por el Teorema 3.7, f es flexible y casi-subaditiva. Ademas,
f € B implica que, para cada espacio b—métrico (X, d), tenemos
que f od es una b—métrica. Por la Observacion 5.2, (X, d) es un
espacio b—métrico extendido.

Como f es casi-subaditiva, existe s > 1 tal que

f(x+y) < s(f(x)+ f(y)) paracada x,y € [0, o).

Sea f : X X X — [1,00) definida por 6(x,z) = s para cuales-
quiera x,z € X. Veamos que f od = (f o d)g es una b—métrica
extendida. Sean x, y,z € X. Como ya es usual, f flexible impli-
caque (fod)y(x,z) = 0si, y sélo si, x = y. Ademads, resulta que
(f o d)o(x,2) = (f o d)o(z, x).

Falta verificar la propiedad (dy3). Ya que f es casi-
subaditiva, se sigue que

(f od)p(0, x +y) = f(x+y)
<s(f()+ fO)
< 0(x, )(f(x) + f()
= 6(x,2)(f(d(0, x)) + f(d(x +y,x)))
= 0(x, 2)((f o d)a(0, x) + (f o d)g(x + y, X)).

Esto completa la demostracion. O

Con la observacién siguiente dejamos por hecho la investi-
gacion anunciada en el resumen.

Observacion 5.6. Por el Corolario 4.6 y el Teorema 5.5, obte-
nemos que

UcBcBE.

El siguiente resultado es un aporte a la literatura de espacios
b—métricos extendidos.

Teorema 5.7. Seaa € Rcona > 1ysea f : [0,00) — [0, 00)
definida por f(x) = x*. Entonces f es una funcion que preserva
la b—métrica y la b—-métrica extendida.

Demostracion. Por el Teorema 3.12 inciso (ii), f preserva la b—
métrica. Asi, para cada espacio b—métrico (X, d), tenemos que
f o dy es una b—métrica en X. Ademds, por la Observacién 5.2,
(X, d) es un espacio b—métrico extendido.

Mostramos ahora que f preserva la b—métrica extendida.

Seaf: XXX — [1,00)y (X, dy) un espacio b—métrico ex-
tendido. Definimos & : XxX — [1, c0) por A(x, z) = 2°7'0(x, 2)®
para todo x,z € X. Verificamos que (f o dg); = f o dp es una
b-métrica extendida en X.

Sean x,y,z € X. Como f es flexible, (f o dg)y(x,y) = 0si, y
solo si, x = y. Ademas,

(f odg)e(x,y) = (f o dg)y(y, x).

Esto muestra que (dyl) y (dy2) se satisfacen. Mostramos ahora

que (f o dy), satisface (dj3). Si x =y, entonces

(f o dp)p(x,2) = f(ds(x,2))
= (dy(x,2))"
< 0(x,2)"(dp(x, ) + do(y, 2))"
= 0(x, 2)"(dy(y.2))"
= 0(x,2)" f(dg(. 2))
= 60(x,2)"(0 + f(do(y,2)))
= 0(x,2)*(f(0) + f(ds(,2)))
= 0(x,2)* (f(do(x, ) + f(ds(,2)))
= 0(x,2)((f © d)(x,¥) + (f © dg)(¥,2))
< 2°7'00x, 2)((f 0 dp)(x,y) + (f 0 dp)(¥, 2))
= 0(x, 2)((f © dg)y(x,y) + (f © de)y(y, 2)).

Si x # y, entonces dy(x,y) > 0. Luego, si g : [0, 00) — R se
define por
(I +n)”
1+’

g =

del Teorema 3.12 sabemos que g(f) < 2! para todo ¢ > 0. Asf,

obtenemos que,
(dg(yv Z)) < 2(1—1 ,
dg(x,y)
lo cual es equivalente a,

F@e5+) o

Lef(ges)

y esto a su vez por,

dp(y,2) o1 ( ( dyg(y,2) ))
022 1) <201 2R,
! (de(x,y)+ )S T\ dotey)

Es decir, (dg(x,y) + dp(y,2))" < 2971 (dy(x,y)* + dg(y,2)*). De
aqui que,

(f o dp)y(x,2) = f(dp(x,2))
= (dg(x,2))"
< 0(x, 2)(do(x,y) + dy(y, 2))"
< 2°710(x, 2)*(dg(x, y)* + dp(x,2)")
= 2°710(x, ) (f(do(x.y)) + f(do(y. 2)))
= 2°710(x, 2)*((f 0 dp)(x,y) + (f © dp)(,2))
= 00x, 2)((f 0 d)p(x,y) + (f © dp)s(. 2)).

Ambos casos muestran que f preserva la b—métrica extendida.
Esto completa la prueba. U

6. Conclusiones

A continuacién mencionamos lo que a nuestro juicio son los
aportes fundamentales de este trabajo:

(1) Todo espacio métrico (X, d) es un espacio b—métrico (ver
la Nota 2.2). Este hecho lo utilizan (Khemaratchatakumthorn
and Pongsriiam, 2018, Lema 13).

(i) Si f : [0,00) — [0, c0) es subaditiva, entonces f es
casi-subaditiva ( ver 1a Nota 2.6).
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Como consecuencia inmediata de la Nota 2.6 y el Lema 2.7
obtuvimos:

(iii) Si f es una funcién que preserva la métrica, entonces f
es casi-subaditiva (ver el Lema 2.8).

Respecto a espacios b—métricos:

(a) Motivados por el Lema 2.8, demostramos: Si f es
una funcién que preserva la b—métrica, entonces f es casi-
subaditiva (ver el Lema 3.2). Este resultado es importante, y
se refleja en la demostracién de los Teoremas 3.7 y 3.8.

Respecto a los espacios ultramétricos y ultramétricos débi-
les enlistamos:

(1) Todo espacio ultramétrico (X, d) es ultramétrico débil, (
ver la Nota 4.2 ). Ademas, la Definiciéon 4.3 inciso (b), el simbo-
lo (UD) y la Proposicién 4.4.

(2) Aunque el Teorema 4.5 no es de nuetra autoria, este jun-
to con la Proposicion 4.4 implican que U € B (ver Corola-
rio 4.6), y ademas sin menospreciar el Corolario 4.8.

Respecto a los espacios b—métricos y b—métricos extendi-
dos obtuvimos lo siguiente:

(i) Todo espacio b—métrico (X, d) es un espacio b—métrico
extendido (ver la Observacion 5.2).

La Nota 2.2 y la Observacién 5.2 implican que

(i1) Todo espacio métrico (X, d) es un espacio b—métrico ex-
tendido (ver la Observacion 5.3).

(iii) La Definicién 5.4, 1a notacién BE y la Observacion 5.3.

(iv) La contencion B C BE (ver el Teorema 5.5).

(v) Obtuvimos las contenciones U € UD C BE ( vea la
Observacion 5.6).

(vi) El Teorema 5.7, asi como su demostracién es una adap-
tacion a los espacios b—métricos extendidos.

Por supuesto, quedan algunas preguntas por responder.

Problema. (a) ;La contencién B C BE es propia?, es decir,
,es posible proporcionar algiin ejemplo para el cual BE C B no
se satisface?

(b) (Es posible extender el concepto de espacio ultramétri-
co?, y en caso afirmativo, ;cudles son las propiedades de tales

espacios?
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