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Resumen

En este trabajo, proporcionamos un contraejemplo para subsanar un error cometido en el articulo: Funciones que preservan la
b—métrica extendida y otras métricas relacionadas. En particular, las contensiones siguientes no se satisfacen: U C UD, U € By
U € BE ver (Martinez, 2022)[Proposicién 4.4, Corolario 4.6 y Observacion 5.6]. Fecha de publicacién 05/01/2022, Vol 9, No. 18
(2022), pags 47-55 y DOI: https://doi.org/10.29057/icbi.v9i18.7128.
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Abstract

In this work, we provide a counterexample to correct an error made in the article: Functions that preserve the extended b—metric
and other related metrics. In particular, the following contentions are not satisfied: UL € UD and hence U € B and U C BE see
(Martinez, 2022)[Proposition 4.4, Corollary 4.6 and Observation 5.6]. Publication date 05/01/2022, Vol 9, No. 18 (2022), pp. 47-55

and DOI: https://doi.org/10.29057/icbi.v9i18.7128.
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1. Introduccion

En el articulo (Martinez, 2022) dimos a conocer dos fa-
milias, a saber, la coleccién de funciones que preservan la ul-
tramétrica débil UD y el conjunto de funciones que preservan
la b—métrica extendida BE. Investigamos sus relaciones entre
ellas y otras ya conocidas. Ahi, se verificé que, U € UD, por
ende U € By U C BE ver (Martinez, 2022)[Proposicién 4.4,
Corolario 4.6 y Observacién 5.6]. Sin embargo, después de un
andlisis cuidadoso, encontramos que, estas contensiones son in-
correctas. A continuacién proporcionamos las correcciones que
hemos implementado.

a) La discusion anterior (Martinez, 2022)[Proposicion 4.4]
la demostracién es erronea, ya que, para mostrar que la funcién
f estd en el conjunto UD, debimos haber pedido que (X, d) sea
cualquier espacio ultramétrico débil y luego verificar que f o d
es una ultramétrica débil. Sin embargo en la prueba, empeza-
mos considerando un espacio ultramétrico (X, d), pero ain ha-
ciendo esos cambios, la contension no es cierta. Para subsanar
esto, consideremos el siguiente contracjemplo. Con esto deja-
mos por hecho que, las colecciones U y UD son distintas.

*Autor para correspondencia: reinaldo.martinez.c @uatx.mx

Contraejemplo 1.1. (i) U ¢ DU. Sea X = N el conjun-
to de los nimeros naturales. Definamos la siguiente funcién
d: XxX — [0,00) como sigue

0, sin=m
din,m) =< min{nm}, si0O<|n—m| <2 €))]
max{n,m}, de otra forma.

Nétese que, para cualesquiera x,y,z € X
d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) < Zmax{d(x, 2), d(z, )}.

De aqui que, para x = n,y = my z = 0, obtenemos por simples
calculos que, d(n,m) = m+2,d(n,0) =o+2yd(o,m) =m+2.
Asi, la desigualdad siguiente se satisface,

2max{d(n,0),d(o,m) > 2max{o+2,m+2} = 2(m+2) > d(n, m).

Por lo tanto, d es una ultramétrica débil sobre X.
Ahora, consideremos la siguiente funcién lineal a trozos
f :[0,00) — [0, 00) como sigue

si0<x<1
sin<x<n+1, @)

x,
f(x):{ n!(1 + n(x — n)), nen.
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Es claro que f es estrictamente creciente, f(0) = 0 y asi
obtenemos que, f € U ver (Pongsriiam and Termwuttipong,
2014)[Teorema 9]. Ademas

f(m)=n! para cada neN. 3)

Afirmamos que f ¢ UD. En efecto, pongamos p = f o d,
y supongamos lo contrario, entonces para cualquier espacio ul-
tramétrico débil (X, d), se tiene que, f o d es una ultramétrica
débil, asi existe C > 1 tal que
p(x,y) < Cmax{p(x,z),p(z,y)} para toda x,y,z€X. (4)

Consideremos la desigualdad (4) con x = n,y = n+2,y
z = n + 1 para cualquier n € N. Por (1) y (3) obtenemos las
igualdades p(x,y) = n + 2, p(x,z) = n,y p(z,y) = n+ 1. Ahora
por la desigualdad (4) se sigue que

(n+2)! <Cinl,(n+ D) = Cn + 1.

Es decir, la desigualdad (n+2) < C se satisface paracadan € N,
lo cual es falso. Como consecuencia, f ¢ UD.

(i) DU ¢ U. Consideremos la funcién f : [0, c0) — [0, o)
definida por

x, si0<x<1

f(x):{ 1, six> 1.

20

&)

Es claro que f no es creciente, f(0) = Oy asi, f ¢ U ver (Pongs-
ritam and Termwuttipong, 2014)[Teorema 9].

Consideremos varios casos para los x, y € [0, c0):

(Case 1). Si x +y < 1, entonces

Jx+y)=x+y=f)+ ) <2(f(0) + f),

(Case 2). Si x < 1 <y, entonces

<

+x = fO)+ f() <2(f(0) + ).

NI —
N —

flx+y)=

Similarmente, si y < 1 < x, entonces

Jx+y) =5 <5 +y=fx)+ ) <2(f(x) + fFO).

(S
S

(Case 3). Si 1 < x <y, entonces

<

1
+ 5 =)+ ) < 2(/(0) + fO)).

| =
| =

fx+y) =

Sea (a,b,c) € A. Por los casos dados arriba, si b+ ¢ < 1,
entonces

flay=a<b+c=f(b+c)<2(fb)+ £(©)).

Similarmente, sia +c < 1 y a+ b < 1, entonces

J)=b<a+c=fla+c)<2f(a)+ f(c)

fe)=c<a+b=fla+b)<2(f(a)+ f(b)).

Los otros casos son similares. Pongamos s = 2. Hemos obte-
nido una constante s > 1 tal que (f(a), f(b), f(c)) € A, para
cualquier (a,b,c) € A, asi f € B ver (Khemaratchatakumt-
horn and Pongsriiam, 2019)[Corolario 3.2]. Pero, B = UD
ver (Martinez, 2022)[Teorema 4.5]. De aqui, obtenemos que
f e DU

b) El Corolario 4.6 ver (Martinez, 2022) debe ser reempla-
zado por lo siguiente: B # U.

¢) La Observacién 5.6 ver (Martinez, 2022) debe ser susti-
tuido por: U # BE.
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