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Resumen

La teoria de propiedades topoldgicas relativas es una rama importante de investigacion en topologia pues, entre otras aplicacio-
nes, ayuda a saber como estd localizado un espacio Y en un superespacio X. Ademads, una propiedad topoldgica relativa generaliza la
propiedad topoldgica global de la cual proviene, en el sentido de que si Y es igual a X, la propiedad relativa y la global coinciden. En
el presente articulo, hacemos un estudio minucioso de varias versiones relativas que se desprenden de los axiomas de separacién 77,
T», T y T4. Especificamente, de los conceptos definidos, proporcionamos ejemplos que garantizan su independencia, establecemos
caracterizaciones de ellos y damos condiciones bajo las cuales hay coincidencias.

Palabras Clave: Propiedades topoldgicas relativas, regularidad relativa, normalidad relativa.

Abstract

Relative topological properties theory is an important branch of research in general topology because, among other applications,
it helps to know how is a space Y located in a superspace X. Besides, a relative topological property generalize the global topological
property from which it comes, in the sense that if Y is equal to X, the relative property and the global property coincide. In the
present paper, we make a thorough study of several version that emerge from the separations axioms 7', T5, T3 and T4. Specifically,
of the concepts defined, we provide examples that guarantee its independence, we establish characterizations of them and we give
conditions under which there are coincidences.

Keywords: Relative topological properties, relative regularity, relative normality.

1. Introduccion Recordemos que entre las topologias con las que se puede
dotar un conjunto no vacio X, estdn aquellas que cumplen cier-
tas propiedades, entre otras, las que se utilizan para determi-
nar cuando es posible separar, mediante subconjuntos abiertos,
ciertos subconjuntos ajenos de X. Dichas propiedades actual-
mente se les llama axiomas de separacién, los cuales son la
motivacién del presente articulo. A continuacién se enuncian
con los que se trabajard a lo largo del escrito.

El presente trabajo estd enmarcado en el darea de la ma-
temadtica denominada Topologia. Desde sus inicios, a principios
del siglo xx, la Topologia ha tenido un gran desarrollo y actual-
mente tiene presencia en diversas ramas de la matemadtica, asi
como en otras areas de conocimiento. La definicion formal de
topologia sobre un conjunto es la siguiente.

Definicion 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que una
familia 7, formada por subconjuntos de X, es una fopologia so- Definicion 1.2. Se dice que un espacio topoldgico X es:

bre X si satisface: . . .
re (a) T, sipara cada par de puntos distintos xj, x, € X, existen

(1) 0,Xer. subconjuntos abiertos U,V en X tales que x; € U\ Vy

(2) SiA,A, e T,entonces A| NA, €. x, € V\U.

(3) SiAC 7, entonces JA € 7. (b) T, o Hausdorff si para cada par de puntos distintos xj, x, €
Al par (X, 1) le llamamos espacio topologico y a los ele- X, existen subconjuntos abiertos U, V en X tales que x; €

mentos de 7 les llamamos conjuntos abiertos de X. U, xeVyUnV =0.
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(c) T3 o regular si X es Ty y para cada x € X y cada subcon-
junto cerrado F en X tal que x ¢ F, existen subconjuntos
abiertos U,Ven Xtalesquexe U, FCVyUNnV=0.

(d) T4 o normal si X es Ty y para cada par de subconjuntos
cerrados y ajenos A, B en X, existen subconjuntos abiertos
UVenXtalesqueACU,BCVyUnV=0.

Recomendamos al lector las obras (Engelking, 1989), (Ca-
sarrubias Segura and Tamariz Mascaria, 2012), (Christenson
and Voxman, 1998), (Dugundji, 1976), (Munkres, 2000) para
la consulta de los términos no definidos en el presente trabajo.

Ahora bien, la teoria de propiedades topoldgicas relativas
fue iniciada en 1989 por A.V. Arhangel’skii y H. M. M. Gene-
di en (Arhangel’skii and Genedi, 1989). En particular, en dicho
articulo fueron definidos varios tipos de propiedades relativas
referentes a los axiomas de separacidn, asi como a la compaci-
dad y a algunas variantes de la compacidad. Una exposicién su-
maria de este tema puede encontrarse en (Arhangel’skii, 1996).

Una propiedad topoldgica relativa se establece para un espa-
cio topolégico X y un subespacio Y C X, y es aquella que gene-
raliza una propiedad global del espacio en el siguiente sentido:
cuando Y coincide con X, entonces la propiedad relativa debe
ser la misma que la global. Por ejemplo, una propiedad relativa
de la propiedad de Hausdorff es la siguiente: dado un espacio to-
polégico X y un subespacio Y de X, se dice que Y es Hausdorff
en X si para cualquier par de puntos diferentes y;,y, € Y, exis-
ten subconjuntos abiertos Uy V en X talesquey; € U, y, € V
y U NV = 0. Note que, efectivamente, si ¥ = X, estamos ha-
blando de la propiedad absoluta de Hausdorff. Por otra parte, si
en la definicidn anterior se considera y; € Y y y, € X, entonces
obtenemos otra version relativa de la propiedad de Hausdorff,
la cual se conoce como Y fuertemente Hausdorff en X (vea De-
finicién 2.1). De este modo, observamos que para alguna pro-
piedad topoldgica P, pueden existir Py, P, . . ., Pi propiedades
relativas de P, y en cualquier caso, se debe cumplir que cuando
Y =X,entonces, P=P, =P, =--- =P

Entre otras propiedades relativas provenientes de propie-
dades absolutas que se han estudiado y han aportado grandes
avances en topologia, estdn las que se derivan de los axiomas
clasicos de separacién. El presente trabajo se dedica al andlisis
de propiedades relativas determinadas por los axiomas de sepa-
racién Ty, Tp, T3 y T4, a las que en conjunto hemos llamado
propiedades relativas de separacion. Especificamente, con las
nociones establecidas proporcionamos los ejemplos necesarios
que garantizan su independencia, presentamos caracterizacio-
nes de esas nociones y damos condiciones bajo las cuales hay
coincidencias. Si bien en la literatura podemos encontrar resul-
tados dispersos de esta indole, el anélisis que presentamos, a
través de aportes originales, complementara el estudio de las
relaciones entre los axiomas relativos de separacién menciona-
dos.

El escrito estd dividido en cuatro secciones, después de la
Introduccioén, cada una corresponde al andlisis de las nociones
de separacion relativas en el siguiente orden: las del tipo T y
T», las del tipo regularidad y las del tipo normalidad. En ca-
da seccion, presentamos en diagramas las relaciones que guar-
dan las definiciones correspondientes, con la finalidad de acla-
rar ideas y de que sirvan como gufa en el andlisis presentado.
En estos diagramas, las flechas indican que hay inclusién de
clases.

En cuanto a la notacién, utilizamos principalmente la em-
pleada en (Engelking, 1989). Entre otras, denotamos la cerra-
dura en X de cualquier subconjunto A C X por A, mientras que

ZY es la cerradura de A relativa a un subespacio Y de X.

2. Propiedades relativas T, y Hausdorff

En esta seccién presentamos lo concerniente a las propie-
dades topoldgicas relativas del tipo 7| y Hausdorff. En la Defi-
nicién 2.1, la version relativa del axioma T fue formulada por
los autores; mientras que las versiones relativas del axioma 7,
fueron tomadas de (Arhangel’skii, 1996, p.89).

Definicion 2.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespa-
cio de X. Se dice que:

(a) YesT) en X, si para cada par de puntos distintos y; € Y
y y2 € X, existe un subconjunto abierto U en X tal que
nelyyeU.

(b) Y es Hausdorff en X, si para cualquier par de puntos di-
ferentes y;,y, € Y, existen subconjuntos abiertos U, V en
Xtalesquey, e U,y e VyUnV =0.

(c) Y es fuertemente Hausdorff en X, si cualquier par de pun-
tos diferentes y; € Y y y, € X, existen subconjuntos
abiertos U, Ven X talesquey, e U,y, e VyUnV =0.

Observacion 2.2. Note que en la Definicion 2.1-(a), X no es
necesariamente 7). Mds atn, dados y; € Y y y, € X, no nece-
sariamente existe un conjunto abierto Ven X talque y; € Vy
»né¢v.

Es inmediato que, cuando Y = X en la Definicién 2.1, el
inciso (a) es el axioma 7 y los incisos (b) y (c) coinciden con
la propiedad de Hausdorff. Ademas, si X es T, entonces para
cualquier subespacio Y de X, Y es T en X; y si X es Hausdorff,
entonces para cualquier subespacio Y de X, Y es Hausdorff en
X y fuertemente Hausdorff en X.

En el Diagrama 1 establecemos las relaciones que guardan
las nociones en la Definicion 2.1, las cuales se obtienen de for-
ma directa. A su vez, en el Ejemplo 2.3, garantizamos que nin-
guna de las flechas es reversible.

Y es fuertemente (1) Y es Hausdorff
Hausdorff en X en X
(3) j@)
YesTien X Y es Hausdorff
(C))
YesT,
Diagrama 1.

Ejemplo 2.3. Consideremos los siguientes casos para el espa-

cio X y su subespacio Y.

(a) Si X = {a, b} tiene la topologia indiscreta y Y = {a}, enton-
ces Y es Hausdorff en X y Y no es fuertemente Hausdorff
en X. Por lo tanto la flecha (1) no es reversible.
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(b) Cuando X = {a,b,c} es tomado con la topologia 7x =
{X,0,{a,c},{b,c},{c}} y Y = {a,b}, observemos que Y es
un espacio Hausdorff y Y no es Hausdorff en X. Por lo tan-
to, la flecha (2) no es reversible. Por otra parte, Y es T en
X ya que para el punto a € Y, el conjunto abierto U = {b, c}
cumple que a ¢ U y ¢ € U. Ahora, parael punto b € Y, el
conjunto abierto V = {a,c} cumple quea ¢ Uy c € U. Por
lo tanto, la flecha (3) no es reversible.

(¢) Tomando X = {a, b, c} con la topologia indiscretay Y = {a},
se tiene que Y es un espacio 77 y Y no es T en X. Por lo
tanto, la flecha (4) no es reversible.

Por otra parte, recordemos que la propiedad 7 queda carac-
terizada por la condicién de pedir que para cada x € X, el con-
junto {x} es cerrado en X. Igualmente, es posible caracterizar la
propiedad relativa del axioma de separacién T} en términos de
lo que en (Arhangel’skii, 1996, p.88) se toma como la propia
definicion.

Proposicion 2.4. Sean X un espacio topoldgico y Y un subes-
pacio de X. Se tiene que Y es T en X si y s6lo si para cada
y € Y, el conjunto {y} es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que Y es T en X y consideremos
y € Y arbitrario. Luego, para cualquier y, € X \ {y}, existe un
subconjunto abierto U en X tal que y, € Uy y ¢ U. Note que
U C X\ {y}. Asi, X\ {y} es un conjunto abierto en X. De donde,
{v} es un subconjunto cerrado en X.

Reciprocamente, mostremos que Y es 7y en X. Seany; € Y
y y» € X con y; # y;. Dado que y, € X \ {y;}, por hipétesis,
existe un subconjunto abierto U en X talque y, € U € X \ {y}.
Por tanto, y, e Uy y; ¢ U. O

De igual forma, recordemos que la propiedad de Hausdorff
equivale a que todo punto es la interseccién de la cerradura de
sus vecindades. Denotamos por B(x) la coleccién de todas las
vecindades de x en el espacio X. La propiedad de fuertemente
Hausdorff se logra caracterizar de la siguiente manera.

Teorema 2.5. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio
de X. Se tiene que Y es fuertemente Hausdorff en X si y s6lo si
caday € Y cumple que {y} = "{U : U € B(y)}.

Demostracion. Supongamos que Y es fuertemente Hausdorff
en X y fijamos un punto y € Y. Por definicién de vecindad, se
tiene que {y} C MU : U € B(y)). Ahora, supongamos que
existe x € (U : U € B(y)} tal que x # y. Por hipétesis,
existen subconjuntos abiertos U y V en X tales que y € U,
xeVyUNV =0.ComoU € B(y)y UnV = 0, obte-
nemos que x ¢ ﬁ, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
M =N{U : U e By}

Reciprocamente, tomemos puntos diferentes y € Yy x € X.
Como {y} = N{U : U € B(y)}, existe U € B(y) tal que x ¢ U,
luego x estd en el abierto X \ U. Como U es vecindad de v,
existe un abierto V en X tal que y € V C U. Es claro que
VN (X\U) = 0. Por lo tanto, Y es fuertemente Hausdorff en
X. O

Los autores plantean lo siguiente.

Pregunta 2.6. ;Existe una caracterizacion del concepto Y es
Hausdorff en X que sea similar a la del Teorema 2.5?

A continuacién vemos que bajo ciertas hipdtesis algunas de
las flechas en el Diagrama 1 son reversibles. Comenzamos con
la flecha (4).

Proposicion 2.7. Sean X un espacio topoldgico y ¥ un subes-
pacio cerrado en X. Se tiene que Y es un espacio T siy sélo si
YesT;enX.

Demostracion. Supongamos que Y es un espacio 7. Para mos-
trar que Y es T en X, emplearemos la Proposicion 2.4. Tome-
mos y € Y. Como Y es un espacio T, se sigue que {y} es un
subconjunto cerrado en Y, puesto que Y es cerrado en X, se tie-
ne que {y} es un subconjunto cerrado en X, esto muestra que Y
es T en X. El reciproco es la flecha (4) del Diagrama 1. O

Teorema 2.8. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio
denso en X. Se tiene que Y es un espacio Hausdorff si y s6lo si
Y es Hausdorff en X.

Demostracion. Supongamos que Y es un espacio Hausdorft.
Para mostrar que Y es Hausdorff en X, tomemos dos puntos
diferentes y;, y, € Y. Existen dos conjuntos abiertos en Y y aje-
nos U’y V' talesque y; € U’ y y, € V. Sean U y V conjuntos
abiertos en X talesque U’ = UNYy V' =V NY. Veamos que
U NV = 0. Para esto, supongamos lo contrario. Luego, como
Y es denso en X, se tiene que (U N'V) NY # (. Sin embargo,
en vistade que U’ NV’ =, obtenemos que UNV C X\ Y, lo
cual es una contradiccion. Asi, U NV = 0. Observe que y; € U
y ¥2 € V. Por lo tanto, Y es Hausdorff en X. El reciproco es la
flecha (2) del Diagrama 1. O

Teorema 2.9. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio
de X tales que para cada y € Y, existe un subconjunto abierto U
en X talquey € Uy U C Y. Se tiene que Y es Hausdorff en X
siy s6lo si Y es fuertemente Hausdorff en X.

Demostracion. Supongamos que Y es Hausdorff en X. Sean
yi € Yyy, € Xcony # y. Siy, € Y, la prueba termina.
Por consiguiente, supongamos que y, ¢ Y. Por hipétesis, existe
un subconjunto abierto U de X tal que y; € U 'y U C Y. Dado
que y, ¢ U, existe un subconjunto abierto V en X tal que y, € V
y U NV = 0. Por lo tanto, Y es fuertemente Hausdorff en X. El
reciproco es la flecha (1) del Diagrama 1. O

Pregunta 2.10. ;Existen condiciones bajo las cudles la flecha
(3) es reversible?

3. Propiedades relativas de regularidad

A partir de este momento, salvo que se especifique lo con-
trario, consideramos que X es un espacio 71. Como su nombre
lo indica, en esta seccién analizamos propiedades relativas del
axioma de regularidad. Por tal motivo, a continuacién, presenta-
mos versiones relativas del axioma de regularidad, de las cuales,
regular, superregular y fuertemente regular en X se encuentran
en (Arhangel’skii, 1996, p. 89). El concepto de internamente
regular en X es tomado de (Arhangel’skii and Tartir, 1996).

Definicion 3.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespa-

cio de X. Se dice que:

(a) Y es superregular en X, si para cada y € Y y para cada
subconjunto cerrado F en X tal que y ¢ F, existen sub-
conjuntos abiertos Uy Ven X, talesquey € U, F C Vy
unv=20.
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(b) Y es internamente regular en X, si para caday € Y y cada
subconjunto F de Y cerrado en X tal que y ¢ F, existen
subconjuntos abiertos Uy Ven X talesquey e U, F C V
yunv=40.

(c) Y es regular en X, si para caday € Y y para cada subcon-
junto cerrado F en X tal que y ¢ F, existen subconjuntos
abiertos Uy Ven Xtalesqueye U, FNY CcVyUNV = 0.

(d) Y es fuertemente regular en X, si para cada x € X y cada
subconjunto cerrado F en X tales que x ¢ F, existen sub-
conjuntos abiertos Uy Ven X talesquexe U, FNY CV
yunv=0.

Es evidente que si Y = X en la Definicién 3.1, cada inciso
coincide con el axioma de regularidad. Ademas, si X es regular,
entonces para cualquier subespacio Y de X, Y cumple cualquier
propiedad relativa de regularidad en X.

Yes Y es inter-
1 3
fuertemente | — | ¥ €8 re;g}ular S narriente
regular en X cn regular en
X
4
(Z)T “
Yes
superregular Y es regular
en X
DiaGramA 2.

Las flechas en el Diagrama 2 son totalmente inmediatas de
las definiciones correspondientes. Con los Ejemplos 3.2, 3.3 y
3.4, mostramos que ninguna de éstas es reversible.

Ejemplo 3.2. Mostremos que las flechas (1) y (2) no son rever-
sibles. Para este fin, sean X’ un conjunto infinito y p, g dos pun-
tos diferentes que no pertenecen a X’. Definimos X = X' U{p, g}
con la topologia siguiente: Los puntos de X’ son aislados y
las vecindades bdsicas de x, para x € {p,q}, son de la forma
{x} U(X"\ G), donde G es un subconjunto finito de X’. Es cla-
ro que X es un espacio 7. Ahora, consideremos el subespacio
Y =X U{p}.

Afirmamos que Y es regular en X. Paraello,seany e Yy F C X
un subconjunto cerrado en X tales que y ¢ F. Entonces y € X’ o
y = p.Siy € X', es trivial encontrar los conjuntos abiertos de-
seados. Siy = p, entonces existe un subconjunto finito A de X’
con la propiedad que ({p}UX'\A)NF = 0. Luego, F C AU{q},
porloque U = {p}U(X"\A)y V = A son subconjuntos abiertos
en X, ajenos y talesquey e Uy FNY C V. Por lo tanto Y es
regular en X.

Puesto que los conjuntos {p} y {g} no tienen vecindades ajenas
en X, se concluye que Y no es fuertemente regular en X y ¥ no
es superregular en X.

Ejemplo 3.3. La flecha (4) no es reversible. Para demostrar
esto, consideramos la siguiente construccién debida a Arhan-
gel’skii. Sean X = R, N = {1 : n e N}y Y = NU{0}. La
topologia Ty para X es aquella que resulta de afiadir el conjunto
R\ N ala topologia usual de R. En 7, N es un conjunto cerrado
en X, y por ende Y es un subespacio discreto de X. Asi, en par-

ticular, resulta que Y es un espacio regular. En (Arhangel’skii,

1996, Ejemplo 1), Arhangel’skii muestra que Y no es regular en
X. De donde, se obtiene que la flecha (4) no es reversible.

Ejemplo 3.4. La flecha (3) no es reversible. En efecto, sea X
como en el Ejemplo 3.3. Extendemos la topologia de X al con-
junto Z = X U {p} (con p ¢ X), definiendo las vecindades para
el punto p como {p} U V, donde V es un conjunto abierto en
X tal que N \ F C V, para algin conjunto finito F. Note que
0¢ NyN =NU{p}). Dadoque NN X = N y que es imposible
separar a N y 0 por conjuntos abiertos y ajenos en Z, entonces
X no es regular en Z. Por otra parte, veamos que X es interna-
mente regular en Z. En efecto, el caso no trivial es cuando se
desea separar, por conjuntos abiertos en Z, el punto 0 de algtin
conjunto A € X cerrado en Z con A N N # . Sin embargo, no
es dificil verificar, que en tal caso A N N es un conjunto finito.
Por lo tanto, se tiene que X es internamente regular en Z.

Recordemos la caracterizacion: X es regular si y sélo si para
cada x € X y cada subconjunto abierto U en X tal que x € U,
existe un subconjunto abierto Ven X talque x € V. C V C U.
Caracterizaciones andlogas, en términos de la cerradura de con-
juntos abiertos, también pueden obtenerse para las nociones re-
lativas de regularidad de la Definicién 3.1. En la literatura se
encuentran las caracterizaciones de superregular en X, regular
en X y de fuertemente regular en X, como a continuacién lo
mencionamos.

Proposicion 3.5. (Diaz-Reyes et al., 2019, Lema 3.1) Sea X un
espacio topoldgico. Para cualquier subespacio Y de X, se tiene
que Y es superregular en X si y s6lo si paracaday € Y y pa-
ra cada subconjunto abierto U en X tal que y € U, existe un
subconjunto abierto Ven X talquey e VC V C U.

Proposicion 3.6. (Grabner et al., 2005, Lema 1) Sea X un es-
pacio topoldgico. Para cualquier subespacio Y de X, se tiene
que Y es regular (fuertemente regular) en X si y solo si para
todo x € Y (x € X) y para todo subconjunto abierto U en X tal
que x € U, existe subconjunto abierto V C U talque x € V'y
VnycU.

Por otro lado, en el siguiente resultado, los autores demues-
tran la caracterizacion de la nocién internamente regular en X.

Teorema 3.7. Sea X un espacio topolégico. Para cualquier
subespacio Y de X, se tiene que Y es internamente regular en
X siy s6lo si para todo y € Y y para todo subconjunto abierto
UenXconye UyX\U CY,existe un conjunto abierto V en
Xtalqueye VCVCU.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente regular en
X.Seany € Yy U un subconjunto abierto en X cony € Uy
X\U cY.Dadoquey ¢ X\ Uy X\ U C Y es un conjun-
to cerrado en X, se sigue por hipdtesis que existen subconjun-
tos abiertos Wy y W en X talesquey € Wi, X\ U € W, y
Wi N W, =0.Dedonde,ye W, C W, C X\ W, CU.
Reciprocamente, veamos que Y es internamente regular en
X.Seany € Yy F un subconjunto de Y cerrado en X que no tie-
neay.Dadoquey e X\F, X\F esabiertoen Xy X\(X\F)CY,
se sigue por hipdtesis que existe un subconjunto abierto V en X
talque y € V.C V C X \ F. De donde, V 'y X \ V son los sub-
conjuntos abiertos deseados que separan a y y a F. Asi, ¥ es
internamente regular en X. O
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Ahora, veamos condiciones necesarias para que algunas de
las flechas en el Diagrama 2 sean reversibles.

Proposicion 3.8. Sea X un espacio topoldgico y ¥ un subcon-
junto cerrado en X. Se tiene que Y es internamente regular en X
siy s6lo si Y es regular en X.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente regular en
X. Seay € Y y F cualquier subconjunto cerrado en X tal que
x ¢ F.Dado que Y es cerrado en X se tiene que FNY es un sub-
conjunto de Y cerrado en X. De aqui, el punto y € Y y conjunto
F Nn'Y pueden ser separados por conjuntos ajenos y abiertos en
X, esto es, Y es regular en X. El reciproco es la flecha (3) del
Diagrama 2. O

Proposicion 3.9. Sean X un espacio topoldgico y ¥ un subes-
pacio denso en X. Se tiene que Y es un espacio regular si y sélo
si Y es regular en X.

Demostracion. Supongamos que Y es un espacio regular. Para
mostrar que Y es regular en X, tomemos y € Y y F un sub-
conjunto cerrado en X tal que y ¢ F. Por hipdtesis, existen
conjuntos abiertos U’y V' en Y talesquey e U', FNY c V’
yU NV =0.Sean U y V conjuntos abiertos en X tales que
U =UnYyV =VnNY. Veamos que UNV = (. Para esto, su-
pongamos lo contrario. Luego, como Y es denso en X, se tiene
que (UNV)NY # 0. Sin embargo, en vista de que U' NV’ =0,
obtenemos que UNV C X\ Y, lo cual es una contradiccion. Asi,
UNV =0.0bservequeye Uy FNY C V. Por lo tanto, Y es
regular en X. El reciproco es la flecha (4) del Diagrama 2. [

Los autores desconocen una respuesta a lo siguiente.

Pregunta 3.10. ;Existen condiciones bajo las cuales si Y es re-
gular en X, entonces Y es superregular en X? Idem para obtener
Y es fuertemente regular en X.

4. Propiedades relativas de normalidad

En esta dltima seccién toca el turno de analizar algunos as-
pectos concernientes al axioma de normalidad. A continuacién
veamos algunas versiones relativas de este axioma, de las cuales
fuertemente normal, normalidad relativa y cercanamente nor-
mal, se tomaron de (Arhangel’skii, 1996, p. 89); internamente
normal, se obtuvo de (Arhangel’skii, 2002, p. 28) y supernor-
mal, se seleccioné de (Diaz-Reyes et al., 2019, Definicién 2).

Definicion 4.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespa-
cio de X. Se dice que:

(a) Y es fuertemente normal en X, si para cada par de subcon-
juntos ajenos A y B tales que sean cerrados en Y, existen
subconjuntos U y V abiertos en X talesque A C U, BCV
yUunv=0.

(b) Y es normal en X, si para cada par de subconjuntos cerra-
dos ajenos A y B en X, existen subconjuntos U y V abiertos
enXtalesque ANYCU,BNYCVyUnV=0.

(c) Y es cercanamente normal en X, si para cada par de sub-
conjuntos cerrados ajenos A y B en X, existen subconjuntos
Uy Vabiertosen Y talesque ANY C U, BNY CVy
unv=0.

(d) Y es internamente normal en X, si para cada par de subcon-
juntos cerrados ajenos A y B en X contenidos en Y, existen
subconjuntos U y V abiertos en X talesque A C U, BCV
yunv=_0.

(e) Y es supernormal en X, si para cada dos subconjuntos ce-
rrados ajenos Ay Ben X con A C Y, existen subconjuntos
Uy YV abiertosen X talesque ACU,BCVyUnV=0.

De manera inmediata se tiene que si en la Definicién 4.1
Y = X, todos los incisos coinciden con el axioma de norma-
lidad. Ademas, si X es un espacio normal, entonces para todo
subespacio Y de X se cumple que: Y es normal en X, Y es cer-
canamente normal en X, Y es internamente normal en X y Y es
supernormal en X.

Yes Yes
o) Y es normal G .
fuertemente | —— —> | Internamente
en X
normal en X normal en X

l 2 l “) ©6) T

@ Y es cercana- Y es
Y esnormal |—— mente supernormal
normal en X en X
DiaGraMA 3.

En el Diagrama 3 encontramos las relaciones de las versio-
nes relativas de normalidad, la direccidn de las fechas se verifi-
ca inmediatamente. En cuanto a los ejemplos que muestran que
las flechas no son reversibles, en la bibliografia se encuentran
algunos y los citamos a continuacién:

(a) En (Arhangel’skii, 1996, Ejemplo 2) se muestra que la fle-
cha (3) no es reversible.

(b) En (Arhangel’skii, 2002, Ejemplo 3.5) se muestra que la
flecha (5) no es reversible.

(c) En (Diaz-Reyes et al., 2019, Ejemplo 4) se garantiza que la
flecha (6) no es reversible.

Por otra parte, recordemos que si L = {(x,y) € RZ: y > 0},
Ly ={(x,y) e L:y =0}y L, =L\ Ly, el plano de Niemy-
tzki es conjunto L con la topologia siguiente: los puntos de L,
son considerados con la topologia usual de R? y para un punto
(x,0) € L, sus vecindades son de la forma {(x, 0)} U B, donde B
es un una bola abierta en R? tangente a L; en {(x, 0)}.

Ejemplo 4.2. La flecha (4) no es reversible. Considere el plano
de Niemytzki L. Dado que L; es un subespacio discreto de L,
se tiene que L; es un espacio normal. Luego, por la flecha (3)
del Diagrama 3, L, es cercanamente normal en L. Sea

C={(rq)el,:r,qeQ}.
Es inmediato que C es un subconjunto denso en L.
Afirmacion: Ly no es internamente normal en L.

Para la demostracién de esta afirmacién, procedemos por
contradiccion. Supongamos que L; es internamente normal en
L. Luego, para todo A C L;, existen subconjuntos abiertos
Us,Vaen Ltalesque A C Uy, LI\NAC VayUsnVy =0.
Denotamos por P(L;) y por P(C) el conjunto potencia de L; y
de C, respectivamente. Definimos la funcién ® : P(L;) — P(C)

de la siguiente manera: a cada A C L, le asignamos el conjunto
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Cs = CNU,. Veamos que @ es una funcién inyectiva. Tomamos
A,B C L; con A # B. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que A\ B # 0. Note que A\ B € Uy N Vp, lo cual implica
que Us N Vg # 0. Dado que C es denso, (Us N V) NC # 0.
Como (Us NVg)NC € Cy\ Ug C Cy \ Cp, se sigue que
C4\ Cp # 0, es decir, C4 # Cg. Por lo tanto, la funcién @ es
inyectiva. De donde, |[P(L;)| < [P(C)|. Por otro lado, notemos
que [P(Ly)| = 2! = 2¢, donde ¢ = |R|. De igual manera, se
tiene que [P(C)| = 2/ = 2% = ¢. De lo anterior, se concluye
que 2° < ¢, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se tiene
probada la afirmacion.

Finalmente, como L; no es internamente normal en L, obte-
nemos de la flecha (5) del Diagrama 3 que L; no es normal en
L.

En esta misma linea, hacemos los siguientes aportes.

Ejemplo 4.3. La flecha (1) no es reversible. Considere el plano
de Niemytzki. Es bien conocido que L es un espacio comple-
tamente regular que no es normal. Como todo espacio com-
pletamente regular se puede encajar en un espacio Hausdorff
y compacto (Engelking, 1989, Teorema 3.2.6), y todo espacio
Hausdorff y compacto es normal, se concluye que L se puede
encajar en un espacio normal L*. Por lo tanto, L es normal en L*
y L es cercanamente normal en L*. Puesto que L es normal en
L* y L no es fuertemente normal en L*, pues L no es un espacio
normal, se tiene que la flecha (1) no es reversible.

Ejemplo 4.4. La flecha (2) no es reversible. Considere el espa-
cio topolégico X definido en el Ejemplo 3.2 y sea Y = {p, g}.
Note que Y es un subespacio discreto de X y por lo tanto Y es
un espacio normal. Por otra parte, {p} y {g} son conjuntos ce-
rrados en Y, que es sencillo distinguir, no pueden ser separados
por conjuntos abiertos ajenos en X. Por lo tanto, Y no es fuerte-
mente normal en X.

Ahora, recordemos que un espacio X es normal si para ca-
da subconjunto cerrado F en X y cada subconjunto abierto U
en X que contenga a F, existe un subconjunto abierto V en X
tal que F C V C V C U. Las siguientes caracterizaciones de
la normalidad fuerte en X y de la supernormalidad en X son
conocidas.

Teorema 4.5. (Sarsak and Hdeib, 2010, Teorema 2.3) Sea X un
espacio topolégico. Para cualquier subespacio Y de X, se tiene
que Y es fuertemente normal en X si y sélo si para cada sub-
conjunto F cerrado en Y y para cada subconjunto abierto U en
Y tal que F C U, existe un subconjunto abierto V en X tal que
FCVCVCUUX\Y).

Proposicion 4.6. (Diaz-Reyes et al., 2019, Lema 3.2) Sea X
un espacio topoldgico. Para cualquier subespacio Y de X se tie-
ne que Y es supernormal en X si y s6lo si paracada A C Y
cerrado en X y cualquier subconjunto abierto U en X tal que
A C U, existe un subconjunto abierto V en X de tal forma que
Acvcvceu.

A su vez, en el mismo sentido de los resultados previos, los
autores caracterizan las nociones normal en X, cercanamente
normal en X e internamente normal en X.

Teorema 4.7. Sean X un espacio topolégico y Y un subespacio
de X. Se tiene:

(a) Y es normal en X si y s6lo si para todo subconjunto ce-
rrado F en X y cualquier subconjunto abierto U en X que
contenga a F, existe un conjunto abierto V en X tal que
FNYCVCVCUUX\Y).

(b) Y es cercanamente normal en X si y sélo si para todo sub-
conjunto cerrado en F en X y cualquier subconjunto abierto
U en X que contenga a F, existe un subconjunto abierto V
enYtalqueFﬂYQVg\_/ng\U.

(c) Y es internamente normal en X si y sélo si para todo sub-
conjunto F C Y cerrado en X y para cada subconjunto
abierto U en X que contengaa F'y X \ U C Y, existe un
subconjunto abierto Ven X talque F C V CV C U.

Demostracion. (a) Supongamos que Y es normal en X. Sea F
un subconjunto cerrado en X y U un subconjunto abierto en X
tal que F € U. Como F N (X \ U) = 0, se sigue por hipéte-
sis que existen subconjuntos abiertos Wi, W, en X tales que
FNYCcWwW,X\U)NY C W,y Wy nW, = 0. Se tiene que
FANYCW CW, CX\W, CX\[X\U)NY]=UUX\Y).

Reciprocamente, mostremos que Y es normal en X. Sean A
y B subconjuntos cerrados y ajenos en X. Dado que A € X \ B,
por hipétesis, existe un subconjunto abierto V en X tal que
ANY CVCVC(X\BUX\Y).Deaqui,ANY CV,
BNY=X\[X\BUX\Y]CX\VyVn(X\V)=0.Por
lo tanto, Y es normal en X.

(b) Supongamos que Y es cercanamente normal en X. Sea F
un subconjunto cerrado en X y U un subconjunto abierto en X
tal que F C U. Como F N (X \ U) = 0, se sigue por hipéte-
sis que existen subconjuntos abiertos Wi, W, en Y tales que
FnY cW,X\UnY c W,y Wyn W, = 0. Se tiene
qQueFNYCW, CW, CY\W,cY\(X\U)=Y\U.

Reciprocamente, probemos que Y es cercanamente normal
en X. Para ello, sean A y B subconjuntos cerrados y ajenos en X.
Dado que A € X\ B, por hipétesis, existe un subconjunto abierto

VenYtalque ANY CV C \_/Y C Y\(X\B). De lo anterior, no es
dificil verificar que ANY C V, BAY C Y\[Y\(X\B)] C Y\V',

VNX\V =0y, ademis,que Vy Y\ V' son conjuntos abiertos
ajenosen Y.

(c) La demostracién de esta equivalencia es similar a la del
Teorema 3.7. O

Respecto a tener condiciones bajo las cuales se garantiza
que las flechas en el Diagrama 3 son reversibles, se han demos-
trado los siguientes resultados.

Proposicion 4.8. (Arhangel’skii, 1996, Proposiciones 4 y 7)
Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio denso en X.
Se cumple lo siguiente:

(a) Y es cercanamente normal en X siy sélo si Y es normal en
X.

(b) Y esun espacio normal si y s6lo si Y es fuertemente normal
en X.

Proposicion 4.9. (Arhangel’skii, 1996, Proposicion 8) Sean X
un espacio topoldgico y Y un subespacio cerrado en X. Se tiene
que Y es normal en X siy s6lo si Y es fuertemente normal en X.

De igual forma, los autores demuestran lo siguiente.
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Teorema 4.10. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespa-
cio cerrado en X. Se tiene que:

(a) Y es cercanamente normal en X siy s6lo si Y es un espacio
normal.

(b) Y es internamente normal en X si y s6lo si Y es normal en
X.

Demostracion. (a) Supongamos que Y es cercanamente normal
en X. Para demostrar que Y es un espacio normal, consideramos
Ay B subconjuntos cerrados en Y con A N B = (). Como Y es
cerrado en X, A y B son cerrados y ajenos en X. De donde exis-
ten subconjuntos abiertos Uy Ven Y talesque ANY C U,
BNYcCcVyUnV=0.NotequeANY=AyBNnY=28,1lo
que garantiza que Y es un espacio normal en X. El reciproco es
la flecha (3) del Diagrama 3.

(b) Vamos a demostrar que Y es normal en X. Sean A, B
subconjuntos cerrados en X tales que A N B = 0. Como Y es
cerrado en X, ANY y BNY son subconjuntos cerrados y ajenos
en X contenidos en Y. Luego, dado que Y es internamente nor-
mal en X, existen subconjuntos abiertos U y V en X tales que
ANYCU,BNY CVyUnYV =A0.Por lo tanto Y es normal
en X. El reciproco es la flecha (5) del Diagrama 3. O

Teorema 4.11. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespa-
cio cerrado en X tales que para cada subconjunto cerrado A en
X contenido en Y, existe un subconjunto abierto U en X con
A C U C Y. Se tiene que Y es internamente normal en X si y
solo si Y es supernormal en X.

Demostracion. Supongamos que Y es internamente normal en
X. Sean A y B subconjuntos cerrados en X talesque A C Yy
ANB =0.Como Y es cerrado en X, BNY y A son subconjuntos
cerrados y ajenos en X contenidos en Y. Luego, dado que Y es
internamente normal en X, existen subconjuntos abiertos U’ y
V'enXtalesque A C U, BNY C V' yU’'NnV’ = 0. Por hipéte-
sis, existe un subconjunto abierto U” tal que A € U” C Y.
Definamos U = U'NU” yV = V' U (X \Y). Por la forma en
como se han tomado los conjuntos, se tieneque A C U, BC V
y U, V son subconjuntos abiertos en X. Ademds, de la igualdad

UNnV=UnN[VUX\N=UNV)U[UNKX\ )]

se desprende que UNV = 0. Por lo tanto Y es supernormal en X.
El reciproco se deriva de las definiciones correspondientes. [

A manera de conclusién presentamos lo siguiente. Por un
lado, en el Diagrama 4 recordamos las relaciones bien conoci-
das entre los axiomas clasicos de separacion. De hecho, en la
mayoria de los libros de topologia es posible encontrar ejem-
plos que muestran que los reciprocos de las flechas no siempre
se cumplen.

X
Xes | O | Xes | @ S
_— ——| Haus- |——| X es Tl
normal regular
dorff
DiaGrRAMA 4.

Por otro lado, en vista de lo anterior, resulta natural pregun-
tarse si también existen relaciones entre las propiedades relati-
vas de separacion que hemos definido a lo largo del escrito. A

continuacion, en el Diagrama 5 presentamos un avance parcial
de estas cuestiones.

Y esnormal | @) Y es regular 2 | Y es Hausdorff
B — B —
en X en X en X
DiaGramA 5.

Proposicion 4.12. Sean X un espacio topoldgico y Y un subes-
pacio de X. Se tiene:

(a) SiY esnormal en X, entonces Y es regular en X.
(b) SiY esregular en X, entonces Y es Hausdorff en X.

Demostracion. (a) Supongamos que Y es normal en X. Tome-
mos y € Y y un subconjunto F cerrado en X tales que y ¢ F.
Para los conjuntos {y} y F, cerrados en X y ajenos, existen sub-
conjuntos U y V abiertos en X tales que y € {y} N Y C U,
FNYcVyUnNV=0.Dedonde, Y es regular en X.

(b) Supongamos que Y es regular en X. Sean y;,y, € Y con
y1 # ¥2. Dado que y; ¢ {y,}, existen subconjuntos U y V abier-
tosen X talesquey; e U,y e {m}NY cVyUnV =0.De
esta forma, obtenemos que Y es Hausdorff en X. O

A su vez, para mostrar que ninguna flecha en el Diagrama 5
es reversible, existen ejemplos triviales como vemos a conti-
nuacidén. Si se desea ver que la flecha (1) no es reversible, es
suficiente considerar un espacio topolégico X que sea regular
y no normal. Asi, no es complicado verificar que si se elige
Y = X, entonces Y es regular en X y ¥ no es normal en X. De
esta misma manera, se puede proceder para comprobar que la
flecha (2) no es reversible. Sin embargo, en el presente trabajo
proporcionamos ejemplos no triviales que muestran que ningu-
na flecha en el Diagrama 5 es reversible.

Ejemplo 4.13. La flecha (1) del Diagrama 5 no es reversible.
Consideremos el plano de Niemytzki. En el Ejemplo 4.2, se
muestra que L; no es normal en L. Como es sabido, L es un
espacio regular, se sigue que L; es regular en L.

Ejemplo 4.14. La flecha (2) del Diagrama 5 no es reversible.
Considere Y y X como en el Ejemplo 3.3. Hemos indicado que
Y no es regular en X. En cambio, notemos que X es un espacio
Hausdorft, por lo que en particular Y es Hausdorff en X.

Como el lector puede observar, el Diagrama 5 es sélo uno
de tantos que se pueden generar con las nociones que hemos de-
finido. Por ejemplo, se puede pensar qué pasa si ahora se inicia
con otra propiedad relativa, digamos Y fuertemente normal en
X, o bien con Y internamente normal en X, Y cercanamente nor-
mal en X o con Y supernormal en X. Incluso, se podria pensar
si existen relaciones entre axiomas de diferente naturaleza. Ca-
da una de estas ideas puede generar un nuevo diagrama, que a
su vez, requerird sus contragjemplos. Pero es un buen ejercicio
que los autores dejan al lector interesado en esta temaética.
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