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Resumen

En la actualidad, debido a la COVID-19 es comun escuchar sobre curvas y dinamicas de contagio, de hospitalizacion, de
recuperacion y de defuncion, asi como de predicciones y/o proyecciones de estas curvas/dinamicas a futuros en corto y mediano
plazo. Sin embargo, salvo aquellas personas inmersas en el tema, la comprension o entendimiento de toda la jerga empleada para
describir este comportamiento es escasa, sobre todo cuando se habla del empleo de modelos matematicos para respaldar lo dicho.
En este trabajo de investigacion se presenta una breve descripcién de los modelos mateméticos mas empleados para describir el
comportamiento y el impacto de la enfermedad infecciosa denominada COVID-19, ademas de explicar el empleo de estos
modelos para coadyuvar a combatir esta pandemia. Para ilustrar la efectividad de estos modelos, se presentan simulaciones de
algunos modelos matematicos y se cotejan con datos reportados por la OMS. Como una aportacién de los autores, se propone
un modelo matematico inédito tipo SIR que contempla tiempos muertos de incubacion, de recuperacién y de pérdida de
inmunidad.

Palabras Clave: COVID-19, Modelos Matematicos, Simulaciones de modelos SIR en México
Abstract

At the present, due to COVID-19, it is common to hear about curves and dynamics of contagion, hospitalization, recovery and
death, as well as predictions and / or projections of these curves / dynamics in the future in the short and medium term. However,
except for those people immersed in the subject, the understanding of all the jargon used to describe this behavior is scarce,
especially when talking about the use of mathematical models to support what has been said. In this research work, a brief
description of the mathematical models most used to describe the behavior and impact of the infectious disease called COVID-
19 is presented, in addition to explain the use of these models to help combat this pandemic. To illustrate the effectiveness of
these models, simulations of some mathematical models are presented and compared with data reported by the WHO. As a
contribution by the authors, an unpublished SIR-type mathematical model is proposed that contemplates incubation, recovery
and loss of immunity dead times.

Keywords: COVID-19, Mathematical models, SIR model simulations in Mexico.

1. Introduccién rdpidamente, provocando severos dafios a la salud de las
personas, colapsos en los sistemas de salud y una tasa de

En los ultimos afios, la humanidad se ha visto inmersa en ~ mortalidad asociada a la enfermedad, que encendid las alarmas

diversas afectaciones, entre las cuales se encuentran todas
aquellas que tienen un impacto sobre la salud de las personas,
como es el caso de la actual pandemia de la COVID-19
causada por el virus SARS-CoV-2, la cual tuvo sus origenes en
Wuhan China en diciembre de 2019 y que el 11 de marzo de
2020, la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) declar6
como pandemia (Huaman-Saavedra, 2020), debido a que su
diseminacion entre la poblacion mundial aumento

*Autor para la correspondencia: he250186@uaeh.edu.mx

de la OMS.

El nimero de casos confirmados a nivel mundial derivado
de la actual pandemia de la COVID-19 hasta la fecha [11 de
agosto del 2021], corresponde a 203,944,144, incluyendo
4,312,902 fallecimientos a nivel global por esta enfermedad,
reportados por la OMS (WHO, 2021). En la Tabla 1, se puede
consultar la distribucién de los casos y decesos confirmados
provocados por la COVID-19 en las distintas regiones.
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Tabla 1: Distribucién por regién de los casos confirmados y decesos
derivados por la COVID-19 a nivel global

Region Qasos ML_Jertes
confirmados  confirmadas
América 79,146,270 2,036,829
Europa 61,730,332 1,235,432
El Sudeste de Asia 39,486,375 599,738
Mediterraneo oriental 13,313,951 245,271
Africa 5,200,406 123,652
Pacifico oeste 5,066,046 71,967

Las enfermedades infecciosas, como la COVID-19, no solo
impactan en el ambito sanitario como comUnmente se piensa,
sino que también provocan importantes afectaciones tales
como: econdmicos, sociales, emocionales, entre otras
(Unmubig, 2020; Vega, 2020; Banco Mundial, 2020;
UNESCO, 2020), debido a que en ocasiones no es posible
erradicar, controlar y/o mitigar la infeccion rapidamente, por
falta de conocimientos y/o entendimiento acerca del
comportamiento de la enfermedad, asi como aspectos
referentes a su propagaciéon en la poblacién (capacidad de
transmision, medios de transmisién, poblacién susceptible,
entre otros).

La OMS define como enfermedad infecciosa, a toda aquella
enfermedad que puede transmitirse de persona a persona por
medio del contacto fisico y/o a través del aire, los alimentos
ylo el agua. De acuerdo a la OMS se le denomina pandemia a
toda aquella nueva enfermedad que se propaga a nivel mundial.
Mas aln, para fortalecer dicha definicion, la OMS en el afio
2009 establecié y divulgd seis fases que una enfermedad
infecciosa debe cumplir para poder ser catalogada como una
pandemia (Rosselli, 2020).

Para  reducir  estos  impactos y  determinar
estrategias/decisiones que ayuden a erradicar, mitigar y/o
controlar una enfermedad, se utilizan modelos matematicos
que coadyuven a comprender mejor la dindmica del
comportamiento de dicha enfermedad. Actualmente, existen
diferentes formas de determinar un modelo matemaético, las
cuales solo quedan limitadas por la imaginacién y el sustento
cientifico. Tipicamente, los modelos se clasifican en dos tipos:
los deterministicos y los estocasticos (Montesinos-L6pez and
Hernandez-Suérez, 2007). Aunque también se pueden
clasificar en tres tipos (Vytla et al., 2021): 1) modelos basados
en métodos estadisticos para la vigilancia de epidemias como
los son los métodos estadisticos de control de procesos,
modelos autorregresivos con técnicas de series de tiempo;
técnicas de regresion; modelos ocultos de Markov; 2) modelo
mecanicista de espacio de estados como los modelos
complejos basados en red; sistemas basados en agentes;
modelos SIR deterministas continuos; y modelos estocasticos
de cadenas de Markov, y 3) modelos de aprendizaje empirico
tales como los basados en mineria de datos. En este momento,
se aprecia una preferencia, por parte de la comunidad
cientifica, por el empleo de modelos mecanicistas de espacio
de estados cuando se desean describir enfermedades
respiratorias. Especificamente, cuando se trata de estudiar la

actual pandemia de la COVID-19, hay un interés sobresaliente
sobre el empleo de modelos tipo SIR, SEIR y SIS (David et al.,
2020; Angulo et al., 2021; Ghosh et al., 2020), los cuales se
caracterizan de acuerdo a las poblaciones consideradas en el
modelo. En México, se estan empleando modelos matematicos
tales como el AMA 'y el AMMA (siglas que corresponden a los
nombres de los autores, Antonio, Marcos y Andrés; y Antonio,
Marcos, Maria y Andrés), ver (CONACYT, 2021). Estos
modelos tienen la finalidad de coadyuvar a pronosticar brotes
importantes, a detectar patrones y monitorear caracteristicas
que pueden sugerir medidas adecuadas para apoyar en la
politica de reconversion hospitalaria México. Estos modelos
son del tipo SEIRD y SEIR, respectivamente y usan inferencia
bayesiana de asimilacion secuencial de datos para la
estimacion de los parametros.

En el caso del modelo SIR se considera la dindmica e
interaccion de tres poblaciones las cuales son: susceptibles,
infecciosos y recuperados, lo cual da razon a su nombre. En el
caso del modelo SEIR las poblaciones son susceptibles,
expuestos, infecciosos y recuperados; y en el caso del modelo
SIS, sus poblaciones son Gnicamente susceptibles e
infecciosos. Cada uno de estos modelos tiene hipdtesis
diferentes y utilizan informaciéon pasada para recrear un
fenémeno para asi predecir el comportamiento de este si las
condiciones no cambian. En el modelo SIR se asume que una
persona infecciosa, después de un tiempo, deja de serlo 'y ya no
vuelve a ser susceptible, mientras que el SIS una persona que
deja de ser infecciosa, vuelve a ser susceptible.

Si bien, los modelos deterministas SIR, SEIR y SIS se
pueden diferenciar de acuerdo a las poblaciones involucradas,
también entre modelos del mismo tipo, por ejemplo SIR, se
pueden marcar diferencias contundentes solo al considerar
diferentes interacciones poblacionales en el modelo. Tal vez
esta sea una de las razones de su popularidad, ya que permite
una libre adicion y/o modificacion de interacciones
poblacionales, con la consigna de proveer una explicacién
razonable y sustentable del por qué se estd realizando. A
simple vista, pareciera que estas adiciones/modificaciones son
consecuencia de un sentido comln razonable y bien
justificado.

Por ejemplo, uno de los temas centrales al aparecer una
enfermedad infecciosa es el determinar si esta se puede
catalogar como epidemia. Para determinar esto, se debe
conocer la velocidad de propagacién o contagio de la
enfermedad. En los modelos SIR, SEIR y SIS esta propagacion
se cuantifica por su nimero reproductivo basico Ry, el cual
representa el pardmetro mas importante en el estudio de la
transmisibilidad media del patégeno de la enfermedad
infecciosa al definir el comportamiento umbral para muchos
modelos epidemiolégicos (Hartemink et al., 2008; Wang and
Zhao, 2012). Dicho en otras palabras, representa el nimero
esperado de casos secundarios que un individuo infeccioso
producird en una poblacion completamente susceptible y
caracteriza el riesgo de propagacion/esparcimiento de una
enfermedad infecciosa en una poblacion (Kribs-Zaleta and
Velasco-Hernandez, 2000; Etxeberria-Etxaniz et al., 2020),
como se muestra en la Figura 1.
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Figura 1. : Representacion gréfica de la propagacion de una enfermedad
en la poblacién, considerando como ejemplo a R, = 2.

El nimero reproductivo basico R,, es un parametro de
bifurcacién debido a que provoca un intercambio entre
estabilidad e inestabilidad del punto de equilibrio libre de
enfermedad, por lo que, es comin que una enfermedad se
extinga si R, es menor que la unidad, mientras que la
enfermedad se extenderd entre la poblacion si R, es mayor que
la unidad.

Tipicamente, el propdsito de estos modelos es conocer y
estimar la dindmica (evolucion/comportamiento a lo largo del
tiempo) de wuna enfermedad, para con ello poder
determinar/implementar estrategias para reducir el indice de
transmision y/o propagacién de la enfermedad (Angulo et al.,
2021), tales como cuarentena para aislar a las personas
infectadas, distanciamiento social, cierre de fronteras, entre
otras (Volpert et al., 2020).

Si bien resulta complicado o imposible conocer a ciencia
cierta el comportamiento de la propagacion de una enfermedad
infecciosa, los modelos matematicos pueden coadyuvar, con
cierto grado de certidumbre, a la toma de decisiones para tratar
de mitigar/controlar la enfermedad. Sin duda, todos los
modelos matematicos existentes son perfectibles y hasta el
momento no se cuenta con uno que identifique fielmente el
comportamiento/dindmica de la actual pandemia. Aun asi,
parece ser que el empleo de modelos matemaéticos es la mejor
opcidn para la toma de decisiones.

Ultimamente, se ha hecho notorio escuchar que no ha sido
posible aplanar la curva de contagios o que el semaforo
epidemioldgico se encuentra en rojo, pero no explican qué
andlisis se realiz6, qué modelo utilizaron o qué
consideraciones se tomaron para poder llegar a esa conclusion
y/o decisién. Es por ello, que en este articulo se propone la
explicacion de una serie de modelos matematicos tipo SIR, que
han sido utilizados para caracterizar la dindmica de la COVID-
19 en distintos paises. Asi como el empleo de estos para la
toma de decisiones y coadyuvar a combatir y/o reducir la
propagacién/transmisibilidad de dicha enfermedad.
Contribucion. En este manuscrito se propone lo siguiente.
Primero, se presentan algunos de los modelos matematicos
mas empleados para analizar la pandemia actual, estos
modelos son del tipo SIR (libres de retardos y con retardos).
Ademas de una explicacién de la estructura/composicion de las
ecuaciones que conforman el modelo y su empleo para
coadyuvar a combatir a la COVID-19. Segundo, se realizan
simulaciones de algunos de estos modelos y se comparan los
resultados obtenidos con datos poblacionales de México
reportados por la OMS. Adicionalmente, como aportacién
sustancial de los autores, se propone un modelo matematico
inédito tipo SIR que contempla los tiempos muertos de
incubacién, de recuperacion y de inmunidad por haber

adquirido la enfermedad. Para determinar la efectividad del
modelo propuesto, se presentan simulaciones que son
cotejadas con datos oficiales de México reportados por la
OMS.

2. Modelos matematicos SIR y su aplicacién a la
pandemia de la COVID-19.

Como ya se mencion6 en la introduccién, los modelos
matematicos son fundamentales para comprender y predecir
los mecanismos de propagacion de una epidemia porque
ayudan a pronosticar brotes importantes, a detectar patrones y
monitorear caracteristicas que pueden sugerir medidas
adecuadas para controlar la propagacion de enfermedades. En
particular para la pandemia actual de la COVID-19, el deseo
de poder implementar estrategias con el fin de erradicar,
controlar o mitigar sus efectos se ha vuelto un reto para los
investigadores y personas del sector salud. Los modelos tipo
SIR que describen la transmision de humano a humano han
sido adaptados/modificados para tomar en cuenta diferentes
caracteristicas del comportamiento de la enfermedad. A
continuacion, se presentan algunos modelos comulnmente
utilizados agrupandolos en modelos libres de retardos y con
retardos. Cabe mencionar que estos modelos son de gran
utilidad al momento de querer describir el comportamiento que
una enfermedad tuvo en la poblacién, es decir como ocurrié
una epidemia, puesto que al contar con los datos registrados de
lo que ya ocurri6, es posible estimar los pardmetros utilizados
en estos modelos. Cuando adn no se dispone de informacion,
esto es muy complicado, por lo que, en general, el poder
predictivo de estos modelos es limitado.

2.1. Modelos SIR libres de retardo

El modelo fundamental para describir la transmisién de
humano a humano es el modelo SIR propuesto por (Kermack
y McKendrick, 1927) que se representa por tres ecuaciones
diferenciales ordinarias que modelan la interaccion de tres
compartimentos poblacionales:

1) S(t), son las personas susceptibles, es decir son todas
aquellas que no tienen inmunidad contra el agente
infeccioso por lo que podran volverse infecciosos si
tienen contacto con una persona infecciosa.

2) I(t), son las personas infecciosas, las cuales son
capaces de transmitir la enfermedad a las personas
susceptibles con las que entran en contacto.

3) R(t), son las personas recuperadas (removidos),
aquellas que tienen o han tenido la infeccion y que se
convierten en inmunes a la enfermedad y como
consecuencia estos individuos no afectan a la
dinamica de la transmision de la enfermedad cuando
entran en contacto con otras personas.

La poblacion total se denota como N(t) = S(t) +I(t) +
R(t) y se considera constante. Las ecuaciones diferenciales
ordinarias que representan la dinamica de los compartimentos
poblacionales son:
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% S(t) = —BS(t)I(t),
% I(t) = BS(OIE) —yI(D), @
“R(t) = YI(®),

donde B y y son parametros que representan la tasa de
infeccion (nimero de personas infectadas por unidad de
tiempo) y el reciproco del tiempo promedio que tarda en
recuperarse una persona de la enfermedad, respectivamente. El

namero reproductivo basico es de la forma R, = g.

Los términos con signo positivo representan una
contribucion a ese compartimento, y los términos con signo
negativo son aquellos que en algin momento van a salir de esa
clase. El producto BS(t)I(t) describe el nimero de personas
susceptibles por unidad de tiempo que pasan a la clase de
infecciosos por medio del contacto en funcién de la tasa 5. El
producto yI(t) representa al nimero de personas infecciosas
que después de un tiempo promedio de recuperacion 1/y, van
adejar de serlo y por lo tanto dejan de pertenecer a la poblacion
de infecciosos para integrarse a la poblacién de recuperados.
Para este modelo, se presupone que las personas recuperadas
de la enfermedad adquieren inmunidad. Observe que este
modelo no describe apropiadamente a la pandemia de la
COVID-19, comenzando por que las personas recuperadas
pueden volver a infectarse. Este modelo permite saber que
independientemente de la tasa de infeccién, si el nimero de
susceptibles se reduce, también el ndmero de infecciosos
disminuye. Por esa razon, una de las medidas adoptadas en
Meéxico fue la Jornada Nacional de Sana Distancia.

El modelo (1) ha marcado la pauta para distintos modelos
epidemioldgicos porque ha sido empleado para conocer el
comportamiento de numerosas enfermedades infecciosas. Con
la finalidad de ser utilizado para la pandemia de la COVID-19
en Angulo et al. (2021) el modelo SIR dado en (1), se modific
para tomar en cuenta intervenciones no farmacéuticas con la
finalidad de reducir la tasa de transmision de la enfermedad, y
para garantizar que el ndmero de infecciones no exceda la
capacidad de los servicios de salud. EI modelo propuesto en
Angulo et al. (2021), considera las siguientes ecuaciones que
definen el comportamiento dinamico de cada compartimento
poblacional

L5 = —A-wpSOIE),
SI®) = (A —wESOIE) —vIE), 0)
SR = yi(®),

donde u(t) € [0, uqx] representa a las intervenciones no
farmacéuticas que se busca sean éptimas para estabilizar o
erradicar la enfermedad. En este modelo el ndmero

reproductivo bésico, es de la forma R, = “‘ymﬁ. En dicho

trabajo se emplean conceptos de sistemas y de control
automatico para encontrar una estrategia de control que
asegura que la tasa de transmision disminuya.

Observacion 1. Las intervenciones oOptimas u(t) €
[0, umax], deben minimizar el periodo en que necesitan ser
aplicadas.

En Volpert, et al. (2020) se presenta el siguiente modelo
SIR, que considera una tasa de mortalidad debida a la infeccién
en la dindmica de la poblacion de infecciosos. Las ecuaciones
para este modelo son las siguientes:

S5(t) = —BI®)S(®),
SI®) = BIOSE) —yIE) = wl(©), ©)
RO = vI®),

donde y; es la tasa de mortalidad debida solo a la infeccion,
por lo que, el producto p;I(t) representa la parte
correspondiente a todos aquellos individuos infecciosos que
fallecen Gnicamente por causas debidas a la infeccion y al tener
signo negativo representa una salida en la poblacion de los
infecciosos. Observe que, en este modelo, la poblacién no se
considera constante, dado que no existe ningun término que
compense a las personas fallecidas de la ecuacion de
infecciosos.

Debido a que en el modelo (3) se incluye el parametro de la
tasa de mortalidad debida a la infeccién u; en la ecuacién
correspondiente a la dindmica de infecciosos, el numero

. ;- S
reproductivo basico para este modelo es R, = yﬁ +,j' donde S,
i

representa la condicidn inicial de la poblacidn susceptible.

Observacion 2. El modelo no toma en cuenta el periodo de
incubaciéon de la enfermedad que ha demostrado ser
importante en el caso de la propagacion del coronavirus, por
lo que, los individuos pueden volverse infecciosos antes de
mostrar cualquier sintoma.

Por otro lado, a diferencia de los modelos SIR anteriores,
en Arango, et al. (2020) se presenta una modelo SEIR, en
donde se considera una poblacién adicional E(t), la cual
considera a los individuos expuestos, es decir, la fraccion de
individuos infectados que aln no son capaces de transmitir la
infeccidn a otros individuos susceptibles durante el periodo de
latencia. Este modelo asume que la poblacion se mantiene
constante S(t) +I(t) + R(t) + E(t) = N, que la tasa de
letalidad de la enfermedad es baja, y que, ademas, todos los
individuos infecciosos que logran recuperarse adquieren
inmunidad. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
del modelo SEIR es el siguiente:

LSO = u(V = S©) - BT - vs(0),

GEo= PR+ 0EW, @
%I(t) = gE(t) — (v + WI(t),
SR(t) = VI(E) — pR(t) + vS(0),

donde, u es la tasa de mortalidad en la poblacién debida a
causas ajenas a la enfermedad, g es la tasa efectiva de contacto
que produce una nueva exposicion, v es la tasa de vacunacién
(que al comienzo de la pandemia se asume igual a cero), o es
la tasa a la cual un individuo expuesto se convierte en
infeccioso, y y es el reciproco del tiempo promedio que un
individuo tarda en recuperarse de la enfermedad.

El ndmero reproductivo basico es de la forma R, =

&, sin tener en cuenta la existencia de una vacuna. En
(o+m)(r+uw)
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la practica, este parametro puede ser dificil de medir, debido a
que depende de datos de seguimiento muy especificos en la
poblacion, como la frecuencia de un nuevo individuo expuesto
en la poblacion y la tasa por medio de la cual una persona se
vuelve infecciosa, entre otros.

Observacion 3. Este modelo es apropiado para
enfermedades que se extienden rapidamente y dan inmunidad
a los recuperados, es por ello que este modelo fue utilizado al
principio de la pandemia de la COVID-19 cuando se creia que
las personas recuperadas adquirian inmunidad.

Por otro lado, en Shan, et al. (2014), se considera un modelo
SIR, en donde a diferencia de los modelos anteriores, se
incluye el parametro b, el cual hace mencion a los recursos
hospitalarios disponibles (nimero de camas hospitalarias para
atender a pacientes infecciosos). Las ecuaciones diferenciales
de este modelo son las siguientes:

d = _ __Bs®I®)
Zs(t) - A—uS(®) S(O+I()+R(E)’
d _ ' B BS(OI(L)
LI = ~Gut w0 — Y, DIE) + 20O
d
L R@®) = y(b,DI(t) — uR(2),

©)

donde, y=y(b, 1) =yy+ (Y1 — 7o) %, lo cual es el

reciproco del tiempo promedio que un individuo tarda en
recuperarse y dejar de ser infeccioso. En este modelo A es la
tasa de reclutamiento de nuevos susceptibles, 1/y, es el tiempo
promedio minimo de recuperacién de los individuos, 1/y; es
el tiempo promedio méaximo de recuperacion de los individuos,
u es la tasa de mortalidad de la poblacién no causada por la
enfermedad y y; es la tasa de mortalidad debida a la infeccion.
A diferencia de los modelos anteriores, este involucra parte de
la dindmica propia de la poblacién en la tasa de mortalidad
natural.

En dicho trabajo se emplean conceptos de sistemas y de
control automatico para llevar al sistema a su forma lineal y
con ello analizar los puntos de equilibrio libres de enfermedad
y en el equilibrio endémico, asi como distintos tipos de
bifurcacion.

Observacion 4. Una bifurcacidn se da cuando una pequefia
variacion en los valores de los parametros de un sistema
(paradmetros de bifurcacion) causa un brusco cambio en su
comportamiento. En algunos modelos el parametro de
bifurcacion es el nimero reproductivo basico o en otros casos
como en el modelo (5) es la disponibilidad de recursos
hospitalarios (nimero de camas).

2.2. Modelos SIR con retardo

En esta seccion se describiran modelos tipo SIR con
retardos, los cuales son todos aquellos tiempos muertos que
tarda en ejecutarse una accidn o un acontecimiento. Estos
modelos son importantes dado que como es bien sabido,
cualquier enfermedad cuenta con periodos de incubacion,
recuperacion, entre otros, los cuales deben ser contemplados
para poder comprender correctamente el comportamiento
dinamico de cada una de las enfermedades. Para este tipo de

modelos, no todos los individuos infectados se consideran
infecciosos inmediatamente, debido a que existe un periodo de
tiempo en el que las personas ya pueden estar infectadas, pero
aun no son capaces de transmitir la enfermedad.

El presente modelo SIR de infeccién en progreso dado en
Volpert, et al. (2020), es una variante del modelo (3), en donde
se adicionan retardos. Aqui, el parametro B es la tasa de
infeccion de la enfermedad debida al contacto entre personas
susceptibles e infecciosas. Las ecuaciones diferenciales
retardadas para este modelo son las siguientes:

s = —BIB)S (D),
L1 = BIBSE) - BIt— DSt — 1),

donde 7 es el retardo y representa al periodo de recuperacion
de la enfermedad. En este modelo se asume que el producto
BI(t)S(t) representa la cantidad de individuos susceptibles
por unidad de tiempo que pasan a ser inmediatamente
infecciosos por medio del contacto entre individuos
susceptibles e infecciosos en funcion de la tasa S, por lo que,
al tener signo negativo representa una salida en la poblacion
susceptible. Mientras que la cantidad BI(t —1)S(t — 1)
representa una salida de la clase de infecciosos en un tiempo t.
Debido a que la poblacién que se recupera de la enfermedad
no vuelve a ser susceptible, la poblacién en este modelo no se
considera constante.

(6)

Observacion 5. Este modelo contempla que todas las
personas son sintomaticas, por lo que la existencia de los
individuos asintomaticos es una desventaja, ya que, al no
presentar sintomas, no es posible ponerlos en cuarentenay por
lo tanto son capaces de continuar transmitiendo la
enfermedad.

Por otro lado, en Cumsille et al. (2021), se presenta una
variante del modelo SIR dado en (1), en donde se consideran
los efectos de retardo en el tiempo 7, y 7,. En este modelo, el
pardmetro B es la tasa de transmision de la enfermedad debido
al contacto entre susceptibles e infecciosos, mientras que y es
el reciproco del tiempo promedio que un individuo tarda en
recuperarse de la enfermedad. Aqui, se asume que la poblacién
se mantiene constante y que las personas recuperadas
adquieren inmunidad. Para este modelo las ecuaciones son:

ZS® = —BSOI(t — 1),
SI) = BSWIE-T) —YIt—-T),  (7)
SR(®) = yI(t—1s),

donde los pardmetros t, y 7,, representan la transicion de los
individuos susceptibles a infecciosos y de infecciosos a
recuperados, respectivamente. Estos retardos se asumen,
debido a que se toma en cuenta la implicacion de que las
personas susceptibles no se infectan inmediatamente al tener
contacto con una persona infecciosa, por lo que se consideran
los efectos del retardo en el tiempo para el periodo de
incubacidén de la enfermedad t,. Por otro lado, el efecto del
retardo en el tiempo también se aplica a las personas
recuperadas, dado que las personas infecciosas no
inmediatamente dejan de serlo, por lo que se considera un
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periodo de recuperacién de la enfermedad z,. Debido a que en
la ecuacion correspondiente a la poblacién infecciosa del
modelo (7) contiene ambos retardos, el nimero reproductivo

basico R,, es de la forma R, =@M, donde S, es la
vy I(t-12)

condicion inicial de la poblacién susceptible.

Otra variante del modelo SIR dado en (1), es considerada
en Castafios, et al. (2021), donde se asume que la tasa de
transmision B, puede ser controlada aplicando medidas de
distanciamiento social, las cuales toman efecto 7, unidades de
tiempo después. La Unica informacién disponible para este
modelo en el tiempo ¢, es el nimero de personas infecciosas
en el tiempo t — 7,. El reciproco del tiempo promedio de
recuperacion y, asi como los retardos 7; y 7, Se asumen
conocidos. Las ecuaciones diferenciales retardadas para este
modelo son las siguientes:

LSt = —BE-TISOIE),
21 = (BE—T1IS®) =PI, )
y(®) = It — 75).

En dicho trabajo se emplean conceptos de sistemas y de
control automatico para disefiar un estimador (observador) de
estados, con la finalidad de poder estimar el comportamiento
real del fenémeno a estudiar. Por otro lado, el observador es
adaptado para funcionar como un predictor que contempla los
efectos de retardo en el tiempo, con la finalidad de poder
anticipar el comportamiento de la pandemia de la COVID-19,
esperando que la dindmica del error, es decir, la comparacion
entre las estimaciones y los datos reales, sea lo mas pequefia
posible.

Esta seccion finaliza con la propuesta de un modelo con
retardos donde se considera que una parte de las personas
recuperadas vuelven a ser susceptibles después de un periodo
de tiempo posterior a su recuperacién. El modelo propuesto es
de la forma

LS5(t) = —BS(OI(t—15) + aR(t — 1),
SI®) = BSOIE—T)—VIt—7),  (9)
SR(t) = yIt—T1) —aR(t—1y),

donde

e [ eslatasa de transmision de la enfermedad.

e ¥y ya son los reciprocos de los tiempos promedios
que tarda un individuo en recuperarse de la
enfermedad y en ocurrir la pérdida de inmunidad de
la enfermedad, respectivamente. Las cuales se
suponen constantes, es decir sus valores se mantienen
fijos.

e 1, es el tiempo que tarda un individuo infeccioso en
dejar de serlo, para asi recuperarse de la enfermedad
y adquirir inmunidad.

e T, es el tiempo que tarda un individuo recuperado en
volver a la clase susceptible.

e 75 es el tiempo que tarda un individuo susceptible en
presentar sintomas de la enfermedad, es decir en
volverse infeccioso.

Este modelo es propuesto debido a que la actual pandemia
de la COVID-19, ha mostrado que las personas no adquieren
inmunidad total ni permanente, es decir pueden volver a

infectarse de alguna otra variante de la enfermedad después de
un tiempo posterior a haberse recuperado. En este modelo el
producto aR(t —t,) representa a las personas que en un
tiempo 7, pierden su inmunidad por lo que vuelven a ser
susceptibles, mientras que el producto yI(t — 7,) representa la
fraccion de los infecciosos que en un tiempo 7, dejan de serlo
y por lo tanto se recuperan. Por otro lado, el producto
BS()I(t —15) representa toda aquella poblacion de
individuos que se infectaron y después de un tiempo 74

comienzan a ser infecciosos. El nimero reproductivo basico

R, derivado de este modelo, es de la forma R, = %;g_?;
—t1

donde S, es la condicion inicial de la poblacion susceptible.

3. Aplicacion del modelo SIR a la poblacién de México.

Es sabido que la simulacion de los modelos matematicos
bajo escenarios especificos ha permitido hacer evaluaciones
rapidas de situaciones para la asignacion adecuada de recursos,
tales como son los modelos SIR que Unicamente contemplan
tres poblaciones 0 modelos mas complejos como es el caso del
modelo mateméatico AMMA (CONACYT (2021)), el cual es
un tipo de modelo SEIRD basado en inferencia bayesiana de
asimilacion secuencial de datos, que toma en consideracion a
las personas: susceptibles, expuestas, infecciosas, recuperadas
y las defunciones, y que actualmente permite estimar el
aumento y/o disminucion del nimero de casos de la
enfermedad para la Zona Metropolitana del Valle de México,
a partir de los casos confirmados diarios, defunciones
acumuladas y la demanda de los recursos hospitalarios
utilizados diariamente (nimero de camas).

Los modelos aqui presentados comparados con el modelo
AMMA, son modelos més sencillos, los cuales utilizan menos
informacion, la cual se encuentra disponible en organizaciones
tales como la OMS para la poblacion en general. Es por esto
gue en esta seccion se presentan simulaciones de algunos
modelos matematicos presentados en la seccion anterior, para
ilustrar el comportamiento de la evolucién de la pandemia en
México. Se considera una ventana de simulacion comprendida
del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, asi como la
estimacion obtenida por los modelos para los 60 dias
siguientes. Los resultados de simulacion de los modelos se
contrastan con datos oficiales reportados por la OMS (WHO,
2021). Cabe mencionar que los pardmetros asociados a la tasa
de infectados y al tiempo promedio de recuperacién tienen un
papel clave en la evolucién de los compartimentos descrita por
los modelos. Para efectos de simulacion se hicieron
estimaciones de forma exhaustiva de estos parametros con los
datos de la ventana de tiempo considerada.

3.1. Modelo SIR libre de retardos

Considere el modelo SIR libre de retardos de la forma (1),
asi como los datos registrados por la OMS del 1 de diciembre
de 2020 al 1 de marzo de 2021. Aqui, N = 200000 es la
poblacidn considerada en la ventana de tiempo seleccionada
anteriormente, de la cual S, = 87957/N, I, = 6388/N y
R, = 105655/N son las condiciones iniciales normalizadas
de la poblacion susceptible, infecciosa y recuperada,
respectivamente. Los valores de la tasa de infeccion g vy el
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reciproco del tiempo promedio de recuperacion y son
propuestos para obtener un ajuste entre la dinamica del modelo
matematico y los datos reales en una ventana de tiempo. En la
Tabla 2 se presentan los dos mejores obtenidos, asi como sus
errores cuadraticos medios (ECM), los cuales ayudan a
comprender cudndo las dindmicas estimadas se asemejan mas
a las reales. Es otras palabras, el ECM nos proporciona un
aspecto cuantitativo para determinar cuales parametros (83,y)
hacen que la respuesta dindmica del modelo se aproxime/ajuste
mas a los datos reales.

Tabla 2: Error Cuadratico Medio (ECM)

Caso 8 y ECM ECM
Infecciosos  Recuperados
(i) 0.2890  0.0615 0.0256 0.0310
(i) 0.2930  0.0605 0.0269 0.0335

En la Figura 2, se puede observar el caso (i), § = 0.2890 y
y = 0.0615. Es claro que usando una tasa de infeccion de
aproximadamente 28.90% y un tiempo promedio de 16 dias
de recuperacion, el modelo SIR representa una evolucién
cercana a la dindmica real de la COVID-19, cotejado con los
datos registrados por la OMS.

Modelo SIR sin retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 2: Simulacion del modelo SIR (1) empleando By y dados en (i) de la
Tabla 2.

Es posible observar que el comportamiento obtenido por
medio del modelo, se asemeja bastante al comportamiento real
de la pandemia, existiendo una discrepancia mayor durante
aproximadamente los 25 y 75 dias de simulacion de acuerdo a
los datos reales de las personas recuperadas y los datos
estimados obtenidos por medio del modelo. Comparando el
valor del ECM de los casos (i) y (ii), respectivamente, es
posible visualizar que las dindmicas aproximadas en
comparacion con las reales, se ajustan de mejor manera al
ocupar los valores de By y del caso (i), ya que el valor del
ECM es menor para las dindmicas de las poblaciones de
infecciosos y recuperados, en otras palabras, logrando que la
dindmica estimada sea por lo tanto mas cercana a la evolucion
real de la COVID-19 en la ventana de tiempo considerada.

Dado a que normalmente estos modelos son utilizados para
estimar el comportamiento que una enfermedad ha tenido a lo
largo del tiempo, se decide analizar qué es lo que sucede
tomando en consideracion los parametros de 8 y y del caso (i),
que se muestran en la Tabla 2 y analizando los siguientes 60
dias, comprendidos del 1 de marzo al 29 de abril de 2021. Para

N = 250000, las condiciones iniciales son S, = 57497/N,
I, =7246/Ny R, = 185257 /N debido a que para el periodo
de tiempo considerado el progreso de la enfermedad ha sido
mayor, por lo que el nimero de personas recuperadas e
infecciosas aumento.

Modelo SIR sin retardos (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 3: Simulacién del modelo SIR (1) empleando By y dados en (i) de la
Tabla 2, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29 de abril de 2021.

En la Figura 3, es posible observar que utilizando los
mismos valores para 8 y y, el comportamiento estimado por
medio del modelo, contintia siendo muy parecido al real de la
COVID-19 en México, lo que hace pensar que debido a que se
mantuvieron las medidas sanitarias propuestas por las
organizaciones de salud, esto implico que la tasa de
transmision y el tiempo de recuperacion de las personas
infecciosas, no aumentaron. Por lo que, para este caso, el
modelo dado en (1) si logré estimar lo que realmente pasé en
los proximos 60 dias (1 de marzo al 29 de abril de 2021). El
ECM para las dindmicas de infecciosos y recuperados, €s
0.87% Yy 1.52%, respectivamente, los cuales son menores a los
obtenidos en el periodo comprendido del 1 de diciembre de
2020 al 1 de marzo de 2021.

3.2. Modelo SIR con retardos

Por otro lado, considerando el modelo SIR con retardos de
la forma (7), asi como los datos registrados por la OMS en la
primera ventana de tiempo considerada (1 de diciembre de
2020 al 1 de marzo de 2021), con N = 200000 y las
condiciones iniciales S, = 87957/N, I, = 6388/N y R, =
105655/N. Los valores de la tasa de infeccion g, el reciproco
del tiempo promedio de recuperacion y, el periodo de
incubacién 7, y el periodo de recuperacion de la enfermedad
infecciosa t,, son dados en la Tabla 3.

Tabla 3: Valores empiricos de 3, y, t, Y T, para el modelo (7)

Caso B 4 T T2
0] 0.2561  0.0518 6 11
(i) 0.2367 0.0522 58 12

Los valores de los ECM obtenidos para los casos (i) y (ii), son
dados en la Tabla 4.
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Tabla 4: Error Cuadratico Medio (ECM)

ECM ECM
Caso .
Infecciosos  Recuperados
0] 0.0347 0.0111
(i) 0.0269 0.0335

En la Figura 4, se puede observar el caso (i), § = 0.2561 y
y = 0.0518. En donde es posible observar los efectos de los
retardos en el tiempo, proporcionando de igual forma una
evolucidn cercana al comportamiento con los datos registrados
por la OMS.

Modelo SIR con retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4: Simulacién del modelo SIR (7) empleando 8, y, 7, y 7, dados en
(i) de la Tabla 3.

Aqui es posible observar que los retardos provocan los
efectos de campana en ambas dindmicas obtenidas por medio
del modelo, debido al tiempo de retardo tomado en
consideracion. Dado a que el modelo utilizado no cuenta con
parametros que tomen en consideracion las intervenciones
realizadas por las autoridades para la erradicacion de la
COVID-19, es posible que, de no haber sido aplicadas, el
comportamiento de la enfermedad se asemejara al
comportamiento obtenido por medio del modelo. Por otro lado,
es claro que existe un error entre la estimacion y los datos
reales, el cual comparando el valor del ECM de los casos (i) y
(ii), respectivamente, es posible visualizar que las dinamicas
aproximadas en comparacion con las reales, se ajustan de
mejor manera al ocupar los valores de 8,y, t; y t, del caso
(i) de la Tabla 3, ya que el valor del ECM es menor para las
dinamicas de las poblaciones de infecciosos y recuperados.

Por otro lado, se analizan los siguiente 60 dias
comprendidos del 1 de marzo al 29 de abril de 2021, con N =
250000;y S, = 57497 /N, 1, = 7246/Ny R, = 185257/N,
asi como los parametros correspondientes al caso (i) de la
Tabla 3. Lo anterior se realiza con el fin de ejemplificar la
eficiencia del modelo (7) empleando 8, y, T, y 7, dados en
(i) de la Tabla 3.

Modelo SIR con retardos (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 5: Simulacion del modelo SIR (7) empleando S, v, t; Y 7, dados en
(i) de la Tabla 3, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29 de abril
de 2021.

En la Figura 5, se observa que, considerando los mismos
parametros mas adecuados encontrados para el periodo del 1
de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, el modelo se sigue
aproximando de buena manera en ambas dindmicas, pero con
una pequefia diferencia. En cuanto a la dindmica de la
poblacion de infecciosos, se puede observar que el modelo
indica un comportamiento muy cercano al comportamiento
gue realmente se ha tenido en la poblacién, mientras que para
la dinamica de los recuperados, el modelo estimo que existiria
un nimero ligeramente menor de personas recuperadas, siendo
que realmente este nimero fue mayor, dando pauta a que los
servicios de salud fueron més eficientes en el cuidado de las
personas infecciosas, y que por otro lado las personas si
respetaron las medidas sanitarias, provocando una propagacion
menor que la estimada dicha por el modelo. EI ECM para las
dinamicas de infecciosos y recuperados, es 1.13% y 1.99%,
respectivamente, donde el obtenido para la poblacion
infecciosa fue menor que el obtenido en el periodo
comprendido del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de
2021, mientras que el de recuperados fue mayor.

3.3. Propuesta de Modelo SIR con retardos

Por altimo, se realizé la simulacion por medio del modelo
propuesto dado en (9), con la finalidad de observar si
efectivamente el modelo se comporta de forma semejante a los
modelos previamente utilizados. Para lo cual se realiz6 la
simulacion en la primera ventana de tiempo considerada del 1
de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, con N = 200000
y las condiciones iniciales S, = 87957/N, I, = 6388/N y
R, = 105655/N. Los valores de B, y, a, 74, T, Y T3,
considerados, son dados en la Tabla 5. Recordando que en este
modelo a representa el reciproco del tiempo promedio que
tarda un individuo recuperado en volver a ser susceptible
(perder su inmunidad).

Tabla 5: Valores empiricos de B3, v, a, 14, T, Y T3 para el modelo (9)

Caso B y a T, T, T4
() 0.2058 0.0639 0.0018 14 17 6.8
(i) 0.2061  0.0622 0.003 11 11 65

Los valores de los ECM obtenidos para los casos (i) y (ii),
son dados en la Tabla 6.
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Tabla 6: Error Cuadratico Medio (ECM)

ECM ECM
Caso .
Infecciosos  Recuperados
0] 0.0162 0.0808
(i) 0.0222 0.1024

En la Figura 6, se puede observar el caso (i), 8 = 0.2058,
y = 0.0639y a = 0.0018. En donde es posible visualizar que
el comportamiento obtenido por medio del modelo dado en (9)
es muy parecido a los obtenidos por medio de los modelos (1)
y (7). En donde es posible visualizar que la dindmica de los
recuperados tendera a crecer y posteriormente estabilizarse en
algin momento, mientras que la dindmica de los infecciosos,
tendera a decrecer. Aunque al hablar de la propagacién de una
enfermedad en la poblacion, es dificil dar certeza de lo que
posiblemente pudiera pasar.

Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 6: Simulacién del modelo SIR (9) empleando 8,y, a, 71,7, ¥ T3
dados en (i) de la Tabla 5.

Para este caso los valores del ECM de los casos (i) y (ii),
respectivamente, se pueden visualizar en la Tabla 6, siendo el
caso (i) el que proporciona un error de estimacién menor.
Comparando los resultados obtenidos de los modelos con
retardos empleados, es posible observar que el modelo
propuesto dado en (9), proporciona un error de estimacién
menor en la dinamica de infecciosos en comparacién con el
modelo (7), por lo que es posible asumir que el considerar la
pérdida de inmunidad en el disefio de este tipo de modelos
epidemioldgicos, es adecuado.

Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 7: Simulacién del modelo SIR (9) empleando 8,y, a, 71,7, ¥ T3
dados en (i) de la Tabla 5, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29
de abril de 2021.

En la Figura 7, de la misma forma que los modelos
anteriores, se observa que considerando los mismos
pardmetros correspondientes al caso (i) encontrados para el

periodo del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021
dados en la Tabla 5, con N = 250000 y condiciones iniciales
Sy = 57497/N, I, = 7246 /N y R, = 185257 /N, el modelo
sigue proporcionando una estimacion semejante a los datos
reales para los 60 dias siguientes. En donde es posible
visualizar que la dindmica de la poblacion infecciosa se
asemeja bastante a los datos reales, generando un ECM del
0.84% el cual es menor comparado con el obtenido con el
modelo (7), lo que da idea que el modelo es capaz de estimar
de mejor manera el comportamiento de esta poblacién, por otro
lado, en cuanto a la estimacion de la poblacion de los
recuperados comparado con los datos reales, se obtiene un
ECM de 5.93% el cual para este caso es mayor al obtenido con
el modelo (7) en la ventana de tiempo del 1 de marzo al 29 de
abril de 2021 y los parametros considerados.

Dado que ya se cuenta con los parametros mas adecuados
encontrados para cada uno de los modelos utilizados en esta
seccion, durante la ventana de tiempo comprendida del 1 de
diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, es posible ilustrar
como es el comportamiento del nimero reproductivo basico R,
para cada uno de estos modelos. En las Figuras 8, 9 y 10, es
posible observar el comportamiento de R, para el modelo libre
de retardos, con retardos y con retardos propuesto.
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Figura 8: Simulacion de R, del modelo SIR (9).
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Figura 9: Simulacién de R, del modelo SIR (7).
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Figura 10: Simulacion de R, del modelo SIR (9).

En la Figura 8, se muestra la dinamica del valor de R, para
el modelo libre de retardos (1). Aqui se puede observar que R,
es menor a uno a partir de los 35 dias, aproximadamente. Esto
se debe a que en el modelo se tiene un decremento en la
dinamica de infecciosos, sin embargo, la dindmica real (datos
reportados) muestran que la enfermedad continda siendo
alarmante. Mientras que las Figuras 9 y 10, correspondiente a
los modelos con retardos (7) y (9), respectivamente, se puede
observar un comportamiento de R, mas semejante al ocurrido
en la dindmica real (datos reportados), ya que, a pesar de tener
un comportamiento fluctuante, este no es menor a uno,
indicando adn la amenaza de pandemia.

Tabla 7: Comparacién del ECM

ECM ECM
Modelo .
Infecciosos Recuperados
@) 0.0256 (2.56%)  0.0310 (3.10%)

) 0.0347 (3.47%)
(9) 0.0162 (1.62%)

0.0111 (1.11%)
0.0808 (8.08%)

En la Tabla 7, se puede verificar que por medio del modelo
propuesto (9) es posible obtener un menor ECM en cuanto a la
dinamica de infecciosos en comparacion con los modelos (1) y
(7), pero, por otro lado, un error mayor en la dindmica de los
recuperados. Para la ventana de tiempo considerada, es posible
observar que el modelo (7), es el que mejor estima la dindmica
real de la poblacién de los recuperados.

4, Conclusiones.

En este manuscrito se presentaron algunos de los modelos
matematicos méas  empleados para  analizar la
dindmica/comportamiento de la COVID-19, asi como una
descripcion de cada uno de los modelos mencionados. Esto con
el fin de que el lector conozca mas sobre el uso de estos
modelos y como ellos coadyuvan a la toma de decisiones.
Asimismo, se realizaron simulaciones de algunos modelos
matematicos SIR (con y sin retardos) que son comparados con
datos de México reportados por la OMS. Como una
contribucion de los autores, se propone un modelo matematico
inédito tipo SIR que contempla tiempos muertos de
incubacion, de recuperacion y pérdida de inmunidad.

Los modelos presentados permiten justificar algunas
medidas que se han tomado durante la crisis sanitaria que
hemos vivido a nivel mundial. EI modelo basico permite saber

que el aislamiento social es fundamental para reducir el
namero de susceptibles y con ello, reducir el nimero de
infecciosos. Lamentablemente, cuando las medidas de
confinamiento no pueden ser obligatorias, esta medida deja de
ser eficiente. Ademas, el confinamiento es una medida que se
desgasta rapidamente, por lo que deben buscarse alternativas
en el caso de que la epidemia se prolongue.

Los modelos con retardos son de gran utilidad porque
contemplan de mejor manera lo que ocurre con el proceso
infeccioso. Estos modelos permiten determinar de manera mas
cercana las dindmicas de las poblaciones consideradas, lo cual
puede coadyuvar a la toma de decisién e intervenciones
adecuadas que pueden verse reflejadas en la reduccién de
personas infectadas/infecciosas. Estos modelos también
permiten evaluar la eficacia de las vacunas. En el caso de que
hubiera bifurcaciones hacia atras, como se ha demostrado que
ocurre con otras vacunas, el modelo sugeriria que habria que
replantear la estrategia, evitando la vacunacion universal.

Por medio de las simulaciones realizadas para estimar el
comportamiento de la COVID-19, se puede verificar que por
medio del modelo propuesto con retardos es posible obtener un
menor ECM en cuanto a la dindmica de infecciosos en
comparacion con los demas modelos utilizados, lo que hace
pensar que el afiadir un parametro que represente la perdida de
inmunidad es adecuado.

Si bien, es notorio que ningin modelo matematico
corresponde completamente a la dindmica real representada
por los datos reportados por la OMS, también es claro que el
desarrollo y el andlisis de modelos matematicos que
representen fielmente dicho comportamiento real es tan
complejo como la comprension completa de todas y cada una
de las variables y los parametros involucrados, sobre todo el
comportamiento humano. Sin embargo, los modelos
matematicos son una de las herramientas méas poderosas que se
pueden emplear para entender y combatir a la COVID-19.
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