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Publicación Semestral Pädi Vol. 10 No. Especial (2022) 59–64

Pädi
ISSN: 2007-6363

Ideales traza sobre ω
Trace ideals on ω

N. Rivas-González ID ∗
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Resumen

Este trabajo se centra en la definición de Ideal Traza, dada por J. Brende en (Brendle and Yatabe, 2005). El objetivo es dar
algunas relaciones que hay entre un ideal y su traza, e.g. sus cardinales asociados. Además, se introducen nuevos cardinales y se
muestran sus relaciones con los cardinales estándar. Por último, se dan algunos ejemplos concretos de ideales traza.
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Abstract

This work focuses on the definition of Trace Ideal, given by J. Brende in (Brendle and Yatabe, 2005). The aim is to show
some relations between the ideal and its trace, such as the associated cardinals. Additionally, new cardinals are introduced and their
relations with the standard cardinals are established. Finally, we provide some concrete examples of trace ideals.

Keywords: Ideal on ω, Trace Ideal, Cardinals associated to an ideal, Tukey Order.

Introducción

Un ideal I sobre un conjunto X es una familia no vacı́a
de P (X) = {Y : Y ⊆ X} que es cerrada bajo subconjuntos,
es decir (∀ I) (∀ J) I ∈ I ∧ J ⊆ I → J ∈ I, y bajo
uniones finitas, es decir (∀ I, J ∈ I) I ∪ J ∈ I. Los ideales
considerados en este trabajo serán propios (X < I) y libres
([X]<ω = {F ⊆ X : F es finito} ⊆ I). El ideal generado por
A ⊆ P (X) es 〈A〉 = {Y ⊆ X : (∃ F ∈ [A]<ω) Y ⊆

⋃
F}. Un

ideal I es un σ-ideal si es cerrado bajo uniones numerables, y
es un P-ideal si para cada {An : n ∈ ω} ⊆ I existe A ∈ I tal que
(∀ n ∈ ω) An ⊆

∗ A (para A, B ⊆ X, A ⊆∗ B si existe F ∈ [X]<ω

tal que A ⊆ B ∪ F). Un ideal I sobre un conjunto infinito X es
alto si para cada A ∈ [X]ω = {C ⊆ X : C es numerable} exis-
te B ∈ [A]ω ∩ I. Un ideal I sobre ω (el conjunto de números
naturales) es analı́tico si es un subespacio analı́tico (ver (Galic-
ki, 2013, sec. 4)) de P (ω), el cual es homeomorfo al espacio
2ω = { f : f : ω→ 2} con la topologı́a producto. |X| es la cardi-
nalidad del conjunto X. ℵ0 = |ω| y c = |2ω| = |R|.

Para un espacio topológico X, D ⊆ X es denso si su clau-
sura es igual a X, N ⊆ X es nunca denso si el complemento
de su clausura es denso y M ⊆ X es magro si está contenido
en la unión numerable de conjuntos nunca densos. Los concep-

tos y notaciones no definidos en el escrito son estándar y pue-
den consultarse en Hernández-Hernández (2021), Hernández-
Hernández (2014) y Kunen (1980).

Un ideal I sobre X tiene los siguientes cardinales asociados.

• add (I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧
⋃
A < I}.

• cov (I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧
⋃
A = X}.

• non (I) = mı́n{|Y | : Y ⊆ X ∧ Y < I}.

• cof (I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧ (∀ I ∈ I) (∃ A ∈ A) I ⊆ A}.

En ωω = { f : f : ω→ ω} se define la relación ≤∗ dada por
f ≤∗ g si y sólo si {n ∈ ω : f (n) > g(n)} es finito. Se definen
entonces los siguientes cardinales.

b = mı́n{|B| : B ⊆ ωω ∧ (∀ f ∈ ωω) (∃ g ∈ B) g �∗ f },

d = mı́n{|D| : D ⊆ ωω ∧ (∀ f ∈ ωω) (∃ g ∈ D) f ≤∗ g}.

Dentro de 2ω se considerarán algunos σ-ideales con nom-
bre propio: N, el ideal de los conjuntos nulos (respecto a la
medida producto); y M, el ideal de los conjuntos magros. Los
cardinales de N y M, junto con b y d, se relacionan mediante el
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conocido como Diagrama de Cichoń, donde la notación κ → λ
significa que κ ≤ λ.

cov (N) // non (M) // cof (M) // cof (N)

b

OO

// d

OO

add (N)

OO

// add (M)

OO

// cov (M)

OO

// non (N)

OO

Un σ-ideal sobre ωω a considerar es Kσ, el ideal genera-
do por los conjuntos σ-compactos (K ⊆ ωω es σ-compacto
si existe F = {Kn ⊆ ω

ω : n ∈ ω} familia de compactos tal que
K =

⋃
F ). Para este ideal se sabe que add (Kσ) = non (Kσ) = b

y cov (Kσ) = cof (Kσ) = d (Blass, 2010).
Un árbol T es un conjunto parcialmente ordenado por una

relación ≤ tal que para cada t ∈ T se cumple que el conjun-
to pred (t) = {s ∈ T : s ≤ t} es bien ordenado (todo sub-
conjunto no vacı́o tiene un elemento mı́nimo). A los elementos
de un árbol se les llama nodos. Un árbol T es bien podado si
(∀ t ∈ T ) (∃ s ∈ T ) t < s. Dos nodos s, t son compatibles (de-
notado por s||t) si s ≤ t o t ≤ s; en caso contrario se dice
que son incompatibles (denotado por s ⊥ t). A ⊆ T es una
anticadena si (∀ s, t ∈ T ) s ⊥ t. Para n un número natural,
2n es el conjunto de funciones con dominio n y rango 2. El
conjunto 2<ω =

⋃
{2n : n ∈ ω} con el orden de la contención

(s ≤ t si y sólo si s ⊆ t) es un árbol. Si s ∈ 2<ω entonces
[s] = { f ∈ 2ω : s ⊆ f } y 〈s〉 = {t ∈ 2<ω : s ⊆ t}. Análogamente
se define el árbol ω<ω y lo relacionado a él.

Ya que la mayorı́a de definiciones y resultados son apli-
cables para 2ω y para ωω, Es denotará a cualquiera de ellos y
Ar será el árbol correspondiente. Para f ∈ Es, sea nd ( f ) =

{ f �n : n ∈ ω} ⊆ Ar, donde f �n es la restricción a n
de la función f . Las ramas de A ⊆ Ar son el conjunto
[A] =

{
f ∈ Es : (∀ n ∈ ω) f �n ∈ A

}
. Hay una biyección en-

tre {F ⊆ Es : F es cerrado} y
{
T ⊆ Ar : T es árbol bien podado

}
dada por F 7→

⋃
{nd ( f ) : f ∈ F} y T 7→ [T ].

Ideales sobre ω

Para I, ideal alto sobreω, se tienen los siguientes cardinales.
• add∗(I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧ (∀ I ∈ I) (∃ A ∈ A) A *∗ I}.
• cov∗(I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧ (∀ X ∈ [ω]ω) (∃ A ∈ A) |A∩ X| = ℵ0}.
• cof∗(I) = mı́n{|A| : A ⊆ I ∧ (∀ I ∈ I) (∃ A ∈ A) I ⊆∗ A}.
• non∗(I) = mı́n{|X| : X ⊆ [ω]ω ∧ (∀ I ∈ I) (∃ X ∈ X) |I ∩ X| < ℵ0}.

Los cuales cumplen con el siguiente diagrama.

non∗(I)

$$
ℵ0 // add∗(I)

99

%%

cof∗(I) // c

cov∗(I)

::

La elección de los nombres se justifica ya que todo ideal
alto I sobre ω tiene un ideal asociado Î sobre [ω]ω dado por

Î = {X ⊆ [ω]ω : (∃ I ∈ I) (∀ X ∈ X) |X ∩ I| = ℵ0}. Ası́ se cum-
ple que add(̂I) = add∗(I) (y lo correspondiente con los otros tres
cardinales), además I es un P-ideal si y sólo si Î es un σ-ideal
si y sólo si add∗(J) > ℵ0. Como los ideales considerados son
libres, entonces cof∗(I) = cof (I).

Para I un ideal, se dice que X ⊆ I es ⊆-acotado (o simple-
mente acotado) si

⋃
X ∈ I.

Definición 1.1. Sean I, J ideales sobre ω, se definen los si-
guientes pre-órdenes.
• [Katetov] I ≤K J si existe F : ω→ ω tal que {F−1[I] : I ∈ I} ⊆ J.
• [Tukey] I ≤T J si existe F : I → J tal que si X ⊆ J es acotado,

F−1[X] también lo es.

El orden de Tukey se puede definir de manera más general.
Si (P,≤P) y (Q,≤Q) son conjuntos parcialmente ordenados, en-
tonces (P,≤P) ≤T (Q,≤Q) si existe F : P→ Q tal que F−1[A] es
≤P-acotado siempre que A sea ≤Q-acotado. O de manera equi-
valente, si existen F : P → Q y F∗ : Q → P tales que
(∀ p ∈ P) (∀ q ∈ Q) F(p) ≤Q q → p ≤P F∗(q). Además, se
dice tales ordenes son Tukey equivalentes si (P,≤P) ≤T (Q,≤Q)
y (Q,≤Q) ≤T (P,≤P), lo cual se denota por (P,≤P) ≡T (Q,≤Q).
También se pueden definir los cardinales de aditividad y cofina-
lidad asociados a un orden parcial (P,≤P) de la siguiente mane-
ra: add(P) = mı́n

{
|A| : A ⊆ P ∧ (∀ p ∈ P) (∃ a ∈ A) a �P p

}
y

cof(P) = mı́n {|C| : C ⊆ P ∧ (∀ p ∈ P) (∃ c ∈ C) p ≤P c}.
Para I, J ideales sobre ω se define I ≤∗T J si se cumple

que (I,⊆∗) ≤T (J,⊆∗). Si ambos ideales son P-ideales, enton-
ces I ≤T J implica I ≤∗T J. Las relaciones Katetov y Tu-
key entre ideales implican relaciones entre algunos de sus car-
dinales, como muestra lo siguiente, cuya prueba se encuen-
tra en (Hernández-Hernández and Hrušák, 2007). Más aún, la
misma prueba implica que para la definición general se tiene
add(P) ≥ add(Q) y cof(P) ≤ cof(Q) siempre que P ≤T Q (se
escribe P ≤T Q en lugar de (P,≤P) ≤T (Q,≤Q) cuando no hay
ambigüedad en los ordenes involucrados).

Proposición 1.2. Sean I, J ideales sobre ω.

a) Si I ≤∗T J entonces add∗(I) ≥ add∗(J) y cof∗(I) ≤ cof∗(J).

b) Si I ≤K J entonces cov∗(I) ≤ cov∗(J).

Resultados importantes sobre la estructura de los ideales
(Teorema 1.4) se deben a Mazur y Solecki ((Mazur, 1991), (So-
lecki, 1996, 1999)). Para formularlos hay que introducir la de-
finición de submedida y algunos conceptos relacionados.

Definición 1.3. Una función ϕ : P (ω)→ [0,∞] es una subme-
dida si cumple lo siguiente:

• ϕ(∅) = 0

• (∀ n ∈ ω) ϕ({n}) < ∞ [Propia]

• (∀ A, B ⊆ ω) A ⊆ B → ϕ(A) ≤ ϕ(B) [Monótona]

• ϕ(A ∪ B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B) [Subaditiva]

Una submedida ϕ es semicontinua por abajo (denotado por
lsc) si ϕ(A) = lı́mn ϕ(A ∩ n) para cada A ⊆ ω.

Si ϕ es una lsc-submedida tal que ϕ(ω) = ∞, entonces
Fin (ϕ) = {X ⊆ ω : ϕ(X) < ∞} es un ideal sobre ω, el ideal
finito de ϕ. Si ϕ es una lsc-submedida tal que lı́mn ϕ(ω − n) > 0
entonces Exh (ϕ) = {X ⊆ ω : lı́mn ϕ(X − n) = 0} es un ideal
sobre ω, el ideal exhaustivo de ϕ.
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Teorema 1.4. Sea I un ideal sobre ω.

• [Mazur] I es Fσ si y sólo si existe una lsc-submedida ϕ
tal que I = Fin (ϕ).

• [Solecki] I es un P-ideal analı́tico si y sólo si existe una
lsc-submedida ϕ tal que I = Exh (ϕ).

• [Solecki] I es un P-ideal Fσ si y sólo si existe una lsc-
submedida ϕ tal que I = Fin (ϕ) = Exh (ϕ).

Ideales Traza

Definición 2.5. Para A ⊆ Ar se define a [A]∞ (en algunos textos
denotado por πA), su conjunto de ramas ideales, como

[A]∞ = { f ∈ Es : (∃∞ n ∈ ω) f �n ∈ A}.

Para A, B ⊆ Ar tal que A ⊆∗ B, se cumple que [A]∞ ⊆
[B]∞. Para s ∈ A sea rkA(s) = |pred (s) ∩ A|, para cada na-
tural n se define A〈n〉 = {s ∈ A : rkA(s) = n}; ası́, se tie-
ne que [A]∞ =

⋂
n∈ω

⋃
s∈A〈n〉 [s], por lo tanto [A]∞ es un Gδ-

conjunto (intersección numerable de conjuntos abiertos). De
manera recı́proca, para todo G ⊆ Es que sea Gδ-conjunto
existe A ⊆ Ar con [A]∞ = G; para mostrar esto sea G =⋂
{Gn ⊆ Es : n ∈ ω, Gn abierto y Gn+1 ⊆ Gn}, enton-

ces existe {An : n ∈ ω} ⊆ P (Ar) sucesión de anticadenas con
(∀ n ∈ ω) (∀ t ∈ An+1) (∃ s ∈ An) s  t y tal que (∀ n ∈ ω) Gn =⋃
{[s] : s ∈ An}, con lo cual A =

⋃
n∈ω An cumple con [A]∞ = G.

La siguiente definición, central para el trabajo, fue dada por
J. Brendle en (Brendle and Yatabe, 2005).

Definición 2.6. Sea L un ideal sobre Es. Se define a tr (L), el
ideal traza de L, como

tr (L) = {A ⊆ Ar : [A]∞ ∈ L},

el cual es, en efecto, un ideal sobre Ar.

Por definición, un conjunto A ⊆ Ar tal que [A]∞ es finito per-
tenece a cualquier ideal traza, en particular toda anticadena y to-
do conjunto de la forma nd ( f ) para algún f ∈ Es. Además, todo
ideal traza es alto: si X ⊆ Ar es infinito y existe f ∈ [X]∞ enton-
ces nd ( f ) ∩ X es infinito, si no existe tal f entonces [X]∞ = ∅ y
ası́ existe A ⊆ X una anticadena infinita.

Definición 2.7. Sea L un ideal sobre Es. Se dirá que una
función ı̇ : L → tr (L) es arbórea para L si cumple con
(∀ L ∈ L) L ⊆ [ı̇(L)]

∞
. Si tal función existe se dice que el ideal

L es arbóreo.

De las observaciones hechas a la definición 2.5, un ideal es
arbóreo si y sólo si tiene una base de Gδ-conjuntos. Si L,K
son ideales sobre Es, entonces L ⊆ K implica tr (L) ⊆ tr (K)
y el recı́proco se cumple si L es arbóreo. Además, una función
arbórea para L es testigo de (L,⊆) ≤T (tr (L) ,⊆∗); este hecho
implica la siguiente proposición.

Proposición 2.8. Sea L un ideal arbóreo sobre Es.

a) cof (L) ≤ cof∗(tr (L)).

b) add∗(tr (L)) ≤ add (L).

Para un ideal L sobre Es sea Lδ el ideal generado por los
Gδ-conjuntos de L. Se define el cardinal addδ(L) = add

(
Lδ

)
y de manera análoga se definen los otros tres cardinales aso-
ciados a Lδ. Se tiene entonces que tr (L) = tr

(
Lδ

)
y que L es

arbóreo si y sólo si L = Lδ, en este caso nonδ(L) = non (L) y
covδ(L) = cov (L), y en general cumplen lo siguiente.

Proposición 2.9. Sea L un ideal sobre Es.

a) cov (L) ≤ covδ(L) ≤ cov∗(tr (L)).

b) non∗(tr (L)) ≤ nonδ(L) ≤ non (L).

Demostración. Como Lδ ⊆ L, se sigue directo de la definición
que cov (L) ≤ covδ(L) y que nonδ(L) ≤ non (L).

Para a). Sea κ < covδ(L), A ∈ [tr (L)]κ y f ∈ Es
con f <

⋃
A∈A [A]∞, entonces se tiene que |nd ( f ) | = ℵ0 y

(∀ A ∈ A) |nd ( f ) ∩ A| < ℵ0, con lo cual κ < cov∗(tr (L)).
Para b). Para Z < Lδ sea X = {nd ( f ) : f ∈ Z} ⊆ [Ar]ω.

Si existe A ∈ tr (L) con (∀ f ∈ Z) |nd ( f ) ∩ A| = ℵ0 entonces
Z ⊆ [A]∞, lo cual no puede ocurrir. Por tanto X cumple la defi-
nición para non∗(tr (L)) y la desigualdad se obtiene. �

Corolario 2.10. Sea L un σ-ideal sobre Es, si nonδ(L) = ℵ0
entonces L no es arbóreo y tr (L) no es un P-ideal.

Demostración. Se tiene que existe A ∈ L − Lδ numera-
ble, el cual es testigo de que L no es arbóreo. Luego, como
add∗(tr (L)) ≤ non∗(tr (L)) ≤ ℵ0, tr (L) no es un P-ideal. �

En resumen, para L un ideal sobre Es se cumple el siguiente
diagrama entre los cardinales aquı́ definidos.

cof∗(tr (L))

cov∗(tr (L))

77

cofδ(L)

OO

non (L)

covδ(L)

OO 77

nonδ(L)

gg OO

cov (L)

OO

addδ(L)

gg 77

non∗(tr (L))

OO

add∗(tr (L))

OO 77

Se puede definir otro tipo de ideales traza usando conjuntos
compactos. Para ello sea P un espacio Polaco (para el ejem-
plo que se dará después basta considerar P = 2ω), se define
K (P) =

{
K ⊆ P : K es compacto

}
. Se considera a K (P) con la

topologı́a de Vietoris (ver (Hernández-Hernández, 2021)).

Definición 2.11. Sea P un espacio Polaco y I ⊆ K (P).

• I es ideal si es cerrado bajo uniones finitas y subcon-
juntos compactos, es decir, (∀ F ∈ [I]<ω)

⋃
F ∈ I y

(∀K ∈ I) (∀ L ∈ K (P)) L ⊆ K → L ∈ I.

• Un ideal I es σ-ideal si es cerrado bajo uniones nu-
merables que sean compactas, es decir, cumple con
(∀C ∈ [I]ω)

⋃
C ∈ K (P) →

⋃
C ∈ I.
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Dougherty, Kechris, Louveau y Woodin probaron que para
I ⊆ K (P), I es un σ-ideal analı́tico si y sólo si I es un Gδ-
ideal ((Kechris, 1991) y (Kechris et al., 1987)). De manera más
general, si X ⊆ P se define K (X) = {K ∈ K (P) : K ⊆ X}. So-
lecki define la propiedad (∗) para un ideal I ⊆ K (P) dada por
(∀X ∈ [I]ω) (∃G ⊆ P) G es Gδ,

⋃
X ⊆ G ∧ K (G) ⊆ I; lo

cual es más fuerte a ser σ-ideal. Más aún, él prueba que si un
ideal tiene la propiedad (∗) y es analı́tico o su complemento es
analı́tico, entonces es un Gδ-ideal (Solecki, 2011).

Definición 2.12. Sea I ⊆ K (Es) un ideal. Se define a trK (I), el
ideal K-traza de I, como

trK (I) = 〈
{
T ⊆ Ar : T es árbol bien podado y [T ] ∈ I

}
〉

Si I ⊆ K (Es) es analı́tico, entonces trK (I) también lo es.
Además, no necesariamente trK (I) es un ideal alto (como se
verá en la sección de ejemplos). En este caso el único cardi-
nal relevante es su cofinalidad, pero de la definición se sigue
fácilmente que cof (trK (I)) = cof (I).

Ejemplos

Gracias al Corolario 2.10 se puede mostrar que ninguno de
los ideales M y Kσ es arbóreo, y sus respectivos ideales tra-
za no son P. En efecto, por el Teorema de Categorı́a de Bai-
re, todo Gδ-conjunto denso de Es es de segunda categorı́a, y
como los conjuntos σ-compactos de ωω son magros, entonces
nonδ(M) = nonδ(Kσ) = ℵ0. Como se mostrará, N sı́ es arbóreo
y su traza es un P-ideal.

tr (N)

Teorema 3.13. Existe una lsc-submedida ϕ : P (2<ω)→ [0, 1],
tal que tr (N) = Exh (ϕ).

Demostración. Como antes, para A ⊆ 2<ω sea A〈0〉 = {s ∈ A :
pred (s) ∩ A = ∅}. Sea ϕ : P (2<ω)→ [0, 1] definida por

ϕ(A) =
∑

s∈A〈0〉
2−|s|.

Es claro que ϕ(∅) = 0. Ahora, si A ⊆ B entonces para ca-
da s ∈ B〈0〉 − A〈0〉 y cada As ⊆ A〈0〉 con (∀ t ∈ As) s ⊆ t se
tiene que 2−|s| ≥

∑
t∈As

2−|t|, con lo cual ϕ(A) ≤ ϕ(B). Por últi-
mo, como (A ∪ B)〈0〉 ⊆ A〈0〉 ∪ B〈0〉 se tiene que ϕ(A ∪ B) ≤
ϕ(A) + ϕ(B). Esto muestra que ϕ es una submedida. Luego, co-
mo

⋃
n∈ω (A ∩ 2<n)〈0〉 = A〈0〉 y ϕ se define como una serie con-

vergente, se tiene que ϕ es una lsc-submedida.
De la definición de ϕ se tiene que Exh (ϕ) ⊆ tr (N). Sea

A < Exh (ϕ) y sea ε > 0 testigo de esto, es decir, ϕ(A− 2<n) ≥ ε
para cada n ∈ ω. Sea Un =

⋃
{[s] : s ∈ (A − 2<n)〈0〉}, en-

tonces {Un : n ∈ ω} es una sucesión ⊆-decreciente de conjuntos
con medida no menor a ε, con lo cual

⋂
n∈ω Un tiene medida

positiva, pero
⋂

n∈ω Un = [A]∞ con lo cual A < tr (N). �

El ideal N es arbóreo porque todo conjunto nulo es subcon-
junto de un Gδ-conjunto nulo. En (Hernández-Hernández and
Hrušák, 2007), los autores demuestran que I1/n ↪→ tr (N) ↪→ Z

(un ideal I sobre X está encajado en un ideal J sobre Y , de-
notado por I ↪→ J, si existe e : X → Y inyectiva tal que

{e[I] : I ∈ I} ⊆ J es un ideal). Donde I1/n es un ideal sumable
dado por

I1/n =
{
A ⊆ ω :

∑{
1/n : n ∈ A − {0}

}
< ∞

}
y Z es el ideal de densidad asintóticamente zero dado por

Z =

{
A ⊆ ω : lı́m

n

|A ∩ n|
n

= 0
}

Esto, junto con la siguiente caracterización de conjuntos nulos
de (Bartoszyński and Judah, 1995), muestra que existe una fun-
ción arbórea para N cuya imagen es el encaje de I1/n en tr (N).

Teorema 3.14. Sea X ⊆ 2ω. X ∈ N si y sólo si existe A ⊆ 2<ω

tal que (∀ f ∈ X) (∃∞ n ∈ ω) f �n ∈ A y
∑

n∈ω

|A∩2n |/2n < ∞

El conocido como Teorema de Todorčević afirma que I1/n

es el ideal ≤T -máximo entre los P-ideales analı́ticos (To-
dorčević, 1996). En (Bartoszyński and Judah, 1995) se prueba
que

(
I1/n ,⊆

∗
)
≡T (N,⊆), con lo cual (I,⊆∗) ≤T (N,⊆) para to-

do I P-ideal analı́tico sobre ω. Ası́ sus cardinales cumplen con
add∗(I) ≥ add (N) y cof∗(I) ≤ cof (N). Cuando L es un ideal
arbóreo cuyo ideal traza es P-analı́tico, se cumple lo siguiente.

add (L) ≥ add∗(tr (L)) ≥ add (N)

cof (L) ≤ cof∗(tr (L)) ≤ cof (N)

En particular se tiene que add∗(tr (N)) = add (N) y
cof∗(tr (N)) = cof (N).

En (Hernández-Hernández and Hrušák, 2007) se pregunta
si todos los P-ideales, analı́ticos y altos son ≤∗T -equivalentes. El
siguiente resultado muestra que I1/n y tr (N) sı́ lo son.

Proposición 3.15. Si I es un P-ideal analı́tico, I ≤∗T tr (N)

Demostración. Sea I un ideal sobre ω y L un ideal arbóreo so-
bre 2ω tales que (I,⊆∗) ≤T (L,⊆); sean entonces F : I → L y
F∗ : L→ I testigos de (I,⊆∗) ≤T (L,⊆) y sea ı̇ : L→ tr (L) una
función arbórea. Se definen G : I → tr (L) y G∗ : tr (L) → I

mediante G(I) = ı̇(F(I)) y G∗(A) = F∗ ([A]∞). Para I ∈ I y
A ∈ tr (L) con G(I) ⊆∗ A se tiene que F(I) ⊆ [ı̇(F(I))]

∞
⊆ [A]∞,

por lo tanto I ⊆∗G∗(A) y ası́ I ≤∗T tr (L). �

tr (M)
Como se mencionó, M no es un ideal arbóreo, y el siguiente

resultado es otra manera de probar esto.

Proposición 3.16. Mδ = NWD, donde NWD ⊆ P (2ω) es el
ideal de los conjuntos nunca densos.

Demostración. Sea M un Gδ-conjunto y magro, y sea U un
abierto tal que M ∩ U es denso (en U). Como M ∩ U es Gδ-
conjunto en U, entonces M ∩ U es comagro en U; por otro
lado, como U es abierto entonces M ∩U es magro en U, con lo
cual U = ∅ y por lo tanto M es nunca denso. �

Este resultado nos da la complejidad Borel de tr (M).

Teorema 3.17. tr (M) es un Fσδ ideal.

Demostración. Para t un nodo del árbol 2<ω se define Ft =

{A ⊆ 2<ω : (∃ s ⊇ t) A ∩ 〈s〉 = ∅}, el cual es un Fσ-conjunto.
Para un A ⊆ 2<ω se cumple que A ∈ Ft si y sólo si [A]∞ no
es denso en el abierto [t], con lo cual (∀ t ∈ 2<ω) A ∈ Ft si y
sólo si [A]∞ ∈ NWD, y por la proposición anterior se concluye
que tr (M) =

⋂
{Ft : t ∈ 2<ω}. �
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En (Balcar et al., 2004) se define un orden ≺ en 2<ω tal que
s ≺ t si y sólo si se cumple una de tres opciones: ta〈0〉 ⊆ s,
sa〈1〉 ⊆ t, o bien s(∆(s, t)) < t(∆(s, t)); en donde ∆(s, t) =

mı́n {n ∈ ω : s(n) , t(n)} definido para s, t incompatibles. Ocu-
rre entonces que el orden usual de los números racionales Q
es isomorfo a este orden de 2<ω, con lo cual son homeomorfos
como espacios topológicos y se cumplen los siguientes puntos
(para (X, τ) un espacio topológico, W ⊆ τ es una π-base si
(∀U ∈ τ − {∅}) (∃W ∈ W) W ⊆ U).

{〈s〉 : s ∈ 2<ω} es una π-base para Q.

Sea D ⊆ 2<ω. D es denso en la topologı́a de Q si y sólo
si (∀ s ∈ 2<ω) (∃ t ∈ D) s ⊆ t.

Sea N ⊆ 2<ω. N es nunca denso en la topologı́a de Q si y
sólo si (∀ s ∈ 2<ω) (∃ t ⊇ s) N ∩ 〈t〉 = ∅.

De esto y la prueba del Teorema 3.17 se sigue que tr (M) =

nwd = {N ⊆ Q : N es nunca denso}. En la misma publicación
se prueba que cov∗(nwd) = cov (M) y cof (nwd) = cof (M).

tr (Kσ)

De manera similar que en 2<ω, se puede definir en ω<ω un
orden ≺ isomorfo al orden de Q, el único cambio es en el se-
gundo caso: s ≺ t si sa〈n〉 ⊆ t para algún n ≥ 1. A continuación
se probarán resultados análogos a los anteriores.

Proposición 3.18. Sea X ⊆ ω<ω y para s, t ∈ ω<ω sean
(s, t)≺ = {r ∈ ω<ω : s ≺ r ≺ t} y 〈s〉0 = (sa〈0〉, s)≺ .

a) Π =
{
〈s〉0 : s ∈ ω<ω

}
es π-base para la topologı́a de Q.

b) X es denso en Q si y sólo si (∀ s ∈ ω<ω) (∃ t ∈ X) s ⊆ t.

c) X es nunca denso en Q si y sólo si (∀ s ∈ ω<ω) (∃ t ⊇ s) X ∩
〈t〉 = ∅

Demostración. a). Sea r ∈ 〈s〉0, entonces r ∈ 〈sa〈0〉〉, ya que
si fuera incompatible con sa〈0〉 o fuera segmento inicial pro-
pio de s, entonces o bien r ≺ s, sa〈0〉 o bien r � s, sa〈0〉. Si
r ∈ 〈sa〈0〉a〈n〉〉 para algún n ≥ 1 entonces sa〈0〉 ≺ r ≺ s, y
si r ∈ 〈sa〈0〉a〈0〉〉 entonces r ≺ s0. Se concluye entonces que
〈s〉0 =

⋃{
〈sa〈0〉a〈n〉〉 : n ≥ 1

}
.

Sean s, t ∈ ω<ω con s ≺ t. Si sa〈n〉 ⊆ t para algún n ≥ 1, se
tiene que 〈t〉0 ⊆ (s, t)≺; en los otros posibles casos para s ≺ t se
cumple que 〈sa〈1〉〉0 ⊆ (s, t)≺. Por lo tanto Π es π-base.

Las partes b) y c) se siguen fácilmente de la parte a). �

Como se mencionó, cada conjunto σ-compacto es magro,
ası́ tr (Kσ) ⊆ tr (M) = nwd. Hasta el momento, el autor no
conoce más sobre este ideal, pero continúa trabajando en ello.

trK (conv0)

Se define a conv0 como el ideal en K (2ω) generado por las
sucesiones de 2ω que convergen a 0, esto es

conv0 =
{
s ∈ (2ω)ω : s→ 0

}
∪ [2ω]<ω

Éste no es un σ-ideal. Además, puesto que para una familia S,
de tamaño menor que c, de sucesiones que convergen a 0 existe

una sucesión que también converge a 0 y que no es subsucesión
de ningún elemento de S, entonces cof (conv0) = c.

Se tiene que trK (conv0) = 〈T0〉, donde T ∈ T0 si y sólo si T
es un árbol bien podado tal que [T ] ⊆ 2ω es una sucesión que
converge a 0. Para mostrar que este ideal tiene la propiedad de
ser ≤T -máximo entre todos los ideales de tamaño menor o igual
a c se necesitará hacer uso de las siguientes definiciones.

Definición 3.19. Sea I un ideal sobre ω.

• A ⊆ I es débilmente acotado (denotado por web) si es
infinito y (∀ X ∈ [A]ω) (∃Y ∈ [X]ω)

⋃
Y ∈ I.

• B ⊆ I es fuertemente no-acotado (denotado por sun) si
es infinito y (∀ X ∈ [B]ω)

⋃
X < I.

Para A ⊆ I, A no es web si y sólo si (∃B ⊆ A) B es sun.
También se tiene que si C ⊆ I es acotado entonces es web.
Cuando un ideal I cumple el recı́proco, es decir, que todo con-
junto web es acotado, se dirá que es web-regular. Todo ideal
alto no es web-regular porque {{n} : n ∈ ω} es web y no acota-
do.

Teorema 3.20. trK (conv0) es un ideal web-regular.

Demostración. Para K ∈ K (2ω) sea TK ⊆ 2<ω el árbol bien po-
dado tal que [TK] = K. De la definición de trK (conv0) se sigue
directamente que un conjunto A ⊆ trK (conv0) es acotado si y
sólo si (∃K ∈ K (2ω))

⋃
A ⊆ TK y K′ ⊆ {0}; donde K′ denota

el conjunto de puntos de acumulación de K ⊆ 2ω.
Sea t0 = 〈1〉 y tn+1 = 〈0〉atn. Ası́ {[tn] : n ∈ ω} ∪ {{0}} es

partición de 2ω. Sea A ⊆ trK (conv0) un conjunto web. Si exis-
te n tal que existe {ak : k ∈ ω} ⊆ 〈tn〉 ∩

⋃
A anticadena infi-

nita entonces, refinando la anticadena de ser necesario, existe
B = {Ak ∈ A : k ∈ ω} numerable con (∀ k ∈ ω) ak ∈ Ak. Se tie-
ne entonces que para todo Y ⊆ B numerable y todo K ∈ K (2ω),
si

⋃
Y ⊆ TK entonces K tiene un punto de acumulación en [tn];

ası́ B es un conjunto sun y A no serı́a un conjunto web. Ocu-
rre entonces que para todo n ∈ ω, el conjunto 〈tn〉 ∩

⋃
A no

contiene ninguna anticadena infinita.
De lo anterior se sigue que (∀ n ∈ ω) | [〈tn〉 ∩

⋃
A]

∞ | < ℵ0.
Entonces, puesto que todo subconjunto infinito de tr (∅) contie-
ne una anticadena infinita, para cada n ∈ ω existe Fn ⊆ [tn]
finito tal que 〈tn〉 ∩

⋃
A ⊆ TFn . Ası́, A está acotado por TK

donde K =
⋃
{Fn : n ∈ ω} ∪ {0} ∈ conv0.

�

trK (conv0) contiene conjuntos sun de tamaño c; en efecto,
basta considerar a I ⊆ 2ω un conjunto compacto de tamaño c
que no contiene a 0, para cada X ⊆ {nd (x) : x ∈ I} numerable,
se cumple que [X] converge a un punto distinto de 0, con lo cual
X no está acotado en trK (conv0).

Un orden parcial (P,≤P) es dirigido si cumple con
(∀ p, q ∈ P) (∃ r ∈ P) p, q ≤P r. Utilizando a la contención co-
mo orden, cualquier ideal I es dirigido.

Teorema 3.21. Si (P,≤P) es un orden dirigido con |P| ≤ c, en-
tonces P ≤T trK (conv0).

Demostración. Sea B ⊆ trK (conv0) un conjunto sun de tamaño
c y sea f : P→ B una función inyectiva. Sea X ⊆ P un conjunto
no ≤P-acotado, entonces X es infinito y como f es inyectiva en-
tonces f [X] ⊆ B también es infinito, con lo cual no es acotado
en trK (conv0). Se concluye ası́ que P ≤T trK (conv0). �
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