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Resumen

Este trabajo se centra en la definiciéon de Ideal Traza, dada por J. Brende en (Brendle and Yatabe, 2005). El objetivo es dar
algunas relaciones que hay entre un ideal y su traza, e.g. sus cardinales asociados. Ademads, se introducen nuevos cardinales y se
muestran sus relaciones con los cardinales estandar. Por dltimo, se dan algunos ejemplos concretos de ideales traza.
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Abstract

This work focuses on the definition of Trace Ideal, given by J. Brende in (Brendle and Yatabe, 2005). The aim is to show
some relations between the ideal and its trace, such as the associated cardinals. Additionally, new cardinals are introduced and their
relations with the standard cardinals are established. Finally, we provide some concrete examples of trace ideals.

Keywords: 1deal on w, Trace Ideal, Cardinals associated to an ideal, Tukey Order.

Introduccion

Un ideal J sobre un conjunto X es una familia no vacia
de P(X) = {Y:Y C X} que es cerrada bajo subconjuntos,
es decir V¥)(VJ) I € T A J I — J e,y bajo
uniones finitas, es decir (VI,J€J) I UJ € J. Los ideales
considerados en este trabajo serdn propios (X ¢ J) y libres
(XI*® = {F C X : Fesfinito} C J). El ideal generado por
ACPX)es(Ay ={YcX:AFe[A*®) YCJF}. Un
ideal J es un o-ideal si es cerrado bajo uniones numerables, y
es un P-ideal si para cada {A, : n € w} C J existe A € J tal que
(Vnew)A, A (paraA,B C X, A C* Bsiexiste F € [X]<¢
tal que A € B U F). Un ideal J sobre un conjunto infinito X es
alto si para cada A € [X]“ = {C € X : C es numerable} exis-
te B € [A]” N J. Un ideal J sobre w (el conjunto de niimeros
naturales) es analitico si es un subespacio analitico (ver (Galic-
ki, 2013, sec. 4)) de P (w), el cual es homeomorfo al espacio
29 ={f: f : w — 2} con la topologia producto. |X| es la cardi-
nalidad del conjunto X. 8y = |w| y ¢ = [2¢| = |R].

Para un espacio topoldgico X, D C X es denso si su clau-
sura es igual a X, N C X es nunca denso si el complemento
de su clausura es denso y M C X es magro si estd contenido
en la unién numerable de conjuntos nunca densos. Los concep-
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tos y notaciones no definidos en el escrito son estindar y pue-
den consultarse en Hernandez-Hernandez (2021), Hernandez-
Hernandez (2014) y Kunen (1980).

Un ideal J sobre X tiene los siguientes cardinales asociados.

cadd (@) =min{|Al : ACT A JAE T}
ccov(d)=minf[A : ACT A JA =X}
.non(J)=minf|Y|: YCX A Y ¢}

ccof () =minf[Al : ACT A (VI (TAcA) IC A}

En w® = {f : f : w — w} se define la relacién <* dada por
f < gsiysblosi{n € w: f(n) > gn)} es finito. Se definen
entonces los siguientes cardinales.

b=min{|Bl: BCw” A (Yfew’)(dgeB) g £ fl,
d=min{|D]: DCw” AN ¥Vfew”)dgeD) f< gl

Dentro de 2¢ se consideraran algunos o-ideales con nom-
bre propio: N, el ideal de los conjuntos nulos (respecto a la
medida producto); y M, el ideal de los conjuntos magros. Los
cardinales de Ny M, junto con b y d, se relacionan mediante el

goce
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conocido como Diagrama de Cichon, donde la notacién k — A
significa que « < A.

cov (N) —— non (M) —— cof (M) —— cof (N)

|

b——»

.

add (N) —— add (M) —— cov (M) ——=non (N)

Un o-ideal sobre w® a considerar es X,,, el ideal genera-
do por los conjuntos o-compactos (K C w“ es o-compacto
si existe ¥ = {K,, C w” : n € w} familia de compactos tal que
K = |J ¥). Para este ideal se sabe que add (X,;) = non(X,) = b
y cov (K) = cof (K) = d (Blass, 2010).

Un drbol T es un conjunto parcialmente ordenado por una
relacién < tal que para cada t € T se cumple que el conjun-
to pred(r) = {s € T : s < t} es bien ordenado (todo sub-
conjunto no vacio tiene un elemento minimo). A los elementos
de un arbol se les llama nodos. Un arbol T es bien podado si
VteT)(dseT) t < s.Dos nodos s,t son compatibles (de-
notado por s||f) si s < t ot < s; en caso contrario se dice
que son incompatibles (denotado por s L 7). A € T es una
anticadena si (Vs,t € T) s L t. Para n un numero natural,
2" es el conjunto de funciones con dominio n y rango 2. El
conjunto 2<“ = | J{2" : n € w} con el orden de la contencién
(s < tsiysolosis C 1) esun arbol. Si s € 2<“ entonces
[s]={f€2“:sC fly(s)y={te2<¥: s Ct}. Andlogamente
se define el drbol w<“ y lo relacionado a él.

Ya que la mayoria de definiciones y resultados son apli-
cables para 2“ y para w®, &s denotard a cualquiera de ellos y
Ar sera el arbol correspondiente. Para f € &s, sea nd(f) =
{fl, : n € w} € Ar, donde f[, es la restricciéon a n
de la funcién f. Las ramas de A C Ar son el conjunto
[A] = {feé& :(¥new) f[|, € A}. Hay una biyeccién en-
tre {F C & : F es cerrado} y {T C Ar : T es arbol bien podado}
dadapor F > J{nd(f): feF}yT - [T].

Ideales sobre w

Para J, ideal alto sobre w, se tienen los siguientes cardinales.
«add" () =min{|A : ACT A NVI€N@AeA) A g* 1}.
e covVi(@) =min{|A : ACIT A VXe[w]®)@A e A |ANX| =N}
«cof (N =min{|A : ACT A VI€TTA €A I CA).
. non*(9) = min{|X] : X C [w]® A (VIeD@AX e X) [INX] <o)
Los cuales cumplen con el siguiente diagrama.

non*(J)

N

No —— add*(J) cof*(J) ——¢

~ 7

cov*(J)

La eleccion de los nombres se justifica ya que todo ideal
alto J sobre w tiene un ideal asociado J sobre [w]” dado por

7= {(XC[w]”:@Te)(VXeX)|XNI| =N} Asise cum-
ple que add(J) = add*(J) (y lo correspondiente con los otros tres
cardinales), ademas J es un P-ideal si y s6lo si 7 es un o-ideal
si y sélo si add*(J) > No. Como los ideales considerados son
libres, entonces cof*(J) = cof (J).

Para J un ideal, se dice que X C J es C-acotado (o simple-
mente acotado) si | J X € J.

Definicion 1.1. Sean J,J ideales sobre w, se definen los si-

guientes pre-6rdenes.

. [Katetov] J <x Jsiexiste F: w — wtal que {F'[I]: T €J} C J.

« [Tukey] J <7 J siexiste F : J — J tal que si X C J es acotado,
F~'[X] también lo es.

El orden de Tukey se puede definir de manera mas general.
Si (P, <p) y (Q, <q) son conjuntos parcialmente ordenados, en-
tonces (P, <p) <r (Q, <q) siexiste F : P — ( tal que F~l[A]es
<p-acotado siempre que A sea <g-acotado. O de manera equi-
valente, si existen F : P —» Qvy F* : Q — P tales que
VpeP)(Vge Q) F(p) <o g — p <p F*(q). Ademas, se
dice tales ordenes son Tukey equivalentes si (P, <p) <r (Q, <q)
y (Q, <o) <r (P,<p), lo cual se denota por (P, <p) =1 (Q, <o)
También se pueden definir los cardinales de aditividad y cofina-
lidad asociados a un orden parcial (P, <p) de la siguiente mane-
ra: add(P) = min{|A| : ACP A (VpeP)acA) atyply
cof(P) =min{|C| :CCP A ¥peP)TceC) p<pc}

Para J,J ideales sobre w se define J <} J si se cumple
que (J,S" <r (J,<H. Si ambos ideales son P-ideales, enton-
ces J <r { implica J <} J. Las relaciones Katetov y Tu-
key entre ideales implican relaciones entre algunos de sus car-
dinales, como muestra lo siguiente, cuya prueba se encuen-
tra en (Hernandez-Hernandez and Hrusak, 2007). M4s atn, la
misma prueba implica que para la definicién general se tiene
add(P) > add(Q) y cof(P) < cof(Q) siempre que P <7 Q (se
escribe P <r Q en lugar de (P, <p) <7 (Q, <o) cuando no hay
ambigiiedad en los ordenes involucrados).

Proposicion 1.2. Sean J, J ideales sobre w.
a) SiJ <} 7 entonces add*(J) > add*(d) y cof*(J) < cof*(J).
b) SiJ <k J entonces cov*(J) < cov*(J).

Resultados importantes sobre la estructura de los ideales
(Teorema 1.4) se deben a Mazur y Solecki ((Mazur, 1991), (So-
lecki, 1996, 1999)). Para formularlos hay que introducir la de-
finicién de submedida y algunos conceptos relacionados.

Definicion 1.3. Una funcién ¢ : P (w) — [0, oo] es una subme-
dida si cumple lo siguiente:

0@ =0

. (Vnew) p(fn}) <
. (WA, BCw) ACB — ¢(A) < ¢(B)

« (AU B) < ¢(A) + ¢(B) [Subaditiva]

Una submedida ¢ es semicontinua por abajo (denotado por
Isc) si p(A) = lim, ¢(A N n) paracada A C w.

[Propia]

[Monétona]

Si ¢ es una Isc-submedida tal que ¢(w) = oo, entonces
Fin(p) = {X C w : ¢(X) < oo} es un ideal sobre w, el ideal
finito de ¢. Si ¢ es una lsc-submedida tal que lim, ¢(w —n) > 0
entonces Exh (¢) = {X € w : lim, (X — n) = 0} es un ideal

sobre w, el ideal exhaustivo de .
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Teorema 1.4. Sea J un ideal sobre w.

. [Mazur] J es F siy s6lo si existe una Isc-submedida ¢
tal que J = Fin (¢).

. [Solecki] J es un P-ideal analitico si y s6lo si existe una
Isc-submedida ¢ tal que J = Exh (¢).

. [Solecki] J es un P-ideal F, siy s6lo si existe una lIsc-
submedida ¢ tal que J = Fin (¢) = Exh (¢).

Ideales Traza

Definicion 2.5. Para A C Ar se define a [A],, (en algunos textos
denotado por mA), su conjunto de ramas ideales, como

[Al.={feé: @A new) fl, €A

Para A,B C Ar tal que A C* B, se cumple que [A], C
[B]... Para s € A sea rka(s) = |pred(s) N A|, para cada na-
tural n se define A = {s € A : rka(s) = n}; asi, se tie-
ne que [Al, = Nyew Useam[s], por lo tanto [A], es un Gs-
conjunto (interseccién numerable de conjuntos abiertos). De
manera reciproca, para todo G C & que sea Gs-conjunto
existe A C Ar con [A], = G; para mostrar esto sea G =
NG, C &s n € w, Gyabiertoy G, < G,}, enton-
ces existe {A, : n € w} C P (Ar) sucesion de anticadenas con
(Vnew)(VteAp1)@AseA,) sGtytalque Vn e w) G, =
Uf[s] : s€ A,},conlocual A = |, Ay cumple con [A], = G.

La siguiente definicidn, central para el trabajo, fue dada por
J. Brendle en (Brendle and Yatabe, 2005).

Definicion 2.6. Sea £ un ideal sobre &s. Se define a tr (L), el
ideal traza de £, como

tr(L)={A C Ar:[A], € L},
el cual es, en efecto, un ideal sobre Ar.

Por definicién, un conjunto A C Ar tal que [A]., es finito per-
tenece a cualquier ideal traza, en particular toda anticadena y to-
do conjunto de la forma nd (f) para algin f € &s. Ademas, todo
ideal traza es alto: si X C Ar es infinito y existe f € [X],, enton-
ces nd (f) N X es infinito, si no existe tal f entonces [X], =0y
asi existe A C X una anticadena infinita.

Definicion 2.7. Sea £ un ideal sobre &s. Se dird que una
funcién i : L — tr(L) es arborea para L si cumple con
(VL e L) LCli(L)]. .Sital funcién existe se dice que el ideal
L es arboreo.

De las observaciones hechas a la definicidn 2.5, un ideal es
arbéreo si y sélo si tiene una base de Gs-conjuntos. Si £, K
son ideales sobre Es, entonces £ C XK implica tr (L) C tr (K)
y el reciproco se cumple si £ es arbéreo. Ademas, una funcién
arborea para £ es testigo de (£,C) <y (tr(£), C%; este hecho
implica la siguiente proposicion.

Proposicion 2.8. Sea £ un ideal arbdreo sobre Es.
a) cof (L) < cof™(tr (£)).
b) add*(tr (£)) < add (L).

Para un ideal £ sobre s sea L7 el ideal generado por los
Gs-conjuntos de L. Se define el cardinal adds(£) = add (L‘5)
y de manera andloga se definen los otros tres cardinales aso-
ciados a £°. Se tiene entonces que tr(£) = tr (L‘S) y que £ es
arbéreo si y sélo si £ = L7, en este caso nong(£) = non (L) y
covs(L) = cov (L), y en general cumplen lo siguiente.

Proposicion 2.9. Sea £ un ideal sobre E&s.
a) cov (L) < covsg(L) < cov¥(tr(L)).
b) non*(tr (£)) < nong(L) < non (L).

Demostracién. Como L0 C L, se sigue directo de la definicién
que cov (L) < covs(L) y que nong(L) < non (£).

Para a). Sea k < covg(L), A € [w(L))y f € &
con f ¢ Uaeq [Al., entonces se tiene que [nd(f)| = Ny y
(VA € A) Ind (f) N A| < Ny, con lo cual k < cov*(tr (£)).

Parab). Para Z ¢ £°sea X = {nd(f) : f € Z} C [Ar]®.
Si existe A € tr(£) con (¥ f € Z) Ind(f) N A] = Ny entonces
Z C [A].., lo cual no puede ocurrir. Por tanto X cumple la defi-
nicién para non*(tr (£)) y la desigualdad se obtiene. |

Corolario 2.10. Sea £ un o-ideal sobre Es, si nons(L) = Ny
entonces £ no es arbéreo y tr (£) no es un P-ideal.

Demostracion. Se tiene que existe A € £ — £° numera-
ble, el cual es testigo de que £ no es arbdreo. Luego, como
add*(tr (£)) < non*(tr (£)) < Ny, tr (£) no es un P-ideal. [ |

En resumen, para £ un ideal sobre Es se cumple el siguiente
diagrama entre los cardinales aqui definidos.

cof*(tr (L))
.
cov*(tr (L)) cofs(L) non (£)
| 7
covs(L) non;(£)
| >~ ]
cov (L) add;(£) non*(tr (£))
!
add*(tr (L))

Se puede definir otro tipo de ideales traza usando conjuntos
compactos. Para ello sea P un espacio Polaco (para el ejem-
plo que se dard después basta considerar P = 2¢), se define
K (P) = {K C P : K es compacto}. Se considera a K (P) con la
topologia de Vietoris (ver (Hernandez-Herndndez, 2021)).

Definicion 2.11. Sea P un espacio Polaco y J C K (P).

. J es ideal si es cerrado bajo uniones finitas y subcon-
juntos compactos, es decir, (VF € [J]**) UF € Jy
VKel)(WLeK(P)) LCK — Lel.

. Un ideal J es o-ideal si es cerrado bajo uniones nu-
merables que sean compactas, es decir, cumple con
VCelI®)UCeK(P) - | UCel.



N. Rivas-Gonzdlez / Publicacion Semestral Pddi Vol. 10 No. Especial (2022) 59-64 62

Dougherty, Kechris, Louveau y Woodin probaron que para
J € K (P), J es un o-ideal analitico si y sélo si J es un G-
ideal ((Kechris, 1991) y (Kechris et al., 1987)). De manera mas
general, si X C P se define K (X) = {K € K (P) : K C X}. So-
lecki define la propiedad (x) para un ideal J C K (P) dada por
VXe[I]*)AGCP) GesGs, UX C G AN K(G) € T; 1o
cual es mas fuerte a ser o-ideal. Mds atn, él prueba que si un
ideal tiene la propiedad (x) y es analitico o su complemento es
analitico, entonces es un Gg-ideal (Solecki, 2011).

Definicion 2.12. Sea J C K (&s) un ideal. Se define a trg(J), el
ideal K-traza de J, como

trgc(J) = ({T € Ar : T es arbol bien podado y [T] € J})

SiJ € K (&s) es analitico, entonces trgc(J) también lo es.
Ademas, no necesariamente trg(J) es un ideal alto (como se
verd en la seccioén de ejemplos). En este caso el tnico cardi-
nal relevante es su cofinalidad, pero de la definicion se sigue
facilmente que cof (trg(J)) = cof (J).

Ejemplos

Gracias al Corolario 2.10 se puede mostrar que ninguno de
los ideales M y K, es arbdreo, y sus respectivos ideales tra-
za no son P. En efecto, por el Teorema de Categoria de Bai-
re, todo Gs-conjunto denso de Es es de segunda categoria, y
como los conjuntos o-compactos de w® son magros, entonces
nong(M) = nong(K,) = 8y. Como se mostrard, N si es arboreo
y su traza es un P-ideal.

tr (N)

Teorema 3.13. Existe una Isc-submedida ¢ : £ (2<“) — [0, 1],
tal que tr () = Exh ().

Demostracion. Como antes, para A C 2<% sea AO = {seA:
pred (s) N A = 0}. Sea ¢ : P (2<“) — [0, 1] definida por

ORI

s€A

Es claro que ¢(0) = 0. Ahora, si A C B entonces para ca-
das € BO — A® y cada A, € A9 con (Vi€ A, s C tse
tiene que 27 > ¥, ., 27, con lo cual ¢(A) < ¢(B). Por dlti-
mo, como (AU B)” ¢ A® U B se tiene que 9(A U B) <
¢©(A) + ¢(B). Esto muestra que ¢ es una submedida. Luego, co-
mo e, (A N2 = AQ y o se define como una serie con-
vergente, se tiene que ¢ es una Isc-submedida.

De la definicion de ¢ se tiene que Exh(p) C tr(N). Sea
A ¢ Exh (p) y sea & > 0 testigo de esto, es decir, p(A —2<") > ¢
paracadan € w. Sea U, = U{[s] : s € (A—- 2<”)<0>}, en-
tonces {U, : n € w} es una sucesion C-decreciente de conjuntos
con medida no menor a &, con lo cual )¢, U, tiene medida
positiva, pero (e, Un = [A]., conlo cual A ¢ tr (N). [ |

El ideal N es arbéreo porque todo conjunto nulo es subcon-
junto de un Gs-conjunto nulo. En (Herndndez-Hernandez and
Hrusak, 2007), los autores demuestran que Ji,, = tr (N) — Z
(un ideal J sobre X estd encajado en un ideal J sobre Y, de-
notado por J < {, si existe e : X — Y inyectiva tal que

{e[I] : 1 € J} € J es un ideal). Donde Ji, es un ideal sumable
dado por

Jl/nz{AQw:Z{l/n:nEA—{O}}<oo}

y Z es el ideal de densidad asintoticamente zero dado por

Z:{Angliman' =0}

n

Esto, junto con la siguiente caracterizaciéon de conjuntos nulos
de (Bartoszyniski and Judah, 1995), muestra que existe una fun-
cién arbdrea para N cuya imagen es el encaje de Ji, en tr (N).

Teorema 3.14. Sea X C 2“. X € N siy sélo si existe A C 2<¢
talque VfeX)@*new) fl,€eAy Y M, < oo

new

El conocido como Teorema de Todorevi¢ afirma que Ji,
es el ideal <y-maximo entre los P-ideales analiticos (To-
dorcevié, 1996). En (Bartoszynski and Judah, 1995) se prueba
que (31,,C") =r (N, Q), con lo cual (J,C% <7 (N, <) para to-
do J P-ideal analitico sobre w. Asi sus cardinales cumplen con
add*(J) = add(N) y cof*(J) < cof (N). Cuando £ es un ideal
arbéreo cuyo ideal traza es P-analitico, se cumple lo siguiente.

add (£) > add*(tr (£)) > add (N)
cof (L) < cof*(tr (£)) < cof (N)

En particular se tiene que add*(tr(N)) =
cof*(tr (N)) = cof (N).

En (Hernidndez-Herndndez and Hrusdk, 2007) se pregunta
si todos los P-ideales, analiticos y altos son <7-equivalentes. El
siguiente resultado muestra que J1,, y tr (N) s lo son.

add(N) y

Proposicién 3.15. SiJ es un P-ideal analitico, J <7, tr (N)

Demostracion. Sea J un ideal sobre w y £ un ideal arbéreo so-
bre 2¢ tales que (J,C") <7 (L£,C); seanentonces F : J —» Ly
F*: L — Jtestigosde (J,C% <y (£,S)yseai: L — tr(L)una
funcién arbérea. Se definen G : J - tr (L) yG* : tr(L) —» T
mediante G(I) = i(F(I)) y G*(A) = F*([A].). Paral € Jy
A e tr (L) con G(I) C* A se tiene que F(I) C [i(F(]))]., € [Al.,
por lo tanto / C*G*(A) y asi J <% tr (£). [ |

tr (M)
Como se menciond, M no es un ideal arbdreo, y el siguiente
resultado es otra manera de probar esto.

Proposicién 3.16. M? = NWD, donde NWD C P (2¢) es el
ideal de los conjuntos nunca densos.

Demostracion. Sea M un Gg-conjunto y magro, y sea U un
abierto tal que M N U es denso (en U). Como M N U es Gs-
conjunto en U, entonces M N U es comagro en U; por otro
lado, como U es abierto entonces M N U es magro en U, con lo
cual U = 0y por lo tanto M es nunca denso. |

Este resultado nos da la complejidad Borel de tr (M).
Teorema 3.17. tr (M) es un F,; ideal.

Demostracién. Para t un nodo del drbol 2<¢ se define F; =
{AC2<“:(ds21) An(s) =0}, el cual es un F, -conjunto.
Para un A C 2°“ se cumple que A € F; siy sélo si [A], no
es denso en el abierto [¢], con lo cual (V1 €2“)A € F,siy
s6lo si [A]., € NWD, y por la proposicién anterior se concluye
que tr (M) = N {F; : t € 2<“}. [ |



N. Rivas-Gonzdlez / Publicacion Semestral Pddi Vol. 10 No. Especial (2022) 59-64 63

En (Balcar et al., 2004) se define un orden < en 2<¢ tal que
s < tsiy sélo si se cumple una de tres opciones: 10y C s,
sy C t, o bien s(A(s, 1)) < t(A(s,1)); en donde A(s,1) =
min{n € w : s(n) # t(n)} definido para s, t incompatibles. Ocu-
rre entonces que el orden usual de los nimeros racionales Q
es isomorfo a este orden de 2<%, con lo cual son homeomorfos
como espacios topoldgicos y se cumplen los siguientes puntos
(para (X, T) un espacio topolégico, ‘W C 7 es una m-base si
VUer—{0)@AWeW) Wcl).

= {(s): s €2} es una m-base para Q.

= Sea D C 2<“. D es denso en la topologia de Q si y sélo
si(Vse2<¥)(dreD) sCt.

= Sea N C 2<“. N es nunca denso en la topologia de Q siy
sélosi (Vs €2<?)(dt2s) NN =0.

De esto y la prueba del Teorema 3.17 se sigue que tr (M) =
nwd = {N € Q : N es nunca denso}. En la misma publicacién
se prueba que cov*(nwd) = cov (M) y cof (nwd) = cof (M).

tr (Ky)

De manera similar que en 2<¢, se puede definir en w<“ un
orden < isomorfo al orden de Q, el inico cambio es en el se-
gundo caso: s < £ si s7(n) C f para algiin n > 1. A continuacién
se probaran resultados andlogos a los anteriores.

Proposicion 3.18. Sea X C w<“ y para s,f € w*” sean
(s,0)c={rew< :s<r<t}y{s)=(s0),5).

a) I1= {(s)o 1S € w<‘”} es m-base para la topologia de Q.
b) XesdensoenQsiysdlosi(Vsew®)(dreX) sCt.

¢) Xesnuncadensoen Qsiysolosi(Vsew®)(dr2s) XN
=0

Demostracion. a). Sea r € (s)°, entonces r € (s, ya que
si fuera incompatible con s70) o fuera segmento inicial pro-
pio de s, entonces o bien r < 5,570y o bien r > s, 570). Si
r € (s70) () para algin n > 1 entonces sX0) < r < §, ¥y
si r € (s™0)0)) entonces r < s’. Se concluye entonces que
(s = {(s"<o>”<n>) ‘n> 1}.

Sean s,t € w<“ con s < t. Si s7(ny C t para algin n > 1, se
tiene que (t)° C (s,1)<; en los otros posibles casos para s < t se
cumple que (sx1))° C (s, 1)~. Por lo tanto IT es n-base.

Las partes b) y c¢) se siguen facilmente de la parte a). |

Como se menciond, cada conjunto o-compacto es magro,
asi tr(K,) € tr(M) = nwd. Hasta el momento, el autor no
conoce mds sobre este ideal, pero continda trabajando en ello.

trgc(convy)

Se define a convy como el ideal en K (2) generado por las
sucesiones de 2* que convergen a 0, esto es

convg = {s € 2“)* : s > 0} U 2“1

Este no es un o-ideal. Ademas, puesto que para una familia S,
de tamafio menor que ¢, de sucesiones que convergen a 0 existe

una sucesioén que también converge a 0 y que no es subsucesion
de ningin elemento de S, entonces cof (convy) = ¢.

Se tiene que trgc(convy) = (To), donde T € Ty siy sélosi T
es un arbol bien podado tal que [T] € 2¢ es una sucesion que
converge a 0. Para mostrar que este ideal tiene la propiedad de
ser <r-mdximo entre todos los ideales de tamafio menor o igual
a ¢ se necesitara hacer uso de las siguientes definiciones.

Definicion 3.19. Sea J un ideal sobre w.

« A C J es débilmente acotado (denotado por web) si es
infinitoy (VX € [A]Y) (Y € [X]*®) UY €.

« B C J es fuertemente no-acotado (denotado por sun) si
esinfinitoy (VX € [B]*) UX ¢ J.

Para A C J, A noes web siy sélo si (B C A) Bes sun.
También se tiene que si C € J es acotado entonces es web.
Cuando un ideal J cumple el reciproco, es decir, que todo con-
junto web es acotado, se dird que es web-regular. Todo ideal

alto no es web-regular porque {{n} : n € w} es web y no acota-
do.

Teorema 3.20. trg(convy) es un ideal web-regular.

Demostracion. Para K € K (2¢) sea Tk C 2<% el arbol bien po-
dado tal que [Tx] = K. De la definicion de trqc(convy) se sigue
directamente que un conjunto A C trg(convy) es acotado si y
s6losi (AK € K(2¥)) |JA € Tx y K’ C {0}; donde K’ denota
el conjunto de puntos de acumulacién de K C 2¢.

Seaty = (1) y tye1 = (0)"t,. Asi {[t,] : n € w} U {{0}} es
particién de 2¢. Sea A C trg(convy) un conjunto web. Si exis-
te n tal que existe {a; : k € w} C (t,) N |JA anticadena infi-
nita entonces, refinando la anticadena de ser necesario, existe
B ={A; € A : k € w} numerable con (Y k € w) a; € Ay. Se tie-
ne entonces que para todo Y € B numerable y todo K € K (2¢),
si | JY C Tk entonces K tiene un punto de acumulacién en [z,];
asi B es un conjunto sun y A no seria un conjunto web. Ocu-
rre entonces que para todo n € w, el conjunto (#,) N |J A no
contiene ninguna anticadena infinita.

De lo anterior se sigue que (Y n € w) |[{t,) N U Al | < No.
Entonces, puesto que todo subconjunto infinito de tr (()) contie-
ne una anticadena infinita, para cada n € w existe F,, C [t,]
finito tal que (#,) N |JA C TF,. Asi, A estd acotado por Tk
donde K = | J{F, : n € w} U {0} € conv.

]

trgc(convy) contiene conjuntos sun de tamafio ¢; en efecto,
basta considerar a I € 2“ un conjunto compacto de tamafio ¢
que no contiene a 0, para cada X C {nd (x) : x € I} numerable,
se cumple que [X] converge a un punto distinto de 0, con lo cual
X no estd acotado en trg(convy).

Un orden parcial (P,<p) es dirigido si cumple con
(Vp,qe P)(Ar € P) p,q <p r. Utilizando a la contencién co-
mo orden, cualquier ideal J es dirigido.

Teorema 3.21. Si (P, <p) es un orden dirigido con |P| < ¢, en-
tonces P <7 trg(convy).

Demostracion. Sea B C trg(convg) un conjunto sun de tamaio
cysea f : P — Bunafuncién inyectiva. Sea X C P un conjunto
no <p-acotado, entonces X es infinito y como f es inyectiva en-
tonces f[X] C B también es infinito, con lo cual no es acotado
en trgc(convy). Se concluye asi que P <r trg(convy). [ |
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