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Resumen

En este trabajo estudiamos la influencia de la curvatura del medio sobre la formacién de patrones mediante el mecanismo de
inestabilidad de Turing generada por difusion. Para analizar el efecto de la curvatura consideramos la variedad curva cerrada mds
simple, una circunferencia. Presentamos el operador de Laplace-Beltrami, que es la generalizacion del Laplaciano sobre variedades,
con el fin de resolver la ecuacién de difusién y describir las modificaciones que induce la curvatura en la funcién de distribucién
y en el camino cuadratico medio. Como un caso particular de estudio empleamos el modelo de Gierer-Meinhardt. Se muestra que
el rango de modos inestables donde sera posible hallar los patrones espacio-temporales depende del radio y, por lo tanto, de la
curvatura del circulo especifico.
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Abstract

In this work, we study the influence of the curvature of the medium on the formation of patterns through the Turing mechanism of
instability guided by diffusion. To analyze the effect of the curvature, we consider the simplest closed curve variety, a circumference.
We present the Laplace-Beltrami operator, which is the generalization of the Laplacian on manifolds, to solve the diffusion equation
and describe the modifications that the curvature induces on the distribution function and the mean square displacement. As a
particular case of study, we use the Gierer-Meinhardt model. It is shown that the range of unstable modes where it will be possible
to find the spatio-temporal patterns depends on the radius and, therefore, on the specific circle’s curvature.

Keywords: Turing patterns, reaction-diffusion, curve manifolds

1. Introducciéon en el medio es lenta, el otro agente es llamado inhibidor ya que

su efecto es detener la produccién del activador, pero su difu-

Los patrones ordenados, ya sean espaciales o temporales se
han observado en una gran variedad de sistemas y en la literatu-
ra podemos encontrar muchos modelos matematicos que se han
planteado para describir este tipo de fendmenos. Turing (Tu-
ring, 1952) fue quién propuso el primer modelo para explicar
la aparicion de patrones estacionarios en el contexto de la mor-
fogénesis, es decir, el desarrollo de 6rganos en el crecimiento
celular. En este proceso se asume la existencia de sustancias
quimicas, llamados morfégenos, que pueden reaccionar y que
se transportan por difusion en el medio correspondiente. Se re-
quiere de dos especies, una de ellas es el llamado activador que
se produce a partir de una reaccién autocatalitica, y su difusién
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sién es mds rapida que la del activador. Turing mostré que un
sistema de reaccidn-difusion con estas caracteristicas, definido
en un dominio espacial cerrado y con ciertos valores apropia-
dos de sus parametros, evoluciona hacia un patrén espacial he-
terogéneo dadas pequefias perturbaciones a las concentraciones
del estado estacionario. A este mecanismo se le conoce como
inestabilidad impulsada por la difusion. En este sentido, el pro-
ceso de difusion adopta un nuevo papel, contrario a la concep-
cién clasica de estabilidad, donde la difusion lleva al sistema
hacia el estado estacionario homogéneo. En los sistemas reac-
cion-difusién el estado estacionario del sistema se mantiene,
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incluso ante pequefias perturbaciones, si el proceso de difusion
no es relevante, pero se vuelve inestable cuando la difusion es
importante (Murray, 2003). Los modelos de reaccién-difusion
se han estudiado en biologia del desarrollo, ya que explican va-
rios fendmenos naturales como la formacion de tejidos, creci-
miento de tumores (Chaplain et al., 2001; Gatenby and Gaw-
linski, 1996), también en dindmica de poblaciones a través de
las interacciones presa-depredador (Brigatti et al., 2011), 0en la
propagacion de epidemias (Webb, 1981; Capasso and Wilson,
1997; Liu et al., 2011), entre otros. Asimismo, el mecanismo
de Turing ha demostrado tener una influencia que va mas alla
de los sistemas bioldgicos, logrando aplicarse con éxito en sis-
temas geoldgicos (Ball, 2015), en formaciones vegetales en los
desiertos (Getzin et al., 2016), en sistemas nanométricos (Fu-
seya et al., 2021) e incluso en sistemas sobre redes complejas
tales como las redes sociales (Mimar et al., 2019).

Por lo general, el andlisis de la formacién de estos patro-
nes se realiza en un plano con ciertas fronteras definidas, por
ejemplo, en un cuadrado. Sin embargo, cuando el dominio de
definicién del sistema es una superficie que no es plana, su cur-
vatura influye en la evolucién de los fenémenos que ocurren
sobre ella. De hecho, hay estudios de como la curvatura de una
membrana celular influye en la funcionalidad de los procesos
especificos que se producen en ella y también la reaccién in-
versa, es decir, cdmo los procesos de la membrana influyen en
la forma y curvatura de la misma (Ramakrishnan et al., 2014).
De esta manera, el hecho de que el sustrato esté curvado in-
ducird un efecto sobre el mécanismo con el cudl interactian
los morfégenos, dando como resultado la modificacién visible
de las condiciones de inestabilidad impulsada por la difusion,
del rango de modos inestables (nez Lépez et al., 2017), de los
patrones mismos, el tiempo que tardan en emerger, su forma,
extension y demds caracteristicas, (Ledn-Velasco and Chacén-
Acosta, 2021). Ciertamente, los sistemas que presentan patro-
nes en superficies curvas son bastante comunes tanto en la fisica
de materia condensada como en biologia celular en la dindmica
de vesiculas elasticas (van Meer et al., 2008; Sens and Turner,
2011; Amazon et al., 2013).

Este problema fue abordado por primera vez por el propio
Turing en 1952 (Turing, 1954), donde muestra la importancia
de este tipo de sistemas en superficies curvas. Segtin Turing,
entre los posibles organismos que exhiben patrones de simetria
esférica estd el microorganismo unicelular marino llamado ra-
diolaria, que tiene alrededor de un milimetro de didmetro, y
presenta pequefias espinas radiales que sobresalen de su esque-
leto. Estos modelos podrian determinar el orden y la disposicién
de las formas y patrones del esqueleto y las espinas de este orga-
nismo. En algunas referencias como en (Varea et al., 1999; Liaw
et al., 2001) se muestra que, para superficies curvas cerradas co-
mo la esfera, la geometria impone algunas restricciones sobre
la forma del patrén, donde la posicion de los patrones estd fuer-
temente relacionada con la curvatura de la superficie. A través
de experimentos numéricos también se ha visto que ciertos pa-
trones prefieren regiones del dominio que tengan cierta curva-
tura, cuando existe un acoplamiento minimo entre la dindmica
de la superficie y las sustancias que se difunden. Por ejemplo,
la aparicién de manchas o lunares ocurre en regiones de baja
curvatura, mientras que las rayas se favorecen en regiones con
curvatura mas alta (Vandin et al., 2016).

Ademas de la curvatura del dominio se han estudiado otros
procesos, como la adveccién y el crecimiento, que influyen
en la formacién de patrones con el mecanismo de inestabili-
dad guiada por difusién. Por ejemplo, en el transporte de los
morfégenos puede sumarse un flujo advectivo, cuyo efecto es
la aparicién de fuentes y sumideros que contribuyen a la for-
macién de patrones sobre la esfera, (Krause et al., 2018). Un
proceso que ha demostrado ser bioldgicamente relevante es el
crecimiento del dominio y su interaccién con la curvatura. En
(Plaza et al., 2004; Gjorgjieva and Jacobsen, 2007) se analiza-
ron regiones curvas generales en una y dos dimensiones con
crecimiento exponencial, esto implica que todos los pardme-
tros del modelo, incluida la curvatura, cambian con el tiempo
y, por tanto, es importante el uso de soluciones numéricas. Se
encontré que la forma en que los patrones cambian, aparecen o
permanecen estables depende de la curvatura de la superficie y
de la tasa de crecimiento, de hecho se ha visto que la tasa y el ti-
po de crecimiento pueden cambiar significativamente el patrén
final, (Krause et al., 2019). Para dominios curvos crecientes se
ha estudiado m4s all4 de la teorfa lineal, por ejemplo, como la
inestabilidad de Hopf que da lugar a patrones espaciales y osci-
lantes, (Sanchez-Garduiio et al., 2019).

También se han estudiado membranas delgadas modeladas
como objetos tridimensionales, donde la curvatura y el espesor
estan acoplados entre si y con las constantes de reaccién, lo que
da lugar a una cinética compleja dependiente del espacio.

En este caso se ha visto que un cambio en el espesor pue-
de estabilizar los modos inestables (Nampoothiri, 2016). De
hecho, se ha realizado un esfuerzo considerable para resolver
ecuaciones de reaccion-difusion en superficies curvas desarro-
llando diferentes métodos numéricos, particularmente en méto-
dos basados en kernels que evitan algunos problemas de sin-
gularidad en las coordenadas, con el fin de resolver ecuaciones
de formacién de patrones en superficies lisas no regulares (Fu-
selier and Wright, 2013). La prediccion tedrica y la caracteri-
zacién experimental de las transiciones que rompen la simetria
asociadas con la curvatura de las superficies eldsticas bicapa se
han realizado recientemente, esta describe la morfologia de los
patrones y como se pueden seleccionar diferentes patrones de
arrugas en términos de la tension que curva la superficie (Stoop
et al., 2015; Zhu et al., 2021).

Por otra parte, si la funcién de distribucidn de una de las
especies del sistema de reaccion-difusiéon se reemplaza por
una funcién que modela la cuvatura de la supeficie, enton-
ces se ha observado que también se generan patrones espacio-
temporales, pero considerando que las regiones donde aparece
el patrén quimico inducen cambios en la curvatura de la superfi-
cie. Estos efectos se han visto experimentalmente en la mecéni-
ca de los tejidos celulares. A estos sistemas se les ha llamado
patrones mecano-quimicos (Brinkmann et al., 2018), y es una
de las aplicaciones mds prometedoras de esta interaccion de la
curvatura con los sistemas reaccion-difusion.

Dada la relevancia que tiene la curvatura en los procesos de
formacién de patrones, en este trabajo presentamos el mecanis-
mo de inestabilidad de Turing generada por difusién sobre la
variedad curva cerrada mds simple, una circunferencia. Espe-
ramos que el lector interesado en estos temas pueda encontrar
en este trabajo una introduccidn al mecanismo de formacién de
patrones, a los procesos de difusién sobre variedades curvas, y
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al efecto que introducen los efectos geométricos sobre los sis-
temas reaccion-difusion.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En la seccién
2 se estudia la ecuacion de difusién en variedades curvas. Se
deriva primero el operador de Laplace-Beltrami que reemplaza
al Laplaciano ordinario, en seguida, se estudia el caso de la cir-
cunferencia y se resuelve la ecuacién de difusién encontrando
los primeros efectos de la curvatura, tanto en la funcion de dis-
tribucién, como en el camino cuadratico medio. En la seccién 3
se estudian los sistemas reaccion-difusion en general y sobre el
circulo. Aqui se presenta una reaccion especifica, la de Gierer-
Meinhardt. Se encuentran las condiciones de Turing y se mues-
tra que el rango de modos inestables, donde serd posible hallar
los patrones espacio-temporales, depende de las caracteristicas
del circulo donde se lleva a cabo el proceso, en especifico, de-
pende de su curvatura. Esto se discute mas a fondo en la dltima
seccidn donde se presentan las conclusiones.

2. Difusion en una circunferencia

La posicién de una particula que experimenta un movimien-
to browniano puede describirse aproximadamente por su fun-
cién de densidad de probabilidad, que es la solucién de la ecua-
ci6n de difusion. Cuando la particula browniana se mueve sobre
una superficie curva encajada en 3 dimensiones, el operador de
Laplace en la ecuacién de difusiéon cambia debido a la métrica
inducida en la superficie. Pensemos en una particula que esta
restringida a moverse sobre una superficie S ¢ R* parametri-
zada por #(£',£?), donde &' y £ son las coordenadas sobre
la superficie; estas se pueden agrupar en un vector que deno-
taremos &%, tal que a = 1,2. Con esta notacién es posible es-
cribir los vectores tangentes a la superficie en cada una de las
coordenadas de la misma como &,. El indice en este caso in-
dica la derivada de la parametrizacién en las coordenadas de
la superficie, es decir, &, = d&/d&". Es bien sabido (do Car-
mo, 1976), que las componentes de la métrica de la superficie
se calculan con el producto interno de los vectores tangentes
8a» = 04 - 0p, €n este caso a,b = 1,2. Con la métrica pue-
de calcularse el cuadrado de la distancia infinitesimal sobre la
superfice S como ds? = Y, 3, gup d€déP. Podemos reescribir
esta expresion en una forma mds compacta utilizando la con-
vencion de suma de Einstein donde indices repetidos arriba y
abajo indican suma sobre ese indice. Asi la expresién anterior
resulta ds® = g, dé°dé”. Utilizaremos esta notacion a lo lar-
go de este trabajo, de forma que todo indice latino tomara los
mismos valores que a y b.

Dado un campo vectorial arbitrario definido sobre la super-
ficie V(&', £€2), sus componentes contravariantes en la base {¢%}
son las siguientes V = Vi&,. Se puede introducir la base dual a
través de la relacién & = g®@,, con g* la inversa de la métrica
y asi es posible definir las componentes covariantes del campo
vectorial V = V,4. Con esto podemos obtener las componen-
tes del gradiente en la base {¢#*,} de una funcién escalar f(£', £?)
definida sobre la superficie S

of

PP g, (1)

Vf=

De esta forma, el operador Laplaciano en la superficie se cal-
cula como la divergencia del gradiente. Sin embargo, la diver-

gencia se generaliza utilizando la llamada derivada covariante.
. g . . .,
Consideremos al campo V su derivada en la direccién £ es

, 9

o’

v 9 (v = v’

o~ o a§a0'b+ 2

ya que &' depende también de las coordenadas de la superficie.
El segundo término de (2) se expresa en la misma base como

=TS .. 3)

A los coeficientes I';  se les conoce como simbolos de Chris-
toffel (do Carmo, 1976), y pueden expresarse en términos de
derivadas de la métrica como

1 i (08ar  08ac  O8be
0 = =—g"== - . 4
e =28 \gxe T axd T 9l @
Las componentes de la llamada derivada covariante
vt :
Vb = — + VT, )
B aé:a

son objetos con dos indices libres, es decir, que no se suman.
Recordemos que la divergencia es la suma de las derivadas de
las componentes del campo V en cada direccién. En esta nota-
cién esto se obtiene al considerar en (5) los dos indices iguales,
ya que la repeticién implica una suma, es decir,

ove

4= — ‘T .
V,a (()fa +V ca (6)

Directamente de la definicién (4) es posible obtener que I'?, =

ba 9y , . . . ,
% aiﬁ . Ademds, utilizando resultados bien conocidos de élge-

bra lineal, la inversa de la métrica se puede escribir como

3 . . .
g = éﬁ, donde g es el determinante positivo de la métri-
ca. De esta forma se puede verificar que

i@g_ 0

. 1 0g Ogra

= — ~- = - = —In +/g. @)
2g Ogpa 05¢  2g 06°  9&¢ V8
Con lo que la divergencia resulta
ove 0
Ve, = Ve—1 . 8
sa aéu + aé_-c n \/g ( )

Notese que la expresion (8) es escalar y que al estar sumados
los indices en cada término en realidad no importa que eti-
queta escribamos. Ademads, es claro que el dltimo término en
(8) desaparece en el caso en que estuviéramos en un espacio
plano donde la métrica es constante, por tanto, es justamente
este término el que toma en cuenta la curvatura de la superficie
S. Con esta expresion, el Laplaciano se puede escribir reempla-
zando en (8) al campo vectorial v, por el gradiente V f definido
en (1), que después de factorizar resulta de la siguiente forma

1 0 0
V= («/@ g“b—f). ©)

\/g, p) £a P §b

Este operador es conocido como el operador de Laplace-
Beltrami y reemplaza al Laplaciano cartesiano cuando el proce-
so difusivo se lleva a cabo en una superficie curva. Sin embargo,
aunque derivamos este operador para una superficie embebida
en el espacio tridimensional, las expresiones que encontramos,
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dada la generalidad que permite la notacién tensorial, son vali-
das para cualquier variedad diferenciable n—dimensional ,inclu-
so variedades de dimensioén 1.

Para ejemplificar el efecto de las componentes de la métri-
cay, en general, de la curvatura de la variedad donde se lleva
a cabo la difusion, consideraremos la variedad curva mas sen-
cilla, un circulo S, encajado en R2. En este caso la parametri-
zacion es bien conocida y sélo dependerd de una coordenada
&) = r(sen 6, cos ), con 8 € [—r, ]. Consideraremos el radio
r del circulo, como constante, lo que nos define una familia de
circunferencias. Mas adelante veremos la utilidad de esto. En
este caso la distancia sobre el circulo es simplemente la longi-
tud de arco ds = rd#@, lo que implica que la métrica sélo tiene
una componente ggg = 12, lo cual simplifica mucho los calculos
ya que el operador de Laplace-Beltrami resulta

2
V2 f= Lg(\/ﬁi%) = lﬂ
V2 96 r2o6) 1?96

Aunque a primera vista el operador (10) es muy parecido al del
caso Euclidiano, es decir, la segunda derivada en x, la solucién
de la ecuacion de difusion tiene ciertas diferencias. Conside-
remos la difusion de una particula browniana en una circunfe-
rencia de radio r, entonces la densidad de probabilidad P(8, r)
satisface la ecuacién de difusion

(10)

oP D o*P

o 2o (n

donde D es el coeficiente de difusion, con -7 < 0 < .
Esta ecuacién admite el método de separacion de variables
P(6,1) = F(8)G(1), el cual agrupa a la ecuacién diferencial par-
cial en dos ecuaciones ordinarias, una para la parte temporal
cuya solucién es una exponencial decreciente, y otra para la
parte angular que genera soluciones oscilatorias

P@.1) = e‘”zr%f(A sen(16) + B cos(/w)), (12)

donde A? es la constante de separacién. En necesario imponer
condiciones de frontera periodicas F(—m) = F(m) y de flujo
continuo, F’(-r) = F’(r). Esto lleva a fijar la constante de se-
paracién A = n € Z. La solucién general serd la combinacién
lineal de las soluciones linealmente independientes

PO.H=C+ ) e_"zr%'(A,, sen(nf) + B, cos(ne)), (13)
n=1

con C una constante. Para determinar los coeficientes A, B, y
C hay que considerar la condicién inicial. En este caso supon-
dremos que las particulas estan concentradas en el punto 6 = 0,
es decir, P(6,0) = @d(8), con @ una amplitud constante y 6(6)
la distribucién delta de Dirac. Si utilizamos la representacion
en series de Fourier de la distribucion delta, podemos comparar
los coeficientes facilmente, encontrando que A, = 0, B, = %
y C = 5-. Al considerar la condicién de normalizacion para la
probabilidad es posible fijar @ = 1. Por lo que la solucién de la
Ec.(11)es

l (o9
PO.0)= o |1+2 Z e R cos(nd)|. (14)
n=1

El movimiento browniano usualmente es caracterizado a través
del camino cuadritico medio, usualmente denotado MSD por
sus siglas en inglés mean square displacement. En el caso unidi-
mensional, el MSD se calcula como la varianza de la posicién y
presenta un comportamiento lineal en el tiempo cuya pendiente
es proporcional al coeficiente de difusion. Para la circunferen-
cia, la coordenada relevante es el dngulo 6, que es acotado. Es
posible calcular la varianza del angulo usando directamente la
densidad de probabilidad (14), es decir,

T 2 © n
(6% = f @ PO, 1do = = + 42 G e (15)
. 3 i n?

El camino cuadratico medio en este caso tiene comportamientos
interesantes en distintos regimenes. Para tiempos muy largos en
comparacion con el tiempo de decaimiento dado por er’ la expo-
nencial en (15) tiende a cero y el MSD tiende asintSticamente a
la constante %2 ~ 3.289, para cualquier circunferencia. Por otra
parte, para tiempos cortos, es posible considerar el desarrollo de
Taylor de la exponencial hasta los primeros érdenes. Después
de regularizar las sumas resultantes (Arfken and Weber, 2005),
es posible aproximar (6%) ~ %. Notemos que si multiplicamos
ambos lados por el radio obtenemos, (s*) = rX{6*) ~ 2D, que
es igual al caso unidimensional. Esto es debido a que el tiempo
que ha transcurrido desde que la particula comenzé a mover-
se es tan corto que aun no le permite darse cuenta que estd en
una circunferencia. Ahora bien, el hecho de que el MSD en (15)
difiera tanto del caso unidimensional recto, es debido a dos fac-
tores: por un lado, es consecuencia de que la variedad en donde
se difunden las particulas es curva y, por otro, del hecho de que
el circulo es cerrado, es decir, es una difusién en un sistema
confinado (Chacén-Acosta et al., 2020). En (Castro-Villarreal
et al., 2014) se hizo notar que estd tdltima es la razén principal
de las diferencias; sin embargo, en un régimen aproximado al
caso unidimensional las desviaciones correspondientes pueden
escribirse en términos de la curvatura de la circunferencia, al
menos para fines pedagdgicos

0%y =

2Dt(1 Dt ) (16)

— — — + “e
r 4r2
Recordemos que la curvatura de una curva plana se define como

la norma euclidiana de la segunda derivada de su parametriza-
cién en términos de la longitud de arco

d*é
“ a2
para la circunferencia %Z = —%(cos 6, sen 8), por lo que su cur-

vatura es kK = %, y la expresion para el MSD a tiempos cortos en
términos de la longitud de arco es

2
<s2>zth(1—DT"z+---), (17)

donde las primeras desviaciones del caso unidimensional se
pueden interpretar como efectos de la curvatura del circulo. Se
ha visto que tanto la curvatura (nez Lopez et al., 2017; Ledn-
Velasco and Chacén-Acosta, 2021), como el confinamiento
(Chacon-Acosta et al., 2020), tienen un efecto al momento de
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tener dos especies quimicas que reaccionen y, ademas, se di-
fundan en una regidn con estas caracteristicas. Para ejemplificar
dichos efectos, en la siguiente seccion estudiaremos un sistema
reaccion-difusion, cuyos activadores e inhibidores se difunden
en una circunferencia.

3. Sistemas Reaccion-Difusion

Muchos y muy diversos fendmenos que van desde la pro-
pagacion de una epidemia hasta el flujo de fluidos dentro de un
depdsito de petréleo se rigen por la difusion, pero a diferentes
escalas. La concentracién de individuos/particulas se limita a
una regién que define un volumen V contenido dentro de un
dominio espacial Q dentro del cual tiene lugar el movimiento.
La densidad de poblacién puede denotarse como A(X, f), donde
x es la variable espacial y ¢ el tiempo. Para saber como varia la
poblacién dentro del dominio espacial x para un tiempo dado ¢,
es necesario determinar la evolucion de A(Xx, f). Segun la ley de
Fick (Crank, 1980), las particulas fluyen desde puntos de mayor
a menor concentracién (Murray, 2003),

J(x,1) = —DsVA(X, 1) (18)

donde J(x, 7) denota el flujo de particulas en el punto x € R” al
tiempo ¢, D, representa un coeficiente de difusién de la espe-
cie quimica cuya concentracion local al tiempo ¢ es A(x, 7). En
ausencia de reacciones quimicas, la concentracion de cualquier
especie quimica debe cumplir con la ley de conservacién local
dada por la ecuacion de continuidad

0A
i V- (19)
Es preciso sefialar que al combinar las ecuaciones (18) y (19),
obtenemos precisamente la ecuacidn de difusién para la den-
sidad u. Cuando la regién donde se lleva acabo este proceso
es una circunferencia, entonces la ecuacién se reduce a (11).
En la presencia de otra especie, habrd entonces una ecuacion
equivalente para su densidad B(x, f). Si ademads, ambas especies
interactian mendiante una cinética de reaccidn, las ecuaciones
forman el llamado sistema reaccién-difusion que, bajo ciertas
condiciones, describen como las sustancias quimicas pueden
reaccionar y difundirse

oc _ DV>C +£(C). (20)
ot
En este sistema C = (A, B) es el vector de las concentracio-
nes de las especies quimicas, D = diag{Da, Dp} es la matriz
de coeficientes de difusién positivos y £ = (F(A, B), G(A, B)) el
vector de las reacciones cinéticas.

Turing (Turing, 1952) propone que, en ausencia de difusion,
el sistema tiende a un estado estable, entonces bajo ciertas con-
diciones que se derivardn mds adelante, patrones espacialmente
no homogéneos pueden aparecer y evolucionar a través de la
inestabilidad impulsada por la difusién siempre que Dy # Dp.
Un sistema de reaccidn-difusion presenta una inestabilidad de
Turing si un punto fijo del sistema es estable con una pertur-
bacién en ausencia de difusion, pero inestable en presencia de
difusidn, lo que induce la formacion de patrones en el espacio,
teniendo asi un estado no homogéneo (Murray, 2003).

En el caso en que el proceso de difusion se lleve a cabo en
una variedad curva, entonces, como se vio en la seccidn previa,
el operador de Laplace debe reemplazarse por el operador de
Laplace-Beltrami (9). Para estudiar el efecto de la curvatura de
la variedad en este tipo de sistemas, en este trabajo asumiremos
que la variedad donde se difunden las particulas es un circulo
y por lo tanto sigue la ecuacién (11). Asi pues, el sistema reac-
cion-difusion que estudiaremos puede obtenerse de (20), con
los cambios mencionados, por lo que se escribird como sigue

0A Dy 8%A
o = o TAD
OB Dy 8*B

Para poder abordar este problema lo primero serd estudiar una
cinética de reaccion especifica que nos proporcione informa-
cién sobre la interaccidn entre las dos especies quimicas.

3.1. Reaccion de Gierer-Meinhardt

Considerese la siguiente cinética de reaccion de Gierer-
Meinhardt (Gierer and Meinhardt, 1972) dada por

AZ
F(A,B) = ki —-kA+ k3§,
G(A,B) = k4A%? —ksB, (22)
donde k;, coni = 1,...,5, son tasas constantes positivasy Ay B

son las concentraciones de las dos especies quimicas involucra-
das en la reaccion. El activador A se crea a una tasa constante
ki, pero es favorecido a través de una reaccién autocatalitica a
través del término k3A2/B. Por otra parte el inhhibidor B es ge-
nerado por A con una tasa k4. NoOtese que k, y ks son tasas de
consumo. Es posible obtener una descripcién adimensional del
sistema reaccidon-difusién (21) con la cinética (22), si se intro-
ducen las siguientes definiciones

k4 k4k5 k1k4 k2k4 7‘2
u=A—, v=B——, a:=—, ==, > —,
k3 k3 ksk3 ksks Dy

(23)

donde el tiempo se reescalé en unidades de 7 := 12/ Dy, el

tiempo caracteristico en que el activador difunde una distancia
cuadritica media igual a 2. Como resultado la ecuacién (21)
puede escribirse de la siguiente manera

ou 8u u? 8u

E = ﬁ+y(a—bu+7)=ﬁ+7ﬂu,\/),

A v s v

5 - a’—(%)2 + y(u - v) = a’—(%)2 +yg(u,v), (24)

donde d := Dp/D, es el cociente de las difusividades, (Murray,
2003; Plaza et al., 2004) y el factor y := r2ks/Dy, representa
la intensidad relativa de los términos reactivos, ademds y tie-
ne otras interpretaciones. Equivalentemente y se puede escribir
como:

"y = %, donde Tk 1= ks_l’ por lo que puede interpretar-
se como una medida de la competencia entre la tasa de
consumo del inhibidor y el tiempo en que difunde el ac-
tivador.
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=y = é, donde r; := Ds El factor rq es la escala de distan-
r ks

cia, odel radio de la circunferencia tipica en la que podria
difundirse una particula en un tiempo igual al necesario
para consumir al inhibidor. Por tanto y proporciona una
comparacion entre esta escala y el tamafio de la circunfe-
rencia.

= Finalmente, es posible interpretar y en términos de los
radios de curvatura

2
Ka
r=(%2), (25)
K
con kg = r;,l. De esta forma, y es la relacion entre la

curvatura local del circulo donde se realiza la difusion y
la de la circunferencia caracteristica de radio ry.

Las condiciones de inestabilidad, que se explican a conti-
nuacién, dependeran fuertemente de los valores de los cocien-
tes d y y, por lo que podremos proporcionar una interpretacion
de la formacién de patrones en funcién de la curvatura de la
circunferencia donde se lleva a cabo el proceso.

3.2.  Condiciones para la inestabilidad generada por difusion

Las condiciones necesarias y suficientes para generar una
inestabilidad del estado estacionario impulsada por la difusién
se deducen en (Murray, 2003). En el caso en que el proceso se
lleva a cabo en una circunferencia consideraremos el sistema

ou 8 u

% - o +vfu,v),

ov &y

il dﬁ +vg(u,v), (26)

obviamente con condiciones de frontera periddicas, donde d es
el cociente de difusividades definido anteriormente. En general,
la condicién necesaria es que no haya flujo en las fronteras, es
decir, que el material permanezca en la regién donde se lleva a
cabo el proceso. Se eligen estas condiciones de frontera porque
el objeto de estudio de este tipo de sistemas es la caracterizacion
de la auto-organizacién de patrones y, por tanto, se considera
un sistema aislado sin influencias externas. El sistema descri-
be el comportamiento temporal de las concentraciones de dos
productos quimicos, u# y v, que se difunden a diferentes veloci-
dades y reaccionan de acuerdo a los términos no lineales f'y g,
donde f describe la cinética de u y g la de v. Sea wy = (ug, vo)
una solucién homogénea (o solucién del estado estacionario)
del sistema (26), tal que f(uo, vo) = g(up, vo) = 0. Supongamos
que esta solucion es estable en ausencia de difusidn, es decir,
la parte real de todos los valores propios de la matriz Jacobiana
que describen la dindmica local del sistema (26) son menores

que cero,
{2 1]
S & ),

donde A es la matriz de estabilidad y los subindices indican
derivada parcial respecto a la densidad correspondiente. Bus-
camos soluciones para las perturbaciones de la forma w =
(u — ug,v — vp) « e con A un eigenvalor de la matriz A. El
sistema (26) sin difusién puede escribirse de una forma com-
pacta como

w; = Aw = yAw, 27

de cuyo polinomio caracteristico se determinan los eigenvalo-
res. Se garantiza la estabilidad lineal si

trA=f,+g, <0, detA = f,g, — figu > O. (28)

La presencia de un término de difusién puede cambiar la
estabilidad de (ug, vo). Para estudiar este efecto, consideramos
el sistema de reaccion-difusion completo (26) y lo linealiza-
mos alrededor del estado estable. Proponemos soluciones de la
forma w o e W(6), donde W;(6) son las funciones propias co-
rrespondientes al nimero de onda k; cada eigenfuncién W sa-
tisface la ecuacién d?>Wy/d6* = —k*W; sujeta a condiciones de
frontera periddicas. La solucién general, en realidad, serd una
superposicion de todos los modos k. Como es bien sabido, Wy
suele ser una funcién periddica, ya que un dominio confinado k
se restringe a valores discretos que estdn directamente relacio-
nados con los patrones periédicos. Puede escribirse la ec. (26)
linealizada como sigue

d2
W = AW, = Dd—;: +yAw = —I2DW, + yAWe,  (29)
con D = diag(1, d). Para el andlisis se requirieron soluciones no
triviales para W; y se determinaron los valores de A como las
raices del polinomio caracteristico de (29)

2+ AR +d) = y(f, + g)] + hik) = 0, (30)
donde h(k) = dk* — y(df, + g)k* + ¥ (fugv — fr8u)-

El polinomio caracteristico A(k) que esta en funcién del nimero
de onda k, se le conoce como relacion de dispersion. Para en-
contrar la emergencia de patrones espaciales se requiere la con-
dicién Re [A(k)] > 0, es decir, las regiones del dominio donde
el estado estacionario se vuelve inestable a las perturbaciones
espaciales. Finalmente, se obtienen las siguientes condiciones
para la generacidn de patrones espaciales

" fut+g <0

Juv = fv8u > 05
df, +g,>0;

(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) > 0.

Las dos primeras relaciones corresponden a condiciones de
estabilidad sin difusion, las dltimas dos se encuentran en pre-
sencia de difusion, en particular la tercera condicién requiere
d > 1, es decir, en términos del mecanismo inhibidor-activador,
el inhibidor debe difundirse mas rapido que el activador (Mu-
rray, 2003). La dltima condicién necesaria es calcular el nime-
ro de onda critico k.. Ademds, el rango de nimeros de onda
inestables se obtiene a partir de los ceros de la funcién h(k),

_ y(dcfu +gv)
b=\ T 31

donde d. es el coeficiente critico de difusién y el rango de
nimero de onda inestable es

kmax,min = \/%Z ((dfu + gv) + \/(dﬁl + gv)2 —4d detA)‘ (32)



M. Niifiez-Lopez et al. / Publicacion Semestral Pddi Vol. 10 No. Especial (2022) 42-51 48

Todas las condiciones se rigen por los parametros de los térmi-
nos reactivos y la razén d. Las funciones f,, f,, g, ¥ &v se
evalian en el punto fijo (ug, vp), por lo que el conjunto de des-
igualdades forma el llamado espacio de Turing. Tomando co-

mo referencia la parte reactiva del sistema (24), el estado esta-

b B2
(ug, u(z)), cuando el cociente de difusividades es mayor que uno,
obtenemos las condiciones de Turing para la formacién de pa-
trones espacio-temporales. La estabilidad lineal se garantiza
con las primeras dos condiciones, asi que evaluando el Jaco-
biano del sistema (24) en el punto (i, ué), obtenemos las con-
diciones para la formacién de patrones espaciales

cionario y homogéneo estd dado por (ug, vy) = (

(b+1),asi f,+g,<0,sib>—-1--2;

1-a’

_ 2
" futg =1

» fug — fv&u = b, por tanto f,g, — f,8. > 0;

wd(E-b)> 1
- (d(Z -b)-1)" > da.

Por otra parte, el rango de los modos inestables contiene el
factor y relacionado con la curvatura dado por la ecuacién (25)

Kd
kmax,min = —

i ((dfu +8) =+ \/(dfu +8)) —4d detA), (33)

en particular es inversamente proporcional a «, lo que quiere
decir que entre mayor es la curvatura menor es el tamafio del
rango de modos inestables, lo cual se logra haciendo el radio
del circulo donde ocurre el proceso suficientemente grande

kmax,min:E
Wan(129) 21+ J[an (=2 12 4db|, 34
2d l+a - l+a ’

ademads de estar en términos de los pardmetros a y b, propios de
la reaccion. De esta forma el rango de modos inestables no s6lo
debe incluir los pardmetros de reaccion y el cociente de difusi-
vidades que satisfacen las condiciones de Turing, sino también,
en este caso, la curvatura del medio donde se propagan las es-
pecies.

La relacién de dispersion A(k) dada por (30), evaluada pa-
ra el modelo de Gierer-Meinhardt se muestra en la figura 1.
La condicién para que el estado estacionario sea estable en au-
sencia de efectos espaciales es Re[A(k = 0)] < 0. Para que el
estado estacionario sea inestable se requiere que Re[A(k)] > O
para algin k # 0 (Murray, 2003). De esta forma, el inicio de
la inestabilidad se puede identificar por aquellos valores de los
pardmetros para los cuales el mdximo de la curva se convier-
te en cero A(k;) = 0. El andlisis de la relacién de dispersion
A(k) da informacion cualitativa, es decir, qué patrones espacia-
les son linealmente inestables y crecen exponencialmente en el
rango kyiy < k < kipayx -

40F
S
% x
30F KN 'y =2100
[ v
I Vol
< 20} y=1900' ; (N
N ! \‘ 5
< H \
1 \
10} y.= 500 F Vo
N, 1 v
/ \ ] \ .
/ \ H Vo
0 7 &Y LI H "'
I A ; L iy
10 15 20 25

Figura 1: Relacién de dispersion para diferentes valores de y para el modelo de
Gierer-Meinhardt con a =0.5, b =1.5y d = 30..

Figura 2: Circulos con diferentes radios/curvaturas correspondientes a distintos
valores de y. Azul corresponde a un radio » = 22.36 o una curvatura k = 0.0447,
el color rojo es para r = 43.59 o una curvatura « = 0.0229, y el verde para
r = 45.82 o una curvatura « = 0.0218.

En la figura (1) se muestra la relacién de dispersién para
el modelo de Gierer-Meinhardt en tres escenarios donde unica-
mente se varia y. Segin la ecuacion (25), considerando unida-
des tales que k; = 1, es decir, para el circulo unitario, se obtiene
que para y = 2100 le corresponde una curvatura de k =0.0218
con un rango de modos inestables 18.68< k <25.05, cuando
v = 1900 la curvatura es k =0.0229 con 17.78< k <23.8 y,
finalmente, cuando y = 500, k =0.0447 y 9.07 < k < 12.25.
Como se ha indicado en este trabajo, el rango de modos ines-
tables donde es posible hallar patrones espacio-temporales, de-
pende de las caracteristicas del circulo donde se lleva a cabo
el proceso, en especifico de su curvatura. De esta forma, como
podemos notar, a mayor curvatura del circulo implica un menor
rango para la formacion patrones.

Como se menciond en la seccién anterior, la solucién gene-
ral del sistema (26), o para las perturbaciones (29), es la super-
posicién de todas las funciones propias correspondientes a los
modos que son de la forma

WO, = > Cre' ™ W), (35)
k

donde los Cy, pueden obtenerse a través de un desarrollo de Fou-
rier de las condiciones iniciales en cada caso, y para diversas
situaciones de interés, por ejemplo, en sistemas bioldgicos, to-
das son distintas de cero. La funcién A(k), solucién de (30), es
la relacién de dispersion y establece la tasa de crecimiento de
las perturbaciones. La funcién Wy (6) es solucion de la ecuacion
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de eigenvalores de la parte angular de (29), y al considerar con-
diciones de fronteras periodicas toma la forma

Wi(0) = W,(6) = B, cos (nf), (36)

dado que k = n, para n entero y para B, constantes por determi-
nar. Né6tese que la relacién de dispersion mostrada en la figura
1 puede mostrarse también de forma discreta como en la figura
3. La solucién (36) muestra la forma que tendrédn los patrones
de los modos linealmente inestables.

40F T T T T
.
.
. °
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Figura 3: Relacion de dispersion para los diferentes valores de y con los mis-
mos pardmetros que en la figura 1, ahora en funcién de n € Z. Es claro que,
para cada caso, inicamente hay un cierto nimero de modos inestables posibles.

Por otra parte, podemos notar de la ecuacién (35) que, con-
forme avanza el tiempo, los modos para los que la parte real
de la relacién de dispersion es positiva crecerdn rapidamente,
mientras los otros decaerdn de manera exponencial. Es decir,
para tiempos grandes la suma estd acotada por el intervalo de
modos inestables, [kin, kimax], ¥ por tanto la solucidn sera de la
forma

w(b, 1) = :E: C, '™ cos (nd), (37)

N=Nmin

donde C, se obtienen de las condiciones iniciales, 7,,;, es el me-
nor entero mayor que Ky, ¥ fmax €8 €l mayor entero menor que
kmax- Al ser nimeros enteros siempre cabe la posibilidad de que
en el rango existan sélo unos pocos nimeros de onda, también
es posible que algunos de ellos dominen sobre los demds. Si
consideramos un sélo modo #,, entonces (37) contendra tinica-
mente un término . Si regresamos a las densidades de las es-
pecies quimicas, podemos escribir la forma del patrén para la
especie u(0, t) de la siguiente forma

R

u(0,1) = ug + it e’ ™" cos (n.0), (38)
donde asumimos que i es una amplitud pequefia proveniente
de la condicién inicial C,_ . Nétese que, para que la formacién
de patrones se lleve a cabo, es necesario que la solucién del
sistema (26) sea siempre positiva. La solucién (38) se muestra
en la figura 4 para circunferencias de distintos radios (o distin-
tas curvaturas), lo cual genera distintos valores del parametro
de la intensidad de la reaccién y. Todos los demds parametros
son los mismos, las correspondientes tasas de reaccién a = 0.5,
b = 1.5, el cociente de difusividades d = 30, la amplitud inicial
que se fijé en C,. = 0.0001 y el tiempo transcurrido en 0.25.
El dnico pardmetros que varia es el modo inicial 7., el cual se
tom6 como el modo para el cudl A(n.) se maximiza; de acuerdo

con la figura 3, esto es, cuando n = 11,21 y 22, en cada caso.
Como se observa en la figura 4, alrededor de 8 = 0 la concentra-
cion de la especie quimica u es maxima y comienza a disminuir
con el dngulo, hasta su minimo en 6 = x. El patrén se entiende
como ese maximo en la densidad, ya que la especie v tendera
a acomodarse en la regién donde u es minima. Aunque los tres
casos son similares cualitativamente, podemos notar que en el
circulo con mayor curvatura (el de radio mas pequefio) apenas
ha comenzado el proceso de formar un patrén, mientras que pa-
ra el mismo lapso en el circulo rojo llega a casi 1.5, y en el
de mayor radio (el de menor curvatura), el patrén esta clara-
mente formado con una densidad maxima de alrededor de 2.
Esto puede verse también en la figura 5, donde se muestran los
tres circulos de distintos radios y se representa la densidad nor-
malizada con una escala de colores, siendo el rojo la densidad
maxima y el morado cuando es cero. En esa figura se puede ver
que en la circunferencia de menor radio atn el proceso es inci-
piente, mientras que en los otros se ve como la especie u la ha
ocupado la mayor parte de la derecha del circulo, aunque en el
de radio mayor la vecindad al rededor de 6 = 7 estd casi vacia.

Figura 4: Patrones de Turing para la especie u, ecuacién (38). Paray = 500 y
k = 0.0447 (curva azul), y = 1900 y « = 0.0229 (curva roja), y y = 2100 y
k = 0.0218 (curva verde). Cada una estd evaluada al tiempo 0.25, y para los
modos n = 11,21, 22, respectivamente.

©

Figura 5: Patrones de Turing para los mismos pardmetros al tiempo ¢ = 0.25,
sobre las tres circunferencias de distintos radios/curvaturas. Se muestra la den-
sidad normalizada con escala de colores.

Hasta aqui se puede afirmar que el efecto de la curvatura,
como se muestra en las figuras 1 y 3, es el cambio de la posicién
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y tamafio del rango de inestabilidad en cada caso, lo cual influye
directamente en el nimero de modos inestables. Sin embargo,
otro efecto puede notarse cuando se comparan los dos circu-
los de radios similares, ya que estos tienen modos inestables
en comun, evaluados en el mismo modo, lo cudl se puede lo-
grar a través de las condiciones iniciales. Por ejemplo, para las
circunferencias de radios 43.59 y 45.82, para el modo n = 19,
el patrén se forma primero en el circulo de radio menor, en
t ~ 0.4, como se muestra en la figura 6. Mientras que para el
modo n = 23, el patrén se forma primero en el circulo de radio
mayor, en ¢ ~ 0.29, como se observa en la figura 7. Esto se debe
a que el eigenvalor temporal, al depender de la curvatura, toma
valores distintos en distintos circulos, aunque se evaltien en el
mismo nimero de onda. Esto es un indicio de que la formacion
de patrones en dos sistemas bajo las mismas condiciones puede
modularse utilizando la curvatura del sustrato donde el proceso
se lleve a cabo.

I1O

0.8
0.6

0.4

0

Figura 6: Patrones de Turing para los mismos parametros en el modo n = 19 al
tiempo ¢ = 0.4. Primero se genera el patrén en el radio menor.

Figura 7: Patrones de Turing para los mismos pardmetros en el modo n = 23 al
tiempo ¢ = 0.29. Primero se genera el patr6n en el radio mayor.

4. Conclusiones

El mecanismo de inestabilidad de Turing guiada por di-
fusién se ha utilizado para explicar la aparicién de patrones
espacio-temporales fuera de equilibrio de una variedad de siste-
mas fisicos, quimicos, biolégicos, ecoldgicos y demads sistemas

complejos. El estudio de estos sistemas reaccion-difusion sobre
superficies curvas fue primero propuesto por el mismo Alan Tu-
ring en uno de sus manuscritos no publicados de 1954, donde
estudiaba el sistema difundiéndose sobre la superficie de una
esfera para modelar los patrones en el esqueleto de las radio-
larias (Turing, 1954). Durante la dltima década ha habido un
creciente interés en el estudio de la formacion de patrones en
superficies. Se ha encontrado que varias propiedades geométri-
cas del sustrato donde se difunden los reactivos, no solo la cur-
vatura sino también el confinamiento, el espesor y el crecimien-
to, tienen efectos sobre las condiciones de inestabilidad y sobre
la respectiva formacién de patrones (nez Lopez et al., 2017;
Leon-Velasco and Chacdén-Acosta, 2021; Varea et al., 1999;
Liaw et al., 2001; Vandin et al., 2016; Krause et al., 2018; Plaza
et al., 2004; Gjorgjieva and Jacobsen, 2007; Krause et al., 2019;
Sanchez-Garduiio et al., 2019; Nampoothiri, 2016; Stoop et al.,
2015; Chacon-Acosta et al., 2020).

Con estas motivaciones en mente, en este documento se pre-
sentaron los principales efectos de la curvatura del medio donde
reaccionan y se difunden dos especies quimicas que forman pa-
trones con el mecanismo de Turing.

Para ejemplificar este efecto, se consideré la curva cerrada
mds simple, un circulo de radio constante. Como primer paso se
reemplazé al operador Laplaciano en un sistema cartesiano por
el de Laplace-Beltrami. Al ser nuestro caso de estudio una cir-
cunferencia, la distancia sobre el circulo es la longitud de arco,
ello simplifica la métrica y el operador puede obtenerse direc-
tamente. Ademas, se muestra la solucion de la difusion en el
circulo y el célculo del desplazamiento cuadratico medio, don-
de puede verse claramente la influencia de la curvatura. Para
nuestro andlisis se tomé como sistema reactivo al modelo feno-
menoldgico de Gierer-Meinhardt (Gierer and Meinhardt, 1972),
en el que una de las sustancias quimicas, el activador, inicia su
produccién y la segunda, el inhibidor, detiene la produccién del
primero. Ademas, el inhibidor se difunde usualmente mas répi-
do que el activador, lo que induce la formacién de los patrones.
Después de una serie de andlisis para comprender el efecto de
la curvatura, se compararon las relaciones de dispersion para
dominios con diferentes curvaturas y se observo un cambio en
el tamafio y la posicion del rango de inestabilidad, lo cual im-
plica directamente en un cambio en el nimero de modos ines-
tables, es decir, el nimero de combinaciones de los pardmetros
que permiten la formacién de los patrones. Se propuso enton-
ces una funcién inicial para la densidad de las especies que per-
miti6 observar la forma explicita de los patrones (oscilaciones
espacio-temporales), la cual se muestra en las Figs. 5-7. En es-
tas figuras puede notarse que la formacién de patrones en dos
sistemas bajo las mismas condiciones puede modularse utili-
zando la curvatura del sustrato donde el proceso se lleva a ca-
bo. Esto es un claro indicio de cémo la curvatura del dominio
donde se lleva a cabo el transporte y las reacciones, afecta a la
formacién de patrones. Esperamos que este ejemplo sirva pa-
ra entender el mecanismo de inestabilidad de Turing generada
por difusion y las herramientas de geometria diferencial para
aquellos que quieran estudiar este tipo de sistemas.

Evidentemente el caso bidimensional es m4s interesante de-
bido a su aplicacién en sistemas bioldgicos, por lo cual ha sido
ampliamente estudiado, como ya se ha hecho mencién en la
introduccién (ver por ejemplo (nez Lépez et al., 2017; Ledn-
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Velasco and Chacén-Acosta, 2021) y sus referencias). En este
caso la curvatura Gaussiana y la curvatura media de la superfi-
cie son propiedades que han sido consideradas, ademas de que
éstas modifican a las funciones relacionadas con el mecanismo
de Turing. Extensiones y aplicaciones recientes pueden encon-
trarse en (Krause et al., 2018, 2019; Sanchez-Garduiio et al.,
2019) y sus referencias, en membranas o filamentos deforma-
bles (Stoop et al., 2015; Zhu et al., 2021), y sobretodo en siste-
mas mecano-quimicos (Brinkmann et al., 2018), cuyo estudio
es muy reciente y ha generado gran interés los dltimos afios.
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