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Propiedades homotodpicas del operador de clanes en graficas
Homotopic properties of the clique operator in graphs
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Resumen

Este trabajo consiste en dar a conocer los resultados de mi tesis de licenciatura (Islas, 2021) en donde se abordan conceptos de
topologia combinatoria. Principalmente se trabaja con el complejo simplicial de completas de una grafica al cual a su vez se le puede
asociar un espacio topoldgico a través de su realizacion geométrica. De este modo se asocian conceptos topoldgicos a graficas que
son estructuras combinatorias, asi, nos interesa el tipo de homotopia que tienen las graficas. El operador de clanes K asocia a cada
gréfica G otra grafica que denotamos por K(G) y se conoce como la gréfica de clanes de G. Cuando G es homotépica a K(G) se
dice que G es homotépicamente invariante. Hay clases “grandes” de graficas que ya se sabe que son homotépicamente invariantes
como lo son las clases de graficas que cumplen la propiedad clan Helly o las clases de gréficas desmantelables. En este articulo
se analizardn algunas condiciones que garanticen que las graficas G que cumplen que K(G) es clan Helly sean homot6picamente
invariantes, todo esto haciendo uso de la herramienta de colapsos elementales. Dicha herramienta también es utilizada en este texto
para dar pruebas alternativas conocidas en la literatura (por ejemplo, el teorema 13), y después de estudiarla con mas detalle, nos
motiva a pensar que podria ayudar a probar una conjetura que da condiciones para que una grafica sea homotdpicamente invariante.
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Abstract

This work shows the results obtained in my undergraduate thesis (Islas, 2021), where combinaorial topology concepts are ad-
dressed. Mainly we work with the simplicial complex of completes of a graph, which in turn, we can associate it a topological space
through its geometric realization. In this way, topological concepts are associated with graphs that are combinatorial structures, thus,
we are interested in the type of homotopy that the graphs have. The clique operator K associates to each graph G another graph that
is denoted by K(G) and which is known like the clique graph of G. When G is homotopic to K(G) it says that G is homotopically
invariant. There are “large” classes of graphs that already known to be homotopically invariant, such as those classes of graphs
that satisfy the clique Helly property or the classes of dismantlable graphs. This article will analyze some conditions that guarantee
that the graphs G that satisfy that K(G) is clique Helly are homotopically invariant, all this making use of elementary collapses.
This tool is also used in this paper to give alternative proofs which are known in the literature (for example, theorem 13), and after
studying it in more detail, it motivates us to think that it could help to prove a conjecture that gives conditions for a graph to be
homotopically invariant.
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1. Introduccion resultan de ello no requieren de herramientas demasiado sofis-
ticadas como las que usualmente se usan en la literatura, esto
debido a que los colapsos elementales son de las herramien-
tas mds elementales que hay en la topologia combinatoria. Pero
no solo eso, resulta que la homotopia que se obtiene de esta
herramienta es el conocido tipo de homotopia simple, el cual
tiene mas propiedades que otros tipos de homotopia. Mas atn,

Como ya se menciond en el resumen, nos interesa buscar
condiciones para que una grafica sea homotépicamente inva-
riante. Ademds, en este articulo se dan pruebas alternativas a
resultados ya conocidos en la literatura, pero ahora haciendo
uso de la herramienta de colapsos elementales. Las pruebas que
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la herramienta de colapsos elementales en gréficas se presta pa-
ra trabajarla en un software, lo cual puede ser de gran ayuda
para ahorrarse algunos calculos y hacer observaciones; este es
un buen motivo para el desarrollo de software libre, pues en
ocasiones es de gran utilidad tener ayuda computacional.

En la seccién 2 se dan las definiciones elementales de grafi-
cas que se requieren. En la seccién 3 se introduce el concepto
de grafica de clanes y de gréfica clan Helly. El complejo sim-
plicial con el que nos interesa trabajar es el complejo simplicial
de completas de una gréfica, el cual se da en la seccién 4. Al-
gunos resultados importantes y ya conocidos sobre homotopia
en gréficas se abordan en la seccion 5. En la seccién 6 presen-
tamos la herramienta de colapsos elementales y se dan algunos
ejemplos de esta para entender uno de los usos aplicado a las
gréficas. La seccion 7 contiene algunos resultados ya conocidos
y utiles que se usan para mostrar algunas de nuestras aportacio-
nes. Finalmente, en la seccidn 8§ se tienen principalmente re-
sultados de invariancia homotdpica que se obtuvieron haciendo
uso de colapsos elementales en graficas que no son clan Helly.

2. Conceptos de graficas

Una referencia para los conceptos de teoria de grificas que
se usardn es (Harary, 1969).

Una grafica G consiste de un conjunto de vértices y un con-
junto de aristas que denotaremos por V(G) y E(G) respectiva-
mente donde E(G) consiste de subconjuntos de dos elementos
de V(G). Asi una arista de G es de la forma {x,y}, pero para
simplificar la notacién escribiremos simplemente xy o bien yx.
Ademais, decimos que dos vértices x, y en una grafica G son ve-
cinos o adyacentes si xy € E(G). De forma similar, en ocasio-
nes en vez de decir que un vértice x estd en V(G) simplemente
escribiremos x € G en el entendido de que x es un vértice de G.

Todas las graficas en este articulo se consideraran finitas,
es decir, el conjunto de vértices es finito y en consecuencia el
conjunto de aristas también lo es. Como es usual, se asociard un
dibujo a una gréfica, donde los vértices los identificaremos con
puntos o circulos y las aristas por lineas o arcos que unen a los
vértices (figura 1).

Se dice que G es una grafica completa si cualquier par de
vértices distintos en G son vecinos. Si H es una gréfica tal que
V(H) € V(G) y E(H) € E(G) para alguna grafica G, se di-
ce que H es una subgrafica de G; ademas si H es una grafica
completa, entonces se dice que H es una completa de G.

Definicion 1. Decimos que una subgrdfica H de G es una
subgrdfica inducida si x,y € H son vecinos en H si y solo
si x,y son vecinos en G. De esta forma, dado un subconjunto
A C V(G), este induce una subgrdfica de G, la cual tiene como
vértices el conjunto A y declaramos dos vértices vecinos si son
vecinos en G, dicha subgrdfica es una subgrdfica inducida de
G.

Por ejemplo, si G es la gréfica de la figura 1, el subconjunto
{a,e, f} € V(G) induce la subgréfica con {a, e, f} como conjun-
to de vértices y {af, ef} como conjunto de aristas.

Asi, se define un clan ¢ de G si ¢ € V(G) tal que g indu-
ce una subgrifica completa en G, y no existe otro vértice en
V(G) \ g que sea vecino de todos los vértices en g. Por ejemplo,
si G es la grafica de la figura 1, el subconjunto {a, b} C V(G)

es un clan de G, porque {a, b} induce una subgréfica completa
de G y ninguno de los vértices en V(G) \ {a,b} = {c,d,e, f} es
vecino de ambos vértices a y b.

Figura 1: Dibujo de una gréfica con vértices {a, b, c,d, e, f}.

3. Operador de clanes

En esta seccion se da la definicion de operador de clanes co-
mo lo hace F. Harary en (Harary, 1969) y enunciaremos algunas
propiedades de él. El operador de clanes ya ha sido bastante es-
tudiado, como algunas referencias podemos tener (Bandelt and
Prisner, 1991; Larrién et al., 2001; Larrion et al., 2008; Dou-
rado et al., 2001; Frias-Armenta et al., 2004; Escalante, 1973;
Dragan, 1989; Szwarcfiter, 1997; Prisner, 1992).

Definicion 2. Dada una grdfica G, la grdfica de clanes de G
se denota por K(G) y es tal que

V(K(G)) ={q : q es un clan de G}.

Donde declaramos dos vértices distintos qi, q» € K(G) adya-
centes si g1 N qp # 0.
Para cada n entero positivo definimos

K"(G) = K(K"'(G)), donde K°(G) = G.
A K se le conoce como el operador de clanes en grdficas.

En la figura 2 se tiene un ejemplo de un dibujo de una grafi-
ca G, su grifica de clanes K(G) y de K*(G).

Figura 2: G, K(G) y K*(G).

Una propiedad importante que usaremos es la llamada pro-
piedad de Helly. Se dice que una coleccién # de subconjuntos
de un conjunto X es intersecante si cualesquiera dos elemen-
tos en ¥ tienen interseccién no vacia. Una coleccion C tiene la
propiedad de Helly si toda subcoleccién intersecante C' € C
satisface (N C” # 0.
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Definicion 3 (Grafica clan Helly). Se dice que una grdfica G es
clan Helly si la coleccion de clanes de G tiene la propiedad de
Helly.

En mi tesis de licenciatura (Islas, 2021) aparece la demos-
tracion de que todas las graficas con nimero de vértices menor
o igual a cinco son clan Helly. La grafica con menor niimero
de vértices y menor ndmero de aristas que no es clan Helly es
la de la figura 3. No es clan Helly porque si consideramos la
subcoleccién de clanes C = {q, q2, g4}, en donde ¢g; = {a, b, c},
q> = {b,d,e} y q4 = {c,e, f}, se nota que C es una colecciéon
intersecante, pero (| C = 0.

Figura 3: Gréfica con menor niimero de vértices y aristas que no es clan Helly.

La importante relaciéon que tienen las graficas clan Helly
con el operador de clanes es el siguiente teorema que fue mos-
trado por (Escalante, 1973).

Teorema 1. Si G es una grdfica clan Helly entonces K(G) es
clan Helly. Y como consecuencia K"(G) es clan Helly para toda
neN.

4. Complejos simpliciales

Como ya se habia anticipado en el resumen, nos interesa
asociarles un espacio topoldgico a cada grafica y para ello ha-
remos uso de los complejos simpliciales. Hay una amplia li-
teratura sobre el estudio de los complejos simpliciales, como
referencias tenemos (Munkres, 1984; Kozlov, 2008).

Definicion 4. Un complejo simplicial abstracto A consta de

1. Un conjunto de vértices que se denota por V(A).

2. Un conjunto de simplejos S(A) que consta de subcon-
Jjuntos finitos de V(A), tales que si o0 € S(A)y 1T C o
entonces T € S (A).

Decimos que ‘K es un subcomplejo simplicial del complejo
simplicial A y lo denotamos por K € A si V(K) € V(A) y
S(K) € S(A).

Nosotros nos enfocaremos en el siguiente complejo simpli-
cial abstracto.

Definicion 5. Sea G una grdfica, el complejo simplicial de
completas de G que denotamos por A(G) es aquel cuyo con-
Jjunto de vértices es V(A(G)) = V(G) y

S(A(G)) = {c € V(G): c induce una grdfica completa de G}.

Una vez que se asocia un complejo simplicial abstracto a
una grifica G, podemos asociarle también un espacio topoldgi-
co a través de la realizacion geométrica de dicho complejo

simplicial que denotamos por |A(G)| (el cual resulta ser un sub-
conjunto de R” con la topologia heredada de la usual). Los deta-
lles de esto los podemos encontrar en el libro (Munkres, 1984)
o bien en mi tesis de licenciatura (Islas, 2021). En la figura 4 se
muestra una grafica con su respectivo espacio topoldgico aso-
ciado.

C ‘ b =

¢ IAG)|

(c)—d) c d

Figura 4: Una gréfica G y la realizacion geométrica |A(G)|.

f

5. Homotopia en graficas

Coloquialmente se dice que dos espacios topoldgicos X y
Y son homotépicos si se puede deformar continuamente uno en
el otro y se denota por X =~ Y. Una definicién mds precisa se
puede ver en (Munkres, 1984) o en (Islas, 2021).

Asi entonces, se dice que dos graficas G y H son homotdpi-
cas o que tienen el mismo tipo de homotopia (y denotamos
G = H) si |A(G)| =~ |A(H)|. Lo mismo aplica para dos complejos
simpliciales A y Z, se dice que son homotdpicos y lo denotamos
por A = X si |A] = [Z].

Definicion 6. Una grdfica B se dice que es bipartita si existen
subconjuntos X, Y C V(B) tal que todas las aristas de B tienen
un vérticeen X yotroen Y, ademds XNY =0y XUY = V(B).
En tal caso, se denota B = (X, Y).

El siguiente resultado es el teorema de Dowker, el cual se
usa para mostrar un resultado interesante en esta discusion. Una
referencia de €l es (Bjorner, 1995), teorema 10.9.

Teorema 2 (Teorema de Dowker). Sea B = (X, Y) una grdfica
bipartita. Definimos los complejos simpliciales Ax y Ay como
sigue:

1. El conjunto de vértices de Ax es X, y un simplejo o de
Ax consiste de un subconjunto de X tal que existe un ele-
mentoy € Y con xy € E(B) para todo x € 0.

2. El conjunto de vértices de Ay es Y y un simplejo o de Ay
consiste de un subconjunto de Y tal que existe un elemen-
tox € X conyx € E(B) para todo y € 0.

Entonces, Ax ~ Ay, es decir, |Ax| y |Ay| son homotdpicos.

El siguiente resultado fue mostrado por Erich Prisner (Pris-
ner, 1992).

Teorema 3. Si G es una grdfica clan Helly entonces G ~ K(G).

Este teorema es consecuencia del teorema de Dowker, para
ello se considera la grafica bipartita B = (X, Y) considerando
X = V(G) y Y = V(K(G)) declarando dos vértices x € V(G)
y g € V(K(G)) adyacentes si x € g, haciendo los detalles uno
puede verificar que Ay = A(G) y que Ay = A(K(G)). En la
prueba de este teorema la importancia de que G es clan Helly



M. Islas-Gomez / Publicacion Semestral Pédi Vol. 10 No. Especial (2022) 65-73 68

radica en que Ay coincide con A(K(G)) (en el teorema de Dow-
ker 2). Mas adelante consideraremos casos en los que G no es
necesariamente clan Helly y por tanto Ay # A(K(G)).

En el resumen se mencioné que las graficas G que tienen
la propiedad de ser homotdpica a su gréfica de clanes K(G)
las llamariamos homotépicamente invariantes. Entonces las
gréficas clan Helly son un ejemplo de ellas.

Teorema 4. Si G es una grdfica clan Helly, entonces para todo
enteron > 1 se cumple G ~ K"(G).

Demostracion. Se sigue de forma inductiva por los teoremas 1
y 3. O

6. Colapsos

Se dice que una grifica G tiene defecto Helly n si n es el
entero mas pequefio tal que K"(G) es clan Helly. Las gréficas
con defecto Helly O son las gréficas clan Helly, estas ya sabe-
mos que son homotdpicamente invariantes. Nos gustaria saber
que pasa con las gréficas con defecto Helly 1, ya que se tiene
la sospecha de que también son homotdpicamente invariantes
pues hasta ahora no se conoce una gréfica con defecto Helly 1
que no sea homotdpicamente invariante, pero tampoco se tiene
una demostracién de este hecho. Sin embargo, se ha podido es-
tablecer su veracidad para grificas de orden pequeiio haciendo
uso de una herramienta que se conoce como colapsos elemen-
tales; en esto es en lo que nos enfocaremos el resto del articulo
y mas especificamente en la seccidn 8.

Tomando como referencia (Kozlov, 2008), para una colec-
ci6én de subconjuntos U = {X;},c; de un conjunto X, se define
el nervio de U y se denota por N(U) al complejo simplicial
cuyo conjunto de vértices es U, donde un subconjunto finito de
S € U es un simplejo si y solosi (S # 0.

Definicion 7. Si G es una grdfica, denotamos al nervio de G
como N(G) y es el complejo simplicial dado por N(U), donde
U = V(K(G)).

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teo-
rema de Dowker, teorema 2 tomando la gréifica bipartita B =
(X,Y),donde X = V(G) y Y = V(K(G)). Se declara a x € V(G)
adyacente a g € V(K(G)) si x € q.

Corolario 1. Sea G una grdfica. Entonces N(G) € A(K(G)),
N(G) = A(K(G)) si y solo si G es clan Helly. Ademds |A(G)| =
IN(G)I.

Definicion 8. Sea A un complejo simplicial. Decimos que T € A
es una cara libre si es una cara no maximal que estd contenida
en una sola cara maximal o donde dimt = dimo — 1. Don-
de dim 1 significa la dimension del simplejo, la cual se define
como la cardinalidad de T menos 1.

El siguiente teorema es conocido y usado por bastantes in-
vestigadores que estudian estos conceptos, sin embargo, no se
encontré una referencia donde se demuestre. Asi que en mi tra-
bajo de tesis (Islas, 2021) se demuestra con detalle el teorema.

Teorema 5. Si 7 es una cara libre que solo estd contenida
en la cara maximal o de un complejo simplicial A, entonces
|A| = |A — {7, 0}|. Esta operacion de quitar una cara libre junto
a la unica cara maximal en la que estd contenida se llama un
colapso elemental.

En el presente articulo usaremos colapsos elementales pa-
ra probar varias equivalencias homotdpicas, algunas nuevas y
otras ya conocidas. La ventaja de los colapsos elementales so-
bre otras maneras de probar equivalencias homotdpicas radica
en que es una herramienta combinatoria y elemental, factible de
ser comprobada computacionalmente.

Es directo mostrar que =~ es una relacién de equivalencia,
por tanto cumple transitividad. La idea de usar los colapsos ele-
mentales para probar homotopia entre G y K(G) es partir del
hecho de que se sabe que |A(G)| =~ |N(G)| y de que N(G) C
A(K(G)). Si se lograse mostrar que por medio de colapsos ele-
mentales se puede llegar del complejo de completas de K(G) al
nervio de G y, ya que los colapsos elementales no alteran el ti-
po de homotopia, entonces se tendria |[N(G)| = |A(K(G))|. Asi,
en tal caso por transitividad se seguiria que |A(G)| = |A(K(G))|,
es decir, G es homotdpicamente invariante. En conclusidn, si
A(K(G)) se puede colapsar a N(G) entonces G =~ K(G) (G es
homotépicamente invariante).

Veamos un ejemplo con cierto detalle.

Consideremos la grafica G de la figura 5, la cual no es clan
Helly. Podemos ver que esta es homotdpica a un punto obser-
vando su realizacién geométrica |A(G)| en la figura 5. Por otra
parte, G tiene cinco clanes, los cuales son

q] = {a7 b9 C}7 q4 = {Cv e, f}s
g =1{b,d,e}, ¢qs={a,c, f}.
q3 = {b,c,e},

Ademads se puede ver que los clanes gi, ¢2,¢3, g4 forman un
clan en la grafica K(G) igual que los clanes g1, g3, g4, g5, enton-
ces K(G) tiene dos clanes de cuatro vértices (por lo tanto K(G)
es clan Helly). Esto nos indica que |A(K(G))| es un complejo
simplicial formado por dos 3-simplejos y sus caras, ademas la
interseccién de estos dos simplejos es un 2-simplejo (Ver figu-
ra 6). Consideremos también el nervio N(G), notemos que

(a1 9394951 =4} £ 0y
ﬂ{ql,%,%,q:t} = ﬂ{(h,%,qzx} =0.
Asi, N(G) tiene caras maximales

{q1, 93,94, 95}, {92, 93, 94}, {q1, @2, g3},

de esta forma, haciendo un colapso elemental a A(K(G)) con la
cara T = {qy, 2,94} y con o = {q1, g2, g3, q4} se tiene

AK(G)) = A(K(G)) — (1,0} = N(G) = AG),

por lo tanto A(K(G)) = A(G).

IA(G)|

Figura 5: Gréfica G y su realizacién geométrica |[A(G).
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q1

AK(G
IACK(G)) NG|

qs qs

Figura 6: Realizaciones geométricas |A(K(G))| y IN(G)|.

7. Teoremas sobre invariancia de homotopia

En esta seccién se mencionan algunos resultados sobre in-
variancia homotdpica que serdn utilizados para mostrar los re-
sultados obtenidos.

Definicion 9. Si G es una grdfica y x es un vértice de G enton-
ces denotamos por N(x) al conjunto de todos los vecinos de x
en G. Ademds, decimos que una grdfica H es un cono si existe
un vértice a € H tal que es vecino de todos los vértices en H
distintos de a, en este caso a es llamado un dpice del cono H.

Por ejemplo, si una gréfica es completa, entonces es un cono
y de hecho, todo vértice seria un apice.

Definicion 10. Un vértice x de una grdfica G es dominado si
N(x) es un cono. Suponiendo que a es un dpice de N(x) decimos
que a domina a x.

El siguiente es un teorema muy conocido el cual se muestra
en (Prisner, 1992).

Teorema 6. (Prisner 1992). Si G es una grdfica y x es un vérti-
ce dominado de G entonces G ~ G—x, es decir, quitar un vértice
dominado no altera el tipo de homotopia de una grdfica.

Definicion 11. Una grdfica G es desmantelable si podemos re-
mover sucesivamente vértices dominados en lo que queda de la
grdfica hasta llegar a la grdfica con un solo vértice.

Definicion 12. Para una grdfica G y una subgrdfica inducida
H de G denotamos por Ng(H) a todos los vértices de G que son
vecinos de todos los vértices de H.

Los siguientes teoremas y proposiciones son casos parti-
culares de algunos resultados que se demuestran en (Frias-
Armenta et al., 2004).

Teorema 7. Si x es un vértice dominado de G, entonces
K(G - x) es isomorfa a alguna subgrdfica inducida de K(G).

Proposicion 1. En el contexto del teorema 7, cualquier vértice
de K(G) que no estd en ® (K(G — x)) es dominado por un vérti-
ce en © (K(G — x)). Donde la funcion ® : K(G — x) —» K(G)
estd dada por:

qU{x} sixe Ng(q),
D(g) =

q otro caso.

El siguiente teorema se sigue de forma inductiva usando el
teorema 7 y la proposicién 1.

Teorema 8. Si una grdfica G es desmantelable entonces K(G)
es desmantelable.

Recordemos que las grificas G desmantelables son aquellas
que sucesivamente se pueden quitar vértices dominados has-
ta quedarnos con un solo vértice y por el teorema 6 se sabe
que quitar vértices dominados no altera el tipo de homotopia,
asi se tiene que las graficas desmantelables son homotdpicas
a un punto. Luego, del teorema 8 se sigue que K(G) también
es desmantelable, por lo que es homotdpica a un punto y en-
tonces G ~ K(G), es decir, si G es desmantelable entonces es
homotdpicamente invariante.

Teorema 9. Si G es una grdfica con vértice dominado x, en-
tonces K(G — x) =~ K(G).

Demostracion. Por el teorema 7, la grafica K(G—x) es isomorfa
a una subgrifica inducida de K(G), luego por la proposicién 1
todo vértice que no estd en K(G — x) es dominado en K(G) por
un vértice en K(G — x), y por el teorema 6 sabemos que qui-
tar vértices dominados no altera el tipo de homotopia de una
grafica, por lo tanto K(G — x) ~ K(G). O

Definicion 13. Sea T un tridngulo en la grdfica G. El tridngulo
extendido T se define como la subgrdfica de G inducida por los
vértices que son vecinos de al menos dos vértices de T.

A continuacién se incluye un resultado que se demues-
tra en (Dragan, 1989), e independientemente, en (Szwarcfiter,
1997). Este resultado es conocido como el criterio del triangu-
lo extendido.

Teorema 10. (Dragan 1989, Szwarcfiter 1997). Una grdfica G
es clan Helly si y solo si todo tridngulo T de G es tal que T es
un cono.

Lema 1. Si G es una grdfica clan Helly y x es un vértice domi-
nado de G, entonces G — x es clan Helly.

Demostracion. Usaremos el criterio del tridngulo extendido pa-
ra probar este lema. Observemos que si T es un tridngulo en
G — x entonces también es un tridngulo en G. Consideremos el
triangulo extendido 7" en G, el cual tiene dpice, digamos u (pues
G es clan Helly). Si u no es x, es inmediato que u es dpice del
tridngulo extendido en G — x. Pero si u = x, entonces, suponga-
mos que x es dominado por y en G, como y es vecino de todos
los vecinos de x, entonces y también es dpice del tridngulo ex-
tendido en G y como y # x entonces y es dpice del tridngulo
extendido en G — x, por lo tanto G — x es clan Helly. O

Teorema 11. Si G es una grdfica tal que K(G) es clan Helly y x
es un vértice dominado de G, entonces K(G — x) es clan Helly.

Demostracion. Por el teorema 7 y la proposicion 1 se tiene que
todo vértice en K(G) que no estd en K(G — x) es dominado por
un vértice en K(G — x), es decir, podemos obtener la gréfica
K(G - x) quitando vértices dominados de K(G), y por el lema 1
se sigue que K(G — x) es clan Helly. O
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8. Resultados en graficas no clan Helly

Ya se ha mostrado que las graficas clan Helly, es decir, las
gréficas con defecto Helly O son homotépicamente invariantes.
Ademads se concen muchos ejemplos de graficas con defecto
Helly 1 que son homotépicamente invariantes, de hecho no se
conoce hasta ahora ninguna grafica con defecto Helly 1 que
no sea homotdpicamente invariante. De esto es que surge la si-
guiente conjetura.

Conjetura 1. Todas la grdficas con defecto Helly 1 son ho-
motopicamente invariantes.

Proposicion 2. Supongamos que una grdfica G no es clan
Helly y que C es la coleccion de clanes de G. Ya que G
no es clan Helly, entonces existe una coleccion intersecante
0 =1{91,92,-.-,q9m} € C tal que (" Q = 0. Entonces pasa una
de las siguientes cosas o ambas:

1. Existe g1 € C — Q tal que Q U {qnu+1} es una coleccion
intersecante y se observa que (\(Q U {qu+1}) = 0.

2. Existe al menosuni € {1,2,...,m} tal que ((Q —{q:}) =
0.

La proposicién anterior estd inspirada en que se trat de
buscar una grafica G que no fuese clan Helly, que K(G) fuese
una completa de cuatro vértices y que N(G) fuese igual a el
complejo de completas de K(G) pero sin la cara maximal de
cuatro vértices. Sin embargo, eso no puede pasar, ya que si su-
ponemos que el conjunto de clanes de G es Q = {q1, 92, g3, 44},
que se intersecan dos a dos, que () Q = 0 y que ademads

Lh=qNgNgs#0
L=gNgpnNgs#0
L=qiNgsNgs+0
Ii=qNgq3Ngs #0.

Es decir, estamos suponiendo que no se cumple el punto 2
de la proposicién anterior. Veamos que entonces deben existir
xeli,y €,z e I1,w e I distintos entre si, deben ser distintos
porque si por ejemplo pasase que x = y, entonces se tendria que
x € () Qlo cual es una contradiccion, similarmente se puede ver
para el resto de los casos. Ademds se tiene que todos los vérti-
ces x, Y, z, w son adyacentes entre si, porque x,y € qi, X,Z € q1,
X,W € g2, 9,2 € 41, YW € g2, Z,W € g3, por lo tanto x,y,z, w
estdn en un clan de G, pero este clan no puede ser ninguno de
los g;, por ejemplo, si x,y,z,w € g1, entonces w € g; y por estar
en I, se seguiria que x € () Q y esto es una contradiccion. Los
demads casos también nos llevan a una contradiccion. Entonces,
debe existir un clan g # g; que ademas interseca a todos los ¢;,
pero se suponia que G solo tenia cuatro clanes, entonces debe
suceder que al menos uno de los conjuntos 11, I, I3, I es vacio.

Concluimos asi lo siguiente:

Teorema 12. Si () Q = 0 entonces al menos uno de los conjun-
tos 11, I, I3, 14 es vacio, o bien existe un clan q € K(G) — Q tal
que QU{q} es una coleccion intersecante tal que (\(QU{q}) = 0.

Demostracion. (De la proposicién 2) Si tenemos que Q =
{q1, 92, - .., qn} es una coleccion intersecante de clanes de G (es
decir, Q es una completa de K(G)) tal que (" Q = 0 y pasara
que N(Q - {qi}) # 0 para todo i = 1,2,...,m. Se deduce que
existen xy, X2, ..., xn en Q—{q1}, O—{qz}, ..., O —{qn} respec-
tivamente distintos entre si y que ademds son adyacentes entre
ellos, por lo que se encuentran en algin clan que no puede ser
ninguno de los g; (pues si eso pasara se tendria que () Q # 0),
dicho clan, llamémoslo ¢, interseca a todos los ¢g;. Por lo tanto,
Q U {g} es una coleccién intersecante tal que ((Q U {g}) = 0.
Ahora, si Q fuese un clan de K(G), puesto que no se le puede
afiadir un nuevo clan de tal manera que se forme una coleccién
mds grande, entonces al menos uno de los conjuntos ((Q—{g:})
tiene que ser vacio. O

Lema 2. Supongamos que G es una grdfica tal que K(G) = K4
y que G no es clan Helly, entonces podemos obtener a N(G)
haciendo colapsos elementales a A(K(G)).

Demostracion. Sean q1, q2, g3, q4 los vértices de K(G). Como
G no es clan Helly, entonces () V(K(G)) = 0. De la proposi-
cién 2 podemos ver que existe al menos un clan de G tal que
N(V(K(G)) — g;) = 0. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que dicho clan es g4, sabemos que existen x € g; N ga,
y € q1 Ngq3, Z € g2 N g3, observemos que x,y,z forman un
tridngulo T en G y que estos vértices deben ser distintos entre
si, pues si pasara que algunos de ellos fueran iguales entonces
se tendria que g; N g2 N g3 # 0 y estamos suponiendo que eso
no pasa. Luego, dicho tridngulo debe estar en algiin clan, pero
observemos que ese clan no puede ser ninguno de los ¢; con
i =1,2,3, pues eso también nos llevaria a que g; N g, N g3 # 0,
por lo que necesariamente 7' debe estar en gq4, eso significa que
los vértices x, yy zcumplen x € g; NgaNgs, Y Eq1 NG NG3y
Z € g2 N g3 N g4. Por lo tanto, el nervio de G es necesariamente

N(G) = AKK(G)) - Hq1, 92, 03}, {q1, 92, 43, qa}}.

Es decir, se pueden colapsar las caras {q1, 2,3}, {91, 92, 43, 94}
del complejo A(K(G)) y obtenemos el nervio N(G) justo como
se queria mostrar. O

8.1. Diferencia entre los complejos A(K(G)) y N(G)

En esta primera parte de la seccién se mostré que existen
casos en los que el complejo A(K(G)) se puede colapsar al sub-
complejo N(G) cuando la diferencia entre ellos no es complica-
da. En esta parte analizaremos con detalle la situacién cuando
esta diferencia tiene cardinalidad pequefia.

Corolario 2. La cardinalidad |A(K(G)) — N(G)| # 1.

Demostracion. Se sigue directamente de la proposicién 2.
Puesto que si O € A(K(G)) — N(G), entonces, si C es la co-
leccién de clanes de G, pasa alguna de las siguientes dos situa-
ciones:

1. Existe ¢ € C — Q tal que Q U {g} es una coleccién in-
tersecante con (((Q U {q})) = 0, es decir, Q U {g} €
A(K(G))—N(G), por lo que, el conjunto A(K(G))—N(G)
tendria al menos dos elementos.

2. Existe al menos un ¢ € Q tal que ((Q - {g}) = 0,
es decir, Q — {g} € A(K(G)) — N(G), obteniendo que
A(K(G)) — N(G) tendria al menos dos elementos.

Con esto se tiene el resultado. O
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Proposicion 3. Si G es una grdfica tal que D = A(K(G)) —
N(G), entonces la cardinalidad de D no puede ser tres, es de-
cir, |D| # 3.

Demostracion. Supongamos que X, Y y Z son completas de la
grifica K(G) tal que X = (Y = (N Z = 0. Podria pasar que
X cY c Z entonces existe g € Z\Y,asi XU {q} € Yy
N(X U {g}) = 0 entonces D tiene al menos cuatro elementos.
También podria pasarque X C Yy X C ZconY € Zy
Z ¢ Y, esto quiere decir que X no es maximal y ademds existen
g1 # gpcong € Yyqg, € Z,enesecaso ¥ = XU {qi}y
Zy = X U {qg} son completas de K(G) y N\ Y, = NZ; = 0si
Z1 # Z oY, # Z entonces se tendrian mas de tres elementos en
D. Entonces, supongamos que Y = Y; y Z = Z;, en ese caso
Z y Y solo difieren entre si por los elementos g; y ¢» y deben
ser maximales pues en caso de no serlo podriamos tener mas
elementos en D. Ademds, si suponemos que solamente D tiene
tres elementos, entonces existe x; € ((X — g}) para cada ele-
mento g; € X, observemos que los x; forman una completa de
G, la cual debe estar en algin clan ¢ de G, este clan no puede
ser ninguno de los elementos de X, pero interseca a todos ellos,
si dicho clan no fuese g; o ¢, se tendria un elemento mas en D.
Ahora, sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ = ¢y, si
g1 ~ q» esto nos llevaria a una contradiccion, entonces supon-
gamos que g; + ¢g». Como X, Y, Z son los tnicos elementos en
D entonces existen w; € (((X—q;)Uq2), para cada g; € X, pero
los vértices w; no pueden ser iguales a los x;, pues si al menos
uno de ellos fuese igual a algin x; se tendria g; ~ ¢, lo cual
estamos suponiendo que no pasa. Pero observemos que la unién
de los x; con los w; forman una completa y estd contenida tanto
en g; como en g, esto implicaria que ¢; = ¢, lo cual es una
contradiccion que viene de suponer que D tiene tres elementos.
Otro caso mds que pudiese ocurrir es que X, Y C Z, donde
sin pérdida de generalidad podemos suponer que Z es maximal,
que la cardinalidad de X y Y es la misma y la cardinalidad de
Z es igual a la de X mds uno (en caso de no ser asi se puede
ver que existirian més elementos en D). Supongamos entonces
que Z ={q1,q2, - qm: 4y- qx} y qQue Y = Z = {q.}, X = Z — g,.
Ahora, definamos x; € ((X — {g;}), parai = 1,2,...,m, x, se
tiene que los x; forman una completa de G y que deben estar en
algun clan que no puede ser ninguno de los elementos de X, en
ese caso necesariamente deberian estar en gy, pero si eso pasa,
entonces X, € (\{q1,92,...,9m} ¥ Xx € q,. Es decir, se tendria
que (Y # 0, lo cual es una contradiccion, la contradiccién
viene de suponer que D tiene solamente tres elementos.
Finalmente, si se tuviese al menos una cara aislada de las
otras dos, es decir, que no estuviera contenida o que no contu-
viera a alguna de las otras dos, por la proposicién 2 se tendria
al menos una cara mas que la contuviera o que estuviese con-
tenida en ella, concluyendo asi que D no puede tener tres ele-
mentos. O

De las demostraciones anteriores, se observan ciertas cons-
trucciones que se pueden usar en demostraciones futuras.

Proposicion 4. Si G es una grdfica que no es clan Helly y se
tienen X,Y,Z € D, donde D = A(K(G))-N(G)yX CcYCZ
entonces existe al menos otro elemento en D de la cardinalidad
deY.

Demostracion. Supongamos que |Y| = my |X| = £, observemos
que si m > £ + 1, podemos extender a X afladiendo elementos
en Y — X tal que el nuevo conjunto que llamaremos X’ sea tal
que |[X'| =m -1y que X’ C Y, ahora, como la contencién de Y
a Z es propia, existe g € Z—7Y, este g es vecino de todos los ele-
mentos de X’ y ademads (X’ U{g}) = 0. Ademas |X’ U{g}| = m,
es decir, X’ U {g} es un elemento de D de la cardinalidad de Y
distintode X, Yy Z. O

8.2.  Colapsos en grdficas

Como ya se menciond, se conjetura que las graficas con de-
fecto Helly 1 son homotdpicamente invariantes, pero esta con-
jetura bien podria ser falsa y seria bueno tratar de buscar un
contragjemplo.

Proposicion 5. Si existe G una grdfica “minima” con defec-
to Helly 1 tal que no es homotdpicamente invariante (es decir,
cualquier otra grdfica con con defecto Helly 1 y con menor
niimero de vértices que G es homotdpicamente invariante) en-
tonces G no tiene vértices dominados.

Demostracion. Supongamos que si existe al menos una grafi-
ca G tal que no es clan Helly, K(G) es clan Helly, que ademads
x es un vértice dominado de G y que G no es homotdpica a
K(G), podemos suponer que G es la mas pequeia de las grafi-
cas que tienen todas las propiedades anteriores, excepto la de
ser homotdpica a K(G).

Podria suceder que G — x fuese clan Helly, en ese caso sa-
bemos que

G=~=G—-x=K(G-x).

Ademas también es cierto que K(G) =~ K(G — x) (por teo-
rema 9), por lo tanto, G ~ K(G) lo cual es una contradiccion,
pues se supuso que G y K(G) no son homotdpicas.

También podria pasar que G — x no fuera clan Helly, pero
como K(G) si es clan Helly, entonces K(G — x) también es clan
Helly (por teorema 11). Ademads se supuso que G era la grafi-
ca mds pequefia que cumple no ser homotdpica a K(G), por lo
tanto G — x =~ K(G — x) y ademds se tiene que G ~ G — x y
K(G) ~ K(G — x), todo ello implica que G =~ K(G), esto es una
contradiccion.

En cualquier caso se llega a una contradiccidn, por lo tanto,
al tratar de buscar un contraejemplo minimo, podemos excluir
a las gréficas con vértices dominados. O

Ahora, observemos lo siguiente: ya hemos visto que la con-
jetura de que una gréfica G tal que K(G) es clan Helly entonces
G =~ K(G) se cumple al menos hasta el caso donde G tiene
seis vértices. Si tratdramos de buscar un contraejemplo o se-
guir verificando que las graficas de siete vértices también cum-
plen la conjetura, observemos que podriamos ignorar, primero
las gréficas que si son clan Helly, ya que dichas gréficas co-
nocemos que en efecto G ~ K(G) (por teorema 1), también
podriamos excluir las grificas que son desmantelables, ya que
también se conoce que dichas graficas son homotépicamente
invariantes. Por la proposicién 5 podriamos ignorar a las grafi-
cas con vértices dominados (en particular las que son desman-
telables). Por lo tanto, nos tendriamos que fijar en todas las
gréficas de siete vértices tal que no son clan Helly, su graifi-
ca de clanes es clan Helly, y que no tienen vértices domina-
dos. Usando el lenguaje Python, la libreria pycliques (la cual
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estd siendo desarrollada por el Dr. Rafael Villarroel, https:
//github.com/rvf0068/pycliques)y lalibreria networkx
(https://networkx.org/) se pudo encontrar que hay exacta-
mente dos graficas de siete vértices que tendriamos que verificar
que cumplen o no la conjetura, antes de obtener la proposicion 5
se hubiesen tenido que verificar 13 graficas. Se puede verificar
que en efecto dichas dos graficas son homotépicamente inva-
riantes, con esto hemos mostrado que la conjetura es cierta para
todas las graficas de siete vértices.

Para el caso de las gréficas de ocho vértices, sin tener la
proposicién 5 y haciendo uso del software Python se obtuvo
que tendriamos que verificar 731 gréficas, pero usando dicha
proposicion se redujo a verificar solamente 34 gréficas.

De observar todos éstos ejemplos que arrojé el software de
Python se conjeturaron y demostraron las siguientes proposi-
ciones.

Proposicion 6. Sea D = A(K(G)) — N(G), donde G es una
grdfica tal que cumple |D| = 2 (donde |D| denota la cardina-
lidad del conjunto D), entonces A(K(G)) se puede colapsar a
N(G).

Demostracion. Recordemos que |D] = 0 siy sélo si G es clan
Helly, por lo que estamos considerando graficas que no son clan
Helly. Sea D = {X, Y}, sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que Y es una cara maximal en A(K(G)), pues si ambas
caras X y Y no fuesen maximales se podrian extender a una
maximal y esta cumpliria estar en D, lo cual no pasa porque
|D| = 2. Luego, como Y es maximal por la proposicién 2 debe
contener una cara Y| cuya cardinalidad es uno menos que la de
Y tal que N Y; = 0, como |D| = 2 entonces necesariamente
Y1 = X, ademds X es una cara libre, pues si estuviese en otra
cara maximal dicha cara también estaria en 9, y eso es una con-
tradiccién. Por lo tanto, podemos realizar un colapso elemental
quitando a X y a Y de A(K(G)) y eso es justamente N(G). O

Lema 3. Si X,Y,Z € D = A(K(G)) — N(G), donde G es una
grdfica entonces no puede pasar que Y y Z sean maximales,
XcY, XcZ |Z| =\Y|=|X|+ 1y que el resto de las caras de
Z y de Y tengan interseccion no vacia.

Definicion 14. Una superficie es un espacio topoldgico tal que
todo punto tiene una vecindad homeomorfa a R?. Una grdfica
G es una triangulacion de la superficie S si |A(G)| = S.

Se puede demostrar que una gréfica es una triangulacién de
una superficie si y sélo si la vecindad abierta de todo vértice es
un ciclo de longitud mayor o igual a 4.

En la figura 7 tenemos la grafica O3 conocida como el octae-
dro y la grafica G conocida como la suspensién de Cs, ambas
gréficas se puede mostrar que son homeomorfas a una esfera
S2.

En el articulo (Larrién et al., 2001) Larriéon, Neumann-Lara,
Pizafia demuestran que las triangulaciones de superfices dife-
rentes al octaedro son homotdpicamente invariantes. A conti-
nuacién se da una demostracion de este hecho usando las herra-
mientas del presente capitulo.

Teorema 13. Si G es una triangulacion de una superficie en-
tonces podemos colapsar A(K(G)) al nervio N(G), en particu-
lar G = K(G).

Figura 7: O3 y suspension de Cs.

Demostracion. Observemos que una triangulaciéon de una su-
perficie que no es el octaedro, se puede ver en cada parte como
en la figura 8. Entonces, cuando se tiene un conjunto de tres cla-
nes de G que se intersecan dos a dos y cuya interseccion de los
tres es vacia necesariamente se ven de la forma en que se ven
q1,93,qs en la figura 8, y esa completa de tres se puede exten-
der solo con un clan mas, que en este caso es el g4, pues como
la superficie no es el octaedro no puede haber otro clan mads
con quién extender a la completa de tres. Ademas ¢, g3, g4, g5
ya es un clan, observemos entonces que como ¢i, g3, gs Solo
estd en en la completa maximal g1, g3, g4, g5, €s una cara libre y
entonces podemos colapsar estas dos caras, y esto lo podemos
hacer con cada completa de tres clanes cuya interseccioén sea
vacia, por lo tanto, concluimos que en efecto podemos colap-

sar A(K(G)) al nervio N(G). ]
X8
q3 v qs
X2 X3 X4
qe
X1

Figura 8: Parte de una triangulacién de una superficie.

9. Conclusiones

El presente trabajo sugiere que tal vez la conjetura 1 se pue-
da mostrar a través de colapsos elementales, ya que se verifi-
caron todos los posibles casos hasta graficas de ocho vértices y
en todos resulté ser cierto. Ademds con ayuda de algunos resul-
tados mostrados se lograron reducir un buen nimero de casos.
Cabe notar que también pudimos aplicar la herramienta de co-
lapsos elementales para demostrar equivalencias homotdpicas
que ya habian sido demostradas usando otros métodos. Resulta
relevante, pues los colapsos son una herramienta que se pue-
de manejar computacionalmente, a diferencia de otros teoremas
usuales de la topologia combinatoria. Por otro lado, los colap-
sos determinan la llamada relacién de homotopia simple, la cual
es mads estricta que la homotopia usual de espacios topolégicos.


https://github.com/rvf0068/pycliques
https://github.com/rvf0068/pycliques
https://networkx.org/

M. Islas-Gomez / Publicacion Semestral Pédi Vol. 10 No. Especial (2022) 65-73 73

Existe una conjetura mas fuerte que dice que todas las grafi-
cas con defecto Helly finito son homotdpicamente invariantes.
No es un problema sencillo ya que ni para el caso n = 1 se co-
noce una respuesta. Pero si dicha conjetura més fuerte resultara
ser cierta, esta seria una clase de grificas homotdpicamente in-
variantes que contiene tanto las graficas clan Helly como a las
desmantelables.
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