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Resumen

Este trabajo se centra en presentar lo que hemos llamado wz-cubiertas, donde 7 es un ideal no principal sobre algin espacio
topoldgico X. Estas cubiertas son una generalizacidon de lo que en la literatura se conoce como w-cubiertas y resulta que las w;z-
cubiertas satisfacen algunas propiedades andlogas a éstas. En particular, demostramos que un espacio X satisface cierto principio
de seleccion en términos de las wr-cubiertas si y sélo si satisface una relacién tipo Ramsey, lo que generaliza un resultado cldsico
para las w-cubiertas que fue demostrado por Scheepers (1996) y por Just et al. (1996).
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Abstract

This work focuses on presenting what we have called wy-covers, where 7 is a non-principal ideal on some topological space
X. These covers are a generalization of what is known in the literature as w-covers and it turns out that the wz-covers satisfy some
properties analogous to these. In particular, we show that a space X satisfies an specific selection principle in terms of the wr-covers
if and only if it satisfies a Ramsey type relation, which generalizes a classic result for the w-covers that was proved in Scheepers

(1996) and in Just et al. (1996).

Keywords: Topological spaces, open covers, selection principles, ideals, Ramsey theory.

1. Introduccion

La combinatoria de las cubiertas abiertas es un tema que
ha sido ampliamente estudiado en la literatura y que ha per-
mitido que aumentemos nuestro entendimiento de los espacios
topolégicos en general. Para esto se han desarrollado técnicas
propias que tienen una relacién muy estrecha con juegos to-
polégicos y también con principios de seleccion.

Por otro lado, los ideales son también una nocién fuerte-
mente estudiada en la teoria de conjuntos moderna. Implicita-
mente en diversos conceptos siempre estd detrds alguna pro-
piedad que involucra el ideal de los conjuntos finitos, lo cual a
su vez permite que dichos conceptos sean susceptibles de una
generalizacidn natural para ideales arbitrarios. Esto es lo que
nosotros hemos hecho en este trabajo, para el concepto de las
w-cubiertas, generalizandolo a lo que nosotros hemos denomi-
nado wy-cubiertas, donde 7 es un ideal propio no principal.
Mostramos que esta generalizacion es adecuada en el sentido
de que algunos de los resultados cldsicos para w-cubiertas son
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también ciertos para wy-cubiertas y por lo tanto de los resulta-
do aqui presentados se puede deducir, como caso particular, los
respectivos para las w-cubiertas.

El presente trabajo busca entonces mostrar que algunos teo-
remas que involucran la combinatoria de las w-cubiertas real-
mente en su esencia solo estdn empleando, implicitamente, el
hecho de que la familia de los subconjuntos finitos de un espa-
cio dado (infinito) es un ideal.

2. Cubiertas, ideales y relaciones flecha

A lo largo de todo el trabajo, utilizamos la siguiente nota-
cién, que es de uso estandar dentro del drea (ver Hernandez-
Hernandez (1998)). Representamos el conjunto de los nimeros
naturales como w. El niimero natural 2, como conjunto, es igual
a {0, 1}. Por otro lado, dado un conjunto A, su conjunto potencia
lo denotamos por P(A) y su cardinalidad por |A|; ademas [A]"
es la familia de todos los subconjuntos de A con exactamente n
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elementos (con n € w) y [A]*“ es la familia de todos los sub-
conjuntos finitos de A. Por udltimo, decimos que dos conjuntos
son equipotentes si existe una funcién biyectiva entre ellos.

2.1. Ideales

El concepto de ideal en teoria de conjuntos se ha estudiado
ampliamente (ver Bartoszynski and Judah (1995)). Aunque la
definicién es completamente conjuntista, ésta tiene sus orige-
nes en la teoria de anillos. Particularmente se puede notar que
los ideales en el sentido conjuntista son exactamente los ideales
en el sentido algebraico del anillo booleano (P(X), A,N) (ver
4.10y 4.11 de Lopez-Callejas (2018)).

Definicion 2.1. Un ideal sobre un conjunto X es una familia
I € P(X) que satisface:

1. 0e 1.
2. SiA,Be I entonces AUB e I.
3. SiAe 1 yBCAentonces Be 1.

Si \UZ = X, diremos que el ideal es no principal. Si ademds
sucede que X ¢ I, decimos que el ideal I es propio.

Nota 2.2. Un ideal I sobre X es no principal si y solo si
[X]** c T.

En el resto del articulo siempre que hablemos de un ideal
vamos a suponer que es propio.

Observemos que lo que trata de capturar un ideal es la no-
cion de pequeriez. En ese sentido, las condiciones de la Defini-
cién 2.1 se pueden interpretar como que el vacio es pequefio y
el total no lo es; la unién de dos conjuntos pequefios es pequeio
y si alguien es pequeno entonces todos sus subconjuntos lo son.
Para un conjunto infinito X un ejemplo de un ideal sobre X es la
familia de los subconjuntos finitos de X, [X]<“. Sobre R la fami-
lia de los subconjuntos de medida cero segiin Lebesgue forman
un ideal N y sobre cualquier espacio topoldgico X la familia
de todos los subconjuntos nunca densos y la de los subconjun-
tos magros forman cada una un ideal. Al ideal formado por los
conjuntos magros de R con la topologia usual lo denotamos por
M. Claramente todos estos ideales son no principales.

Cada ideal tiene asociados varios invariantes cardinales que
expresan algunas de sus caracteristicas, dos de los mds impor-
tantes son los siguientes:

Definicion 2.3. Sea I un ideal no principal sobre X. Definimos
los invariantes add(1) y non(I) como:

add(I)=min{|F||F STy UF ¢ I}

non(I)=min{|Y|| Y CXyY ¢ I}.
Nota 2.4. Si I es un ideal no principal entonces
w < add(X) < non(T).

Las relaciones entre algunos de los invariantes asociados a
los ideales N'y M antes mencionados son temas de estudio
importantes para la rama de la combinatoria infinita (ver por
ejemplo Blass (2010)) y en particular son tema central en el de-
sarrollo de la técnica de forcing (por ejemplo en Bartoszynski
and Judah (1995)).

2.2. Cubiertas

Definicion 2.5. Una topologia sobre un conjunto X es una fa-
milia de subconjuntos de X, T C P(X) que satisface tres con-
diciones: 0,X € 1, T es cerrada bajo uniones arbitrarias y es
cerrada bajo intersecciones finitas. Si T es una topologia sobre
X, diremos que (X, T) es un espacio topolégico y sus elementos
se llamardn conjuntos abiertos.

Definicion 2.6. Una cubierta abierta de un espacio topolégico
(X, 7) es una familia de conjuntos (abiertos) C C T que cum-
ple | JC = X. A la familia de todas las cubiertas abiertas la
denotamos por 0.

En topologia, el concepto de cubierta abierta ha sido am-
pliamente estudiado, dando lugar a propiedades muy interesan-
tes que un espacio puede tener, como la compacidad, el ser Lin-
delof, compacidad numerable, etcétera (ver Engelking (1989)).
Ademais, algunas aplicaciones muy interesantes se han dado en
la teorfa de juegos infinitos (topoldgicos), principios de selec-
cién y combinatoria infinita.

En los trabajos de Scheepers y sus colaboradores (tales co-
mo Scheepers (1996) y Just et al. (1996)), se han introducido
varios tipos de cubiertas y se ha probado un gran nimero de
resultados importantes respecto a éstas. Por ejemplo, es de par-
ticular interés la nocion de w-cubierta, la cual consiste en cu-
biertas abiertas que satisfacen una propiedad adicional, como
vemos en la siguiente definicidon.

Definicion 2.7. Sea (X, T) un espacio topolégico. Decimos que
una cubierta abierta U de X es una w-cubierta si X ¢ Uy para
todo F € [X]<“ existe U € U tal que F C U. A la familia de
todas las w-cubiertas de X la denotamos por Q.

Note que la familia de los conjuntos finitos forman un ideal
no principal, esto motiva la definicidn de wz-cubierta que intro-
ducimos en la Seccidén 3, y que generaliza de manera natural la
definicién de w-cubierta.

Por otro lado, una linea de investigacion de interés es el de
los principios de seleccion. Particularmente, estamos interesa-
dos en el principio S;,, que a continuacién se enuncia.

Definicion 2.8. Si <7 y % son familias de conjuntos entonces
el principio de seleccion Sy, (<7 , %) significa que para toda su-
cesion (Uy)ney, de elementos de o/ podemos elegir V, C U,
finito tal que | J e, Vo € PB.

En el caso particular del principio de seleccién Si,(€, 0),
nos referimos a éste como el principio de Menger, el cual fue
introducido por Menger (1924) y después reformulado por Hu-
rewicz (1926), y en el caso de que un espacio X lo satisfaga
decimos que X es de Menger. La propiedad de Menger ha sido
ampliamente estudiada y se han obtenido resultados interesan-
tes en términos de estrategias ganadoras en juegos topoldgicos
(Pawlikowski (1994)), entre otras aplicaciones.
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2.3.  Teoria de Ramsey

La Teoria de Ramsey infinita tiene su origen en el articulo
On a problem of formal logic (Ramsey (1930)), el cual es uno
de los mds influyentes en la historia de la teoria de conjuntos
y la combinatoria. Esta teorfa y las técnicas desarrolladas en su
estudio han tenido diversas aplicaciones dentro de muchas 4reas
de las matemadticas, como por ejemplo en el anélisis funcional
(Gowers (2002)) y la topologia (Scheepers (1996)). El primer
teorema importante es el teorema de Ramsey infinito (ver Ram-
sey (1930)):

Teorema 2.9. Sea f : [w]*> — 2, entonces existe B C w infinito
e i € 2 tal que para todo u,v € B distintos f({u,v}) = i.

A la funcién f del teorema anterior se le suele llamar una
coloracién, esto es porque podemos interpretar a f como una
funcién que a cada arista de la grafica completa con w vértices,
le asigna el color O o el color 1. En efecto, si consideramos la
grifica completa' cuyo conjunto de vértices es w, entonces el
conjunto de aristas de dicha gréfica es [w]*.

El enunciado del Teorema 2.9 se denota como w — (w)%.
En general, una relacion flecha del tipo A — (B)% significa que
para toda funcién f : [A]*> — 2, existe un conjunto C C A que
es equipotente a By un i € 2 tal que para todos u, v € C distintos
f({u,v}) = i. Este tipo de relaciones flecha se han generalizado
de diversas formas en distintos contextos. Por ejemplo, restrin-
giendo a una clase especifica de coloraciones o a que el conjun-
to C buscado tenga alguna relacién de isomorfismo mas fuerte
con B, ademds de ser equipotentes (ver Halbeisen (2012)). En
particular las relaciones flecha se han introducido en el estudio
combinatorio de las cubiertas abiertas.

Definicién 2.10. Sean S un conjunto, f : [S1?> — 2 una funcion
e i € 2. Decimos que R C S es eventualmente i-homogéneo, si
existe una funcion ¢ : R — w finito a uno® tal que si u,v € R
son tales que ¢(u) # ¢(v), entonces f({u,v}) = i. Ademds, R
es eventualmente homogéneo si es eventualmente i-homogéneo
para algiin i € 2.

Note que R es eventualmente homogéneo si existe i € 2 fi-
ja 'y podemos particionar a R como R = |J,¢, Rn, donde cada
R, es finito y ademas, siu € R, y v € R, para n # m, entonces
f({u,v}) = i. Ademas, todo conjunto eventualmente homogéneo
es numerable por ser la unién numerable de conjuntos finitos.

Proposicion 2.11. No existen conjuntos que sean a la vez even-
tualmente 0-homogéneos y eventualmente 1-homogéneos.

Demostracion. Supongamos que R es eventualmente O-
homogéneo y también eventualmente 1-homogéneo y sean {R), |
n e wly{S, | n € w}las particiones de R que atestiguan ésto,
es decir, R = (U e R Y R = U,ew Sn y satisfacen que:

1. Cada R, y cada S, son finitos.

2. Siuyvsontalesqueu € R, yv € R, paran,m € w
distintos, entonces f({u, v}) = 0.

3.Siuyvsontalesque u € S, yv € S, paran,m € w
distintos, entonces f({u,v}) = 1.

Una gréfica se dice completa si entre cualquier par de vértices existe una arista.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para to-
don € w, R, # 0. Para cada n € w, sea u, € R, y considere
B = {u, | n € w}. Claramente para cada par en B la funcién
f les asigna el color 0, pero entonces no puede ser que para
u,v € Bdistintos, u € S, y v € S, para n # m (pues en ese caso
f les asignaria el color 1). Luego B tiene que estar contenido en
algun S, y esto es imposible pues cada S, es finito. O

Una parte central en el desarrollo de la teoria de Ramsey
consiste en estudiar cudles son las estructuras que cumplen que,
para cualquier coloracién, podemos extraer subestructuras ho-
mogéneas en algin sentido. Resulta entonces natural desde ese
punto de vista la siguiente definicién.

Definicion 2.12. Si &7 y B son dos colecciones de familias
de conjuntos, entonces of — L%J% significa que siempre que
Uedyf:[U?— 2 existeunV C U tal queV € ByV
es eventualmente homogéneo.

Podemos interpretar la Definicién 2.12 de la siguiente ma-
nera: los elementos de la clase <7 son lo suficientemente gran-
des, de modo que para todo conjunto U en o7 y cualquier colo-
racion de la grafica completa con vértices en U en dos colores,
se puede extraer un subconjunto V € %, que es eventualmente
homogéneo.

3. Resultados principales

En esta seccién introducimos el concepto de wr-cubierta y
probamos, en el Teorema 3.7, que existe una relacion estrecha
entre un principio tipo Ramsey y un principio de seleccion en
términos de wyz-cubiertas.

Definicion 3.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico e I un ideal
no principal sobre X. Decimos que una cubierta abierta U de
X es una wy-cubierta si X ¢ U yparatodo F € I existe U € U
tal que F C U. A la familia de todas las wr-cubiertas de X la
denotamos por Q.

En el caso particular en que el ideal 7 es la familia de los
subconjuntos finitos de X, es decir 7 = [X]<“, una wz-cubierta
es precisamente una w-cubierta. Por otro lado, para todo ideal
no principal 7, en vista de la Nota 2.2, toda wz-cubierta sobre
X es una w-cubierta; sin embargo existen, para algunos ideales
7, w-cubiertas que no son wy-cubiertas, como se puede ver en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Para cada F € [R]<%, denotemos por Uy al con-
junto J,ep(x = 1,x+ 1) ysea U = {Ur | F € [R]<“}. Se tiene
que U es una w-cubierta de R. Por otro lado, si I es el ideal so-
bre R formado por los subconjuntos de R a lo mds numerables,
entonces U no es una wr-cubierta de R. En efecto, es suficiente
notar que Z € 1.

Lema 3.3. Sean I un ideal no principal, U € Qy y « un car-
dinal tal que k < add(X). Entonces si particionamos a U en k
familias, alguna de ellas es nuevamente una wy-cubierta.

2Una funcién ¢ : R — w se dice finito a uno si para todo n € w se cumple que f~'({n}) es finito.
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Demostracion. Supongamos que hemos particionado a U co-

mo
w:Um

ek

y supongamos que ningin U, es wr-cubierta. Asi, para cada
a € k, existe F, € I de modo que no existe C € U, tal
que F, C C. Pero entonces tampoco existe C € U tal que
Ueex Fa € Cy, como k < add(T), Uyec Fo € I, esto es una
contradiccion con el hecho de que U € Q. O

Corolario 3.4. Si I es un ideal no principal y U € Qy, en-
tonces si particionamos a ‘U en un niimero finito de familias,
alguna de ellas es una wy-cubierta.

Corolario 3.5. Ninguna wr-cubierta es finita.

Demostracion. Si U fuese una wy-cubierta finita entonces, si
particionamos a U en elementos singulares, es decir

u=|Ji,

UelU

por el Corolario 3.4, alguna de esas familias tendria que ser cu-
bierta, pero entonces para alguno de los U € U deberia suceder
que U = X, lo cual implica que X € U, lo que contradice que
U es wr-cubierta. O

Lema 3.6. Sean X un conjunto y </ una coleccion de familias
de subconjuntos de X. Supongamos que sucede alguna de las
siguientes propiedades: o bien Syi,(<7 , %), 0 bien o/ — L;zfj%.
Entonces para toda U € o7, existe V C U numerable tal que
Ved

Demostracion. Primero asumamos .«f — | &/ J% y suponga que
U e oy f:[U? — 2. Entonces, en vista de la Definicién
2.12, existe V C U eventualmente homogéneo tal que V € 7.
En particular V (al ser eventualmente homogéneo) es numera-
ble, como se requiere.

Por otro lado, asumamos Sy;,(7, &7). Si consideramos la
sucesion (U,),e dada por U, = U para todo n € w (es de-
cir, la sucesion constante) entonces, aplicando Sy;, (<7, &), te-
nemos que para cada n € w, existe V, € U, = U finito tal que
Unew Vau € «. En particular, | e, V,, € U y es numerable por
ser la unién numerable de conjuntos finitos. 0

Teorema 3.7. Sean X un espacio topologico e I un ideal no
principal sobre él. Entonces son equivalentes:

(i) X cumple S5 (Qr, Q).
(ii) X satisface Qy — LQ]J%.

Demostracion. (i) = (ii) Sea U € Qj y supongamos, sin
pérdida de generalidad, que es numerable (ver el Lema 3.6).
Supongamos que U = {U, | n € w}. Ahora sea f: [U)P? - 2
una coloracién dada. Queremos encontrar un subconjunto de
U, que esté en Q7 y que sea eventualmente homogéneo.

Definamos recursivamente una sucesion de parejas (U, i,)
con las siguientes condiciones:

1. Uy CU.
2. Paratodo n € w se tiene que U, € Q.
3. Paratodo n € w se tiene que U1 € U,,.

4. Para todo n € w se cumple que:
YV e U(fAV, Und) = in).

La recursion se hace como sigue.
Podemos particionar a U como:

U ={UHV e U | fF{V. Uph) = 0Ju{V e U | f({V, Uo}) = 1},

y por el Corolario 3.4, alguno de los tres uniendos es una wy-
cubierta. Claramente {Uy} no lo es, por lo tanto alguna entre
(Ve ] f(V.Uh) = 0ty {V e U | f{(V.Uo}) = 1}
es wr-cubierta. Llamemos iy a un elemento en {0, 1} tal que
{(Vel]| f{V,Uy}) = iy} es wr-cubierta y denotemos por U
es esta coleccién. Asi, hemos conseguido tener la condicién 1y
las condiciones 2 y 4 para el caso n = 0.

Supongamos que tenemos definido (U, ip), ..., (U, 1,) Y
que satisfacen las condiciones 1, 2, 3y 4.

Podemos particionar a U,, U {U,,+1} como:

{Un+l} U {VE q/[n |f({va Un+1}) = O}U
(Vel,| fAV, U} =1},

y por el Corolario 3.4, como U, U {U,+1} es una wy-
cubierta, entonces alguno de los tres uniendos es una wyr-
cubierta. Claramente {U,} no lo es, por lo tanto alguna entre
Ve, | fAV,Upi})) = 0y {V € U, | f{V,Upi}) = 1}
es wr-cubierta. Llamemos i,;; a un elemento en {0, 1} tal que
{(Vel,| f{V,U,+1}) = in+1} €5 wr-cubierta y elijamos a U1
como esta wy-cubierta. Asi, hemos conseguido tener las condi-
ciones 2, 3 y 4 para n + 1, lo cual termina la construccién de la
sucesion de parejas (U, in))new-

Asf, tenemos una sucesién de wy-cubiertas (U, ),ew, y CO-
mo el espacio X satisface Sf;,(Q27,€27), entonces para cada
n € w, existe V, € U, finito tal que ,e, Vn € Qr. Po-
demos suponer ademds, sin pérdida de generalidad, que los
V, son disjuntos dos a dos (pues en otro caso consideramos
(V;, = Vi \ Unan Vin)-

SeaA ={me w| dIn € wtalque U,, € V,}, es decir
Unew Vi = {Un | m € A}, asi

JVu={UnImeAei,=00{U, ImeAci, =1}

neEw
Nuevamente, por el Corolario 3.4 alguno de estos dos tltimos
uniendos es una wz-cubierta. Llamemos 7 al elemento en {0, 1}
talque {U, |meAei, = 1} es una wz-cubierta. Sea B = {m €
A | i,, = i}, notemos que por el Corolario 3.5, B es infinito. Asi,
{U,, | m € B} € Qz. Si llamamos ‘W, =V, N{U,, | m € B},
tenemos que | J,e, Wy = {U, | m € B}.

Vamos a construir recursivamente ahora una sucesion cre-
ciente (k,;,)me de nimeros naturales tal que

Ui € V= j < kn. (1

Como V, es un subconjunto finito de U, entonces lo es
de U = {U, | n € w}. Por lo tanto, existe un nimero natural
ko tal que si j > ko entonces U; ¢ V. Asi, tenemos la pro-
piedad (1) para el caso m = 0. Ahora supongamos definidos
ko, . ...k, € w de manera creciente tal que cumplen la propie-
dad (1). Como V,,+1 es un conjunto finito de U, , entonces lo
es de U = {U, | n € w}. Por lo tanto, existe un nimero natural
kst tal que si j > k41, entonces U; € V41, y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que k11 > k. Asi, tenemos la
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propiedad (1) para el caso m+ 1, lo cual termina la construccién
de la sucesion (k) meew-

Ahora vamos a construir recursivamente otra sucesion cre-
ciente (/,,)me, de nimeros naturales tal que cumplen que:

jZlOz(ng(leo 2)

j > lm+1 - (Vj c (L[klm' (3)

Note que si j > ko entonces V; € U; C Uy, asi que Iy
igual a kg atestigua que se satisface la propiedad (2).

Ahora supongamos definidos Iy < ... < [,,. Si j > k;, en-
tonces V; € U; € U, , asf que podemos tomar /.1 igual a k;,
y podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1,41 > [,.
Esto termina la construccion de la sucesion (1,),eq -

Ahora para cada n € w, sea:

Pa= ) Wi

Znﬁj<ln+1

Note que claramente $, es una unién finita de conjuntos finitos
y por lo tanto es finito, ademds note que:

U (Wn = Upn = (U PZn) U (Up2n+lJ .
mew new new new

Luego, como | J,c, W, €s una wy-cubierta entonces alguna de

las familias entre U,c, Pon ¥ Unew P2n+1 €8 Una wy-cubierta,

digamos sin pérdida de generalidad que ( J,,¢,, P2n 10 es.

Afirmamos que si a,b € w cumplenque a < by U, € P,
y U, € P, entonces f({(Up, Uy} = 1.

En efecto, notemos que U, € W, para algin j, €
{lay ..., lhas1—1} y Uq € le para alglin Jj1 € {lp, ...y —1}
Ademas, como a < b, entonces 2a + 1 < 2b. De todo esto tene-
mos:

ha < jo < havt < ey < oy < ji1 < lopsr.

Ademds, como U, € W, y U, € W; , entonces p < kj, y
q < kj,, por la condicién (1).

Como j; > lpar1y+1, entonces W C (Hk,zm , por la condi-
cién (3), se obtiene U, € ‘LI;QZMl .

Ademds, note que como jo < Iy, entonces kj, < k..
Pero asi, ki,,,, > py consecuentemente Uy, < U),. Luego,
como U, € ‘le%l, tenemos U, € U,. Como sabemos que
p € B, obtenemos que i, = i y por lo tanto se concluye que
f({Up’ Uq}) =1

Asi, hemos conseguido particionar la wz-cubierta | J,,c,, Pan
en familias finitas (precisamente los $»,), de modo que si to-
mamos dos elementos cualesquiera en subfamilias cualesquie-
ra distintas, la funcién f en esa pareja toma valor i. Luego,
Upnew P2n €s eventualmente homogéneo, que es lo que buscédba-
mos.

(it) = (i) Sea (U,,),c, una sucesion de wr-cubiertas. Por el
Lema 3.6, podemos suponer que cada wr-cubierta es numerable
y tomar U, = {U}} | m € w}.

Afirmacién: La familia U = {U,? N U;‘ | k,] € w}esuna wr-
cubierta. En efecto, notemos primero que como U;‘ # X, para
cada par de indices k, ! € w, se tiene que X ¢ U. Por otro lado,
si F e I,existe k € wtal que F C U,? ya que Uy es una wy-
cubierta. Por otro lado, como también U, es una wr-cubierta,
existe / € w tal que F C U;‘. Asi, tenemos F C U,? al Ulk eU.

Por otro lado, es claro que dado un elemento U € U, éste
podria escribirse como U = U} N U} = U N U} para algu-
nos i, j,k,! € w. En tal caso asumimos que para cada U € U
se ha seleccionado un tnico par de indices k y [ tales que
U= U,‘() NnU 1k . Ahora, utilizamos esta representacion dnica de
cada elemento en U para definir una coloracién f : [UP? — 2
de la siguiente manera:

0 =i k() = k]
v nug v nui)) =

1 si ko # k.

Aplicando la condicién Q7 — [Q IJ% ala coloracion f, exis-
te una wy-cubierta de X, V C U, eventualmente homogénea.
Por lo tanto hay dos casos, o bien, V es eventualmente 0-
homogénea, o bien V es eventualmente 1-homogénea.

En el primer caso, se tiene que existe una sucesion de pare-
jas de indices ((k;, [;));c,, ¥ una funcién finito-a-uno g : w — w
de tal manera que V = {U,?i N Uf" |ie w} y para cualesquiera
i, j € w, si q(i) # q(j), entonces f({U,g n Uf", U,?j N Uif}) =0,
es decir k; = kj. Pero esto no es posible, pues al ser ¢ una
funcién finito-a-uno, se tendria que para cualesquiera i, j € w,
ki = k; y por ende, todo elemento en V estarfa contenido en U, K0
y por lo tanto V no podria cubrir a X.

Asi, concluimos que V es eventualmente 1-homogénea.
Para finalizar, definamos W = {U;f" |ie w} y W, =

{U;‘f | ki = n} Ahora veamos que ‘W, es un subconjunto fini-
to de U,. En efecto, supongamos que algin W, es infinito,
entones el conjunto A = {i € w | k; = n} es infinito y como g es
finito-a-uno, deben existir 7, j € A, distintos entre si, tales que
q(i) # q(j). Entonces, por un lado f({U,? N Uf’, U,?_ N U;‘:f}) =
i i ] 7
1 (pues la familia es eventualmente 1-homogéneay (i) # q(j))
y por otro lado, al ser k; = k;, f({U,?v N Uf”, Ul n Uf’}) =0,
i i j J

esto es una contradiccion.

Como X ¢ ‘W y todo elemento de V estd contenido en un
elemento de W, se concluye que W es una wy-cubierta de X.

Ademas, se tiene que ‘W = (e, Wa. En conclusion, se cum-
ple Srin(€2r, Q1). O

Como una consecuencia directa del teorema anterior, se ob-
tiene el siguiente corolario, demostrado en dos implicaciones:
(i) = (ii) en Scheepers (1996) y (ii) = (i) en Just et al. (1996).

Corolario 3.8. Para un espacio X son equivalentes:

(i) X cumple S5y (Q, Q).
(ii) X satisface Q — Q3.

4. Conclusiones

El concepto de wr-cubierta es una nocién que generaliza
el concepto de w-cubierta y que se establece de manera natu-
ral, notando que la familia de los conjuntos finitos forman un
ideal. Esto hace que se puedan enunciar versiones de teoremas
clasicos sobre w-cubiertas para wr-cubiertas. Una pregunta in-
teresante a explorar es qué otros resultados conocidos para w-
cubiertas, ademds del Teorema 3.7, se pueden extender a wy-
cubiertas y de ser necesario, qué propiedades debe tener el ideal
I para que dichas propiedades se cumplan.
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