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Resumen

Este trabajo aborda el problema de observación de estado para la dinámica no lineal de un biodigestor donde la variación
paramétrica e incertidumbres dentro de su comportamiento se encuentra presente debido al entorno de operación del sistema. El
desarrollo propuesto considera una separación entre variables medibles y no medibles mediante una transformación, además me-
diante el uso de LMI se concluye con el concepto de Estabilidad Última Uniformemente Acotada sobre el error de estimación.
Para ello se diseña una función de observación que considera al error de estimación asociado a las variables de estado que no son
cuantificadas en linea. La reconstrucción de las variables no disponibles es realizada mediante la solución de una desigualdad ma-
tricial lineal. Para demostrar el funcionamiento del observador el algoritmo es aplicado en un biodigestor que contiene variaciones
paramétricas en el bioproceso de producción de biogas.
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Abstract

This work described the state observation problem for the nonlinear dynamics of a biodigester where parametric variation and
uncertainties in its behavior are present due to the operating environment of the system. The proposed development considers a
separation between measurable and non-measurable variables by means of a transformation, also by using LMI it is concluded the
concept of Uniformly Bounded Ultimate Stability on the estimation error. For this purpose, an observation function is designed that
considers the estimation error associated to the state variables that are not quantified online. The reconstruction of the unavailable
variables is performed by solving a linear matrix inequality. To demonstrate the performance of the observer, the algorithm is
applied to a biodigester containing parametric variations in the bioprocess of biogas production.

Keywords: Robust Observer, Non-singular transformation, Reduced observer, Biodigester

1. Introducción

Una de las necesidades principales de la humanidad (des-
pués de la alimentación), es generar fuentes de energı́a en sus
diferentes estados (lı́quida, sólida, gaseosa); aunado a esto,
y por la creciente demanda de energı́as limpias, se considera
necesario e indispensable, que los métodos utilizados para su
generación sea lo menos tóxica y contaminante para el medio,
dando paso con estos principios de búsqueda, a las energı́as
renovables (Gasca, 2013) .
Existe una amplia variedad y métodos que actualmente se desa-
rrollan para la obtención de energı́as limpias, en su mayorı́a
esos procedimientos son costosos al procurar su funcionamien-
to y mantenimiento (Guevara, 2014).

La digestión anaerobia (DA) (Rao et al., 2010) es conside-
rada viable y factible para la generación de energı́a por sobre
otros. La DA un proceso de fermentación natural sin oxı́geno
donde material biodegradable, llamado sustrato, es transfor-
mado por microorganismos (conocidos como biomasa) a una
mezcla de gases (biogás). La implementación de estos sistemas
en su mayorı́a no son costosos y poseen amplia versatilidad de
instalación considerando que trabajan con desechos orgánicos,
materia que abunda en la naturaleza.
El principal resultado de interés en la DA es la generación de
biogas, (Sonnenenergie DGf, 2005), este tiene muchas utili-
dades como sustituir el combustible en motores de combustión
interna (Weiland, 2010), hasta remplazar el gas para actividades
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comunes del hogar como (calefacción, cocción de alimentos,
etc). Uno de los inconvenientes que surgen en este proceso es
que poseen un comportamiento no lineal e inestable, por lo que
el proceso de monitoreo se complica y a su vez la optimización
del sistema (Sbarciog et al., 2010). Es por ello que se considera
la implementación de observadores de estado, para estimar las
variables de estado que son fundamentales y que de manera
sencilla serı́a complicado cuantificar en linea.
El comportamiento de sistemas biológicos analizados por me-
dio de herramientas matemáticas (observadores de estado) o
digitales (Soft-Sensores), actualmente no cuentan con la preci-
sión y desempeño esperados en el monitoreo de biodigestores,
porque las incertidumbres paramétricas en el sistema hacen
necesario generar un reajuste (manual o automático) en el algo-
ritmo diseñado para el seguimiento de la planta. Estos ajustes
pocas veces se realizan en linea y para aquellas plantas en don-
de el procedimiento se efectúa de manera automática se posee
un lapso muy corto de tiempo por lo que en la mayorı́a de las
ocasiones la calibración es de manera manual.
Es necesario una herramienta que sea capaz de adaptarse de
manera automática y con un amplio grado de autoajuste a las
dinámicas, incertidumbres y variaciones paramétricas presen-
tadas en el biorreactor, por lo que se propone un observador
robusto de orden reducido que acepte un amplio rango de va-
riaciones paramétricas en el sistema analizado y a su vez dismi-
nuya de manera automática el error de observación del sistema
real y el estimado. El observador robusto de orden reducido
es utilizado para monitorizar los gases que son el resultado de
la DA, como CO2 y CH4 para estimar las variables de estado
sustrato y biomasa que no se pueden cuantificar en linea en el
biodigestor. El observador propuesto cuenta con el desempeño
necesario para ser considerados en el análisis de sistemas DA.

2. Descripción el sistema (Modelo biológico)

Un biodigestor en su forma simple es un contenedor (llama-
do reactor), donde se realiza el proceso de cultivo (comúnmen-
te denominado fermentador), sea en estado sólido o lı́quido. Su
diseño debe ser tal que asegure homogeneidad entre los com-
ponentes del sistema y condiciones óptimas para el crecimiento
microbiano y generación del producto deseado, en este caso, la
obtención de biogás y sus derivados representadas en Tabla 1,
reportadas en (Sonnenenergie DGf, 2005). Las caracterı́sticas
más utilizadas en biodigestores a nivel industrial están provis-
tos de mecanismos de agitación, dispersión y aireación ası́ co-
mo de sistemas para el control de la temperatura, pH entre otros
(Ruı́z-Leza et al., 2007),

Tabla 1: Composición de Biogás
Componente Porcentaje

Metano (CH4) 50 a 80
Anhidro carbónico (CO2) 20 a 50

Nitrógeno (H2) < 1
Amoniaco (NH3) < 1

Sulfuro de hidrógeno (H2S ) < 1

En función de los flujos de entrada y salida, el funciona-
miento de un biodigestor puede operar de manera : discontinua

(batch), semicontinua (fed-batch) o continua (quimiostato). Por
las particularidades de este último es que se propone desarrollar
un observador robusto de orden reducido. Además, es el tipo de
digestor más usado en el medio rural, cuando se trata de diges-
tores pequeños para uso doméstico. Los diseños más populares
son el hindú y el chino. Entre los de tipo hindú existen varios
diseños, pero en general son verticales y enterrados. Se cargan
por gravedad una vez al dı́a, con un volumen de mezcla que de-
pende del tiempo de fermentación o retención y producen una
cantidad diaria más o menos constante de biogás si se mantie-
nen las condiciones de operación, que son las presentadas en la
siguiente Tabla 2.

Tabla 2: Operación de Biodigestor
Condiciones de operación Parámetros

Relación de C/N 0.20, 1-30:1
Temperatura 22 a 42 ◦C

pH 6.06 - 7.22
Sólidos Volátiles 7-12 %

Tiempo Retención 15-27 dı́as

2.1. Modelo matemático

El modelo matemático que es usado en el análisis y estudio
de este trabajo de investigación parte del reporte de IWA so-
bre la base cinética del modelo de digestión anaerobia ADM1
(Anaerobic Digestion Model No.1), (Batstone et al., 2002).

2.1.1. ADM1
El ADM1 es un modelo matemático generalizado para la

digestión anaerobia que describen los procesos bioquı́micos y
fisicoquı́micos que ocurren en un biodigestor. Los procesos bio-
quı́micos incluyen la desintegración de partı́culas homogéneas
a carbohidratos, proteı́nas y lı́pidos; hidrólisis extracelular de
estos sustratos particulados a azúcares, aminoácidos y ácidos
grasos de cadena larga (LCFA), respectivamente; acidogénesis
de azúcares y aminoácidos a ácidos grasos volátiles (VFA) e
hidrógeno; acetogénesis de LCFA y VFA a acetato; y separar
los pasos de metanogénesis del acetato y el hidrógeno / CO2.
Las ecuaciones fisicoquı́micas describen la asociación y diso-
ciación de iones, y la transferencia gas-lı́quido. El sistema de
DA esta integrado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
algebraicas (EDA), 26 variables de estado dinámico y 8 varia-
bles algebraicas implı́citas por reactor o elemento. Implemen-
tado como ecuaciones diferenciales, hay 32 variables de estado
en las dinámicas de concentración (Batstone et al., 2002). Pa-
ra esto se tomaron en cuenta 56 parámetros estequiométricos y
cinéticos relativos para procesos biológicos, 24 componentes y
se asumieron 19 procesos (Jeong et al., 2005).
El ADM1 es un modelo general, ası́ que se generó un modelo
de orden reducido para la dinámica y ecuaciones que intervie-
nen, esto con la finalidad de desarrollar el trabajo de manera
mas especı́fica.

2.1.2. Desarrollo del modelo
Las reacciones fı́sico-quı́micas dentro del biodigestor, se re-

presentan en (1)

DQO + X −→ X + CH4 + CO2 + H2S . (1)
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Se agrega la cinética de reacción que describe el cambio dentro
del biodigestor, dado por una ecuación de inhibición modifica-
da en (2).

µmax =

[
Kmax

S
Ks + S + Ki

X
]1.1

. (2)

En (2) se encuentra la representación de un modelo matemático
de inhibición que describe el crecimiento de los microorganis-
mos en un medio acuoso limitado por el sustrato suministrado,
también es llamada ecuación de Monod (Torres, 1996), con los
siguientes parámetros:

Kmax = Constante de degradación del sustrato.

Ks = Coeficiente de masa en medio acuoso del sustrato.

Ki = Factor de inhibición.

X = Concentración de la biomasa.

Para representar la dinámica del biodigestor (sistema-planta),
por ejemplo el sustrato, se considera un balance de materia en
el biodigestor considerando la cinética (2), tasa de dilución D y
la diferencia, esto se expresa como :

dS
dt

= Término cinético del consumo de sustrato

+ Término de operación del biodigestor. (3)

La metodologı́a utilizada en (3), es aplicada a las variables de
estado restantes (X,CH4,CO2) (biomasa, metano y dióxido de
carbono respectivamente) resultando en :

dS
dt

= −

(
µmax

Ysx

)
+ D (S 0 − S ) , (4)

dX
dt

=

(
µmax

Yxs

)
− FdX − DX, (5)

dCO2

dt
= µmaxYxco2COβ

2 − DCO2, (6)

dCH4

dt
= µmaxYxch4CHα

4 − DCH4. (7)

donde:

dS
dt = Dinámica de sustrato.

µmax= Tasa de crecimiento especı́fica.

Ysx = Rendimiento de sustrato sobre biomasa.

Yxs = Rendimiento de biomasa sobre sustrato.

D =Tasa de dilución.

Yxco2= Rendimiento de dióxido de carbono respecto a
biomasa.

Yxch4= Rendimiento de metano respecto a biomasa.

α = Constante de comportamiento.

β= Constante de comportamiento.

2.2. Ajuste al modelo del biodigestor
Las ecuaciones diferenciales que representan la dinámica

del biodigestor ( 4, 5, 6 y 7 ), son ajustadas, la finalidad es me-
jorar el comportamiento de la dinámica del sistema en tiempo
real para aplicar el observador robusto de orden reducido. Las
modificaciones se basan considerando las reacciones bioquı́mi-
cas, balance de materia e igualación entre la demanda quı́mica
de oxı́geno y el sustrato DQO = S tal que :

S + X −→ X + CH4 + CO2 + H2S . (8)

por lo que ahora las ecuaciones (4) a (7) quedan como :

dS
dt

= −


(
Kmax

S
Ks + S + Ki

X
)1.1

Ysx

 + D (S 0 − S ) , (9)

dX
dt

=


(
Kmax

S
Ks + S + Ki

X
)1.1

Ysx

 − FdX − DX, (10)

dCO2

dt
=

(
Kmax

S
Ks + S + Ki

X
)1.1

Yxco2COβ
2 − DCO2, (11)

dCH4

dt
=

(
Kmax

S
Ks + S + Ki

X
)1.1

Yxch4CHα
4 X − DCH4. (12)
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Figura 1: Funcionamiento del biodigestor en 80 dı́as.

2.3. Simulación de funcionamiento basado en comportamien-
tos experimentales (C.I de operación)

Los parámetros utilizados para la simulación del compor-
tamiento de la planta (biodigestor) y las condiciones iniciales
de operación (C.I.) se encuentran reportados en la bibliografı́a,
estos datos se presentan en las Tablas 4 y 5 respectivamente. Se
utilizó el solver ode43 del Software MatlabTM para resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales que representan la dinámi-
ca de la planta de lo que se obtuvo la representación encontrada
en la Figura 1. Tanto el funcionamiento del observador robus-
to de orden reducido como el comportamiento de la dinámica
de la planta son mediante simulación, por ello en la sección
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de resultados obtenidos en la Figura 3 y Figura 4 al mencionar
”planta real”, nos referimos a los datos obtenidos mediante la
simulación (Abu-Reesh, 2014), (Chan et al., 2017).

2.3.1. Valores en estado estacionario
Los valores en estado estacionario que se utilizan para la

linealización se presentan en la Tabla 3:

Tabla 3: Valores en estado estacionario
Variables de estado o tasa de dilución Valor

S(Sustrato) 1.873 (g/L)
X(Biomasa) 4.867 (g/L)

CO2 (Dióxido de carbono) 14.89 (g/L)
CH4 (Metano) 75.61 (g/L)
D (Dilución) 0.001 d−1

2.4. Linealización por expansión en series de Taylor

La aproximación lineal es dada por los términos de primer
orden obtenidos por la expansión en series de Taylor (Genocchi,
1884), tal que el sistema (13):

ẋ = f (x, u),
y = h(x).

(13)

donde x ∈ <n, f : <n → <n es una función no lineal, u ∈ <m

es el control, y ∈ <p es la salida, h : <n → <p es una función
no lineal, ası́ xop ∈ <

n representa los valores de las variables
de estado y uop ∈ < la entrada actual del sistema, ambos en un
punto de operación.

A =
d f (.)
dx

∣∣∣∣∣
xop,uop

, (A ∈ <n×n), (14)

B =
d f (.)
du

∣∣∣∣∣
xop,uop

, (B ∈ <n×m), (15)

C =
dh(.)
dx

∣∣∣∣∣
xop,uop

, (C ∈ <p×m). (16)

Considerando las ecuaciones (10) a (12) la aproximación
por serie de Taylor descrito anteriormente se define como :

dx
dt

= Ax + Bu, y = Cx. (17)

Para aplicar la linealización por el teorema de Taylor en (10) a
(12) se toma como punto de operación a x̄ y ū, valores en esta-
do estacionario y tasa de dilución (D) que se encuentran en la
Tabla 3 y Tabla 4 respectivamente. Los valores en estado esta-
cionario que se consideran nos permiten obtener las matrices A
y B considerando las mismas C.I. utilizadas en la Tabla 5. Al
analizar la ubicación de los valores propios del sistema resul-
tante se define que la matriz de estado es estable. A y B quedan
expresadas como :

A =


−0.1339 −0.0083 0 0
0.0189 −0.0007 0 0
0.0845 0.0053 −0.0005 −0.0005
0.6880 0.0824 0 −0.0005

 , (18)

B =


29.6764
−5.1670
−15.85
−83.76

 . (19)

La matriz C esta compuesta por la medición de CO2 y CH4,
de esta manera el rango de la matriz de observabilidad O es
completo y todas las variables de estado del sistema son obser-
vables, las presentamos a continuación:

C =

[
0 0 1 0
0 0 0 1

]
, (20)

O =



0 0 1 0
0 0 0 1

0.0845 0.0053 −0.0005 0
0.6880 0.0824 0 −0.0005
−0.0113 −0.0007 0 0
−0.0909 −0.0058 0 0
0.0015 0.0001 0 0
0.0121 0.0008 0 0


. (21)

La matriz de observabilidad (21) es de rango completo por lo
que se dice que el sistema es observable.

3. Observador robusto de orden reducido

3.1. Transformación No singular
Considerando que en la dinámica lineal (17) no tenemos to-

do el estado disponible, las variables de estado no medibles se
tendrán que reconstruir, para ello se representa al sistema de
manera que se separa la parte medible de la parte no medible.
Esto se realiza por medio de la siguiente transformación:

z = Γx→ ż = ΓAx + ΓBu. (22)

Note que x se determina en términos de z por lo que tenemos
x = Γ−1z, al remplazar tal transformación, obtenemos:

ż = ΓAΓ−1z + ΓBu, (23)

y = CΓ−1z.

La matriz de transformación Γ se construye a partir de C y su
espacio nulo Nc, por tanto:

Γ =

[
C
NT

c

]
→ y = CΓ−1z = z1. (24)

Realizando una asignación de coeficientes sobre (24) obtene-
mos A = ΓAΓ−1, B = ΓB y C = CΓ−1, entonces el sistema
expresado de la siguiente manera:

ż = Az + Bu, (25)

y = Cz.

Ahora consideramos de (25) donde C = [I 0] = z1 separando
con esto los estados medibles de los que no podemos medir.

z =

[
z1
z2

]
. (26)

De (25) tenemos z1 ∈ <
p y z2 ∈ Rn−p, teniendo las dinámicas

separadas de la siguiente manera:

ż1 = A11z1 +A12z2 + B1u, (27)
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Tabla 4: Parámetros de operación y del modelo
Parámetro Descripción Rango literatura Utilizado Referencias bibliográficas

Ks Coeficiente masa en medio acuoso de S 150 ∓ 15 g/L 150 g/L (Fedailaine et al., 2015)
Ki Factor de inhibición 50 ∓ 15 g/L 50 g/L (Fedailaine et al., 2015)
Fd 0.009 ∓ 0.0019 d−1 0.0009 d−1 (Fedailaine et al., 2015)
S o Sustrato inicial 30 g/L 30 g/L (López-Pérez et al., 2013)
Ysx Rendimiento de sustrato sobre biomasa 0.426 ∓ 0.21 0.426 (Fedailaine et al., 2015)
D Tasa de dilución 0.001 d−1 0.001 d−1 (Pérez et al., 2013)
α Constante comportamiento 0.29 ∓ 0.18 0.29 (Fedailaine et al., 2015)
β Constante comportamiento 0.20 ∓ 0.09 0.20 (Fedailaine et al., 2015)

Yxco2 Rendimiento de CO2 respecto a X 0.67 0.67 (Fedailaine et al., 2015)
Yxch4 Rendimiento de CH4 respecto a X 0.78 0.97 (Fedailaine et al., 2015)
µmax Tasa de crecimiento especı́fica 0.23 g/Ld 0.1 - 1.5 d−1 (Fedailaine et al., 2015)

Tabla 5: Condiciones iniciales y de operación utilizadas
Variable Representación C.I Literatura C.I. utilizada Bibliografı́a
Sustrato S 4-25 g/L 30 g/L (Fedailaine et al., 2015)
Biomasa X 1.2 g/L 2-12 g/L (Fedailaine et al., 2015),

(López-Pérez et al., 2016)
Dióxido de carbono CO2 1.83-55.5g/L 1.1 g/L (Fedailaine et al., 2015),

(Kazemi et al., 2020) (Bernard et al., 2000)
Metano CH4 0.16 g/L - 80.4 g/L 2 g/L (Fedailaine et al., 2015) (Bernard et al., 2000)

ż2 = A21z1 +A22z2 + B2u.

Deseamos reconstruir la variable z2 ya que no podemos medirla
directamente, por lo que a partir de valores conocidos (z1) y un
valor estimado en ẑ2 reconstruiremos a z2. Realizando el rem-
plazo correspondiente a ello usaremos a la variable ψ (28), para
determinar esta aproximación de variables.

ψ = ẑ2 − Ly→ ẑ2 = ψ + Lz1. (28)

Considerando a φ en (28) la dinámica ψ̇ queda expresado como
ψ̇ = Qψ+ Ry + S u, siendo Q, R, y S ganancias que se proponen
para este sistema. Con base a lo anterior, expresamos el error
e2, en el que se relaciona a z2 y ẑ2 de la siguiente manera:

e2 = z2 − ẑ2. (29)

Al igual que la dinámica del error en (30):

ė2 = ż2 − ˙̂z2. (30)

Queda definida entonces ˙̂z2 considerando a φ y su dinámica φ̇
de (28) en (31):

˙̂z2 = Q(ẑ2 − Lz1) + Rz1 + S u + L(A11z1

+A12z2 + B1u). (31)

La dinámica de ż2 se encuentra en (27) y utilizando a (31) para
remplazar la expresión que refleja la dinámica del error ė2 en
(30), tenemos (32) :

ė2 = (A21 + QL − R − LA11)z1 + (A22 − LA12)z2

+ (B2 − S − LB1)u − Qẑ2. (32)

Es necesario agregar el error e2 dentro del sistema (32) sin
alterar la igualdad, esto lo conseguimos agregando el término

Qz1 − Qz1, quedando entonces e2 como :

ė2 = (A21 + QL − R − LA11)z1 + (A22 − LA12)z2

+ (B2 − S − LB1)u − Qẑ2 + Qz1 − Qz1. (33)

Factorizando a (33), tenemos :

ė2 = (A21 + QL − R − LA11)z1 + (A22 − LA12 − Q)z2

+ (B2 − S − LB1)u + Qe2. (34)

De (34) es posible obtener el valor de las matrices R, Q y S ,
siendo (35), (36), y (37), respectivamente, quedando como:

A21 + QL − R − LA11 = 0, (35)

A22 − LA12 − Q = 0, (36)

B2 − S − LB1 = 0. (37)

Al garantizar la obtención de S , R y Q, la dinámica del error ė2
queda en términos de Qe2.

ė2 = Qe2 = ż2 − ˙̂z2, (38)

Si garantizamos que el comportamiento de Q en la dinámica
del error ė2 en (34) sea Hurwitz por medio de la asignación de
polos, entonces se tiene la siguiente propiedad:

lı́m
t→∞

e2 = 0. (39)

Por lo que, hasta este punto, se ha presentado únicamente las
bases necesarias para desarrollar el análisis matemático corres-
pondiente al observador robusto de orden reducido.



E. David Tamayo-Roman et al. / Publicación Semestral Pädi Vol. 10 No. Especial 3 (2022) 48–56 53

3.2. Robustez al sistema
Ahora conocemos las dinámicas planteadas en el desarrollo

y análisis del observador de orden reducido para sistemas en
tiempo continuo, por lo que partimos del conocimiento de las
dinámicas de ż1 y ż2 para desarrollar el observador robusto de
orden reducido, las cuales están establecidas

ż1 = A11z1 +A12z2 + B11u + ξ1, (40)

ż2 = A21z1 +A22z2 + B21u + ξ2. (41)

Recordando que z1, representa las variables medibles y z2 aque-
llas que no lo son. También recordamos la representación de la
salida y que ha sido establecida anteriormente como :

y = z1. (42)

Retomando también la definición de la variable φ, que poste-
riormente nos servirá para definir el error e2

φ = ẑ2 − Ly. (43)

Donde utilizamos a (42) para remplazar a y con z1 en (43). Las
variables de estado estimadas son representadas por ẑ2, donde
se utilizará a la información de z2 para dicho fin. La dinámica
del error e2, que representa la diferencia entre las variables de
estado estimadas y las variables de estado reconstruidas queda
definida como:

ė2 = ż2 − ˙̂z2. (44)

En (40) y (41) ξ1 y ξ2 representa las incertidumbres en el sis-
tema, de ellas hablaremos mas adelante. Es necesario que el
error ė2 sea uniformemente acotado, por lo que considerando
las definiciones de ż1, ż2 y ˙̂z2, y tomando en cuenta las incerti-
dumbres marcadas como ξ1 y ξ2, esto garantiza la Estabilidad
Última Uniformemente Acotada (Khalil, 1996) y el error ė2,
queda definido como:

ė2 = (A21 − R − LA11 + QL)z1 + (B2 − S − LB11)u + Qe2

+ ξ2 − ξ1L + (A22 + A12 − Q)z1. (45)

De (45), podemos considerar el valor de las matrices formadas
por Q, S y R iguales a cero, para ası́ garantizar la convergencia
del sistema entre z2 y ẑ2, como:

Q = A22 − LA12 = 0, (46)

B = B21 − LB11 = 0, (47)

R = A21 − LA11 = 0. (48)

Al realizar las igualaciones anteriores expresadas en (46), (47)
y (48) la dinámica del error ė2 que se encuentra en (45) queda
definida :

ė2 = Qe2 + ξ2 − Lξ1. (49)

La definición de las cotas marcadas como ξ1 y ξ2 son reagrupa-
das en un vector ξ, este define las incertidumbres en el sistema.

ξ =

[
ξ1
ξ2

]
, ||ξ1||

2 ≤ δ1, y ||ξ2||
2 ≤ δ2. (50)

Esto nos permite tener la siguiente deducción:

||ξ||2 ≤

√
||ξ1||

2 + ||ξ2||
2 ≤ δ. (51)

Ahora proponemos una función de almacenamiento, que pos-
teriormente es utilizada para representar la disminución de
energı́a en el sistema. Esto garantiza la convergencia del error a
condiciones aceptables. La función propuesta involucra al error
e2 y queda expresada a continuación:

V(e2) = eT
2 Pe2, donde 0 < P = PT ∈ <n×n. (52)

La dinámica de la función cuadrática de error es:

V̇(e2) = ėT
2 Pe2 + eT

2 Pė2. (53)

Considerando el valor del error e2 y su dinámica ė2 = Qe2 +

ξ2 − Lξ1, al reorganizar las incertidumbres (50) como :

[
−L I

] [ξ1
ξ2

]
= −Lξ1 + ξ2. (54)

Por lo tanto la dinámicas del error ė2 queda representada como
:

ė2 = Qe2 +
[
−L I

] [ξ1
ξ2

]
. (55)

Recordando el valor que la matriz Q, tal que Q = (A22 − LA12)
y utilizando la expresión (55), remplazando en V̇(e2) (53), te-
nemos que :

V̇(e2) =

[
(A22 − LA12)e2 +

[
−L I

] [ξ1
ξ2

]]T

Pe2

+ eT
2 P

[
(A22 − LA12)e2 +

[
−L I

] [ξ1
ξ2

]]
. (56)

Simplificando (56):

V̇(e2) = eT
2 (AT

22 −A
T
12LT )Pe2 + ξ

[
−L
I

]
Pe2

+ eT
2 P(A22 − LA12)e2 + eT

2 P
[
−L I

]
ξ. (57)

Definimos al vector extendido
[
e ξ

]T
, entonces (57) es:

V̇(e2) =

[
e2
ξ

] P(A22 − LA12) + (AT
22 −A

T
12LT )P PL P

−LT P 0 0
P 0 0

[
e2
ξ

]
. (58)

Se agrega a la ecuación (58) αV y ε||ξ|| con α y β como escala-
res positivos, tal que no altere la ecuación, esto tiene la finalidad
de obtener propiedades de la matriz ya formada, obteniendo lo
siguiente:

V̇(e2) =

[
e2
ξ

] P(A22 − LA12) + (AT
22 −A

T
12LT )P PL P

−LT P 0 0
P 0 0

[
e2
ξ

]
± αV(e2) ± ε||ξ||2. (59)
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Note que α y ε son parámetros de ajuste por lo que (59) queda
representada como :

V̇(e2) =

[
e2
ξ

] P(A22 − LA12) + (AT
22 −A

T
12LT )P −PL P

−LT P −εI 0
P 0 −εI

[
e2
ξ

]
− αV(e2) + ε||ξ||2. (60)

Llamaremos W a la matriz intermedia formada en (60), que-
dando como :

W =

P(A22 − LA12) + (AT
22 −A

T
12LT )P −PL P

−LT P −εI 0
P 0 −εI

 < 0.

(61)
Tomando en consideración lo establecido en (60) y (61) se ob-
tiene V̇(e2) :

V̇(e2) =

[
e2
ξ

]
W

[
e2
ξ

]
− αV(e2) + ε||ξ||2. (62)

Considerando queW < 0 en (61) tenemos que :

V̇(e2) ≤ −αV(e2) + εδ. (63)

El Lema de comparación (Khalil, 1996) aplicado a (63) :

V̇(e2) ≤ −α
(
V(e2) −

εδ

α

)
. (64)

La solución de la desigualdad diferencial en (64) queda de la
forma siguiente:

dV(e2)
V(e2) − εδ

α

≤ −α dt. (65)

Realizamos una integración a (65), sin olvidar que α es un es-
calar, y que la parte izquierda de la ecuación diferencial

∫
du
u ,

ası́ como también nombramos a εδ
α

= κ por lo que tendremos:∫ t

to

dV(e2)
V(e2) − κ

= −α

∫ t

t0
dτ. (66)

La solución de la ecuación (66) nos resulta como :

Ln[V(e2) − κ]|tt0 = −ατ|tt0 . (67)

Evaluando (67) como corresponde en t0 y t, tenemos:

ln
V(e2(t)) − κ
V(e2(t0)) − κ

= −α(t − t0). (68)

Aplicando la propiedad exponencial en (68) para eliminar la
presencia del logaritmo, tendremos:

V(e2(t)) − κ
V(e2(t0)) − κ

= e−α(t−t0). (69)

Despejando a V(e2(t)) de (69)

V(e2(t)) = κ + [V(e2(t0)) − κ]e−α(t−t0). (70)

De (70) podemos observar que si κ = V(e2(t0)), entonces la
ecuación se encuentra definida por κ. El lı́mite se define con

t → t0, es decir, que se tienda a la condición inicial, entonces
esto se ve expresado de la siguiente forma :

lı́m
t→t0

V(e2(t)) = V(e2(t0)). (71)

Finalmente, para poder ajustar los valores de convergencia del
error V(e2) según κ, siendo que este se encuentra acotado, don-
de ε debe ser un ajuste decreciente y α un ajuste creciente.

κ =
εδ

α
. (72)

3.3. Aplicación del observador robusto de orden reducido en
biodigestor

El desarrollo del algoritmo y las operaciones matemáticas
realizadas para encontrar la estructura necesaria del observador
se presentan a continuación. La matriz de transformación Γ ∈ R
en (24) queda :

Nc =


1 0
0 1
0 0
0 0

 . (73)

La matriz de transformación Γ, y su inversa Γ−1, siendo las si-
guientes:

Γ =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 , Γ−1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 . (74)

Considerando la estructura en (25), tenemos queA y B como:

A =


−0.0005 0 0.0845 0.0053

0 −0.0005 0.6880 0.0824
0 0 −0.1339 −0.0083
0 0 0.0189 0.0007

 , (75)

B =


−15.85
−83.76
29.67
−5.1670

 .
Las dinámicas de ψ se forman a partir de Q, R y S en (46), (47)
y (48) respectivamente, donde se debe de cumplir :

La matriz Q debe ser Hurwitz, es decir, los polos dentro
del plano complejo deben ser negativos.

Realizar la operación inversa al obtener y, ya que los re-
sultados son obtenidos inicialmente de una transforma-
ción no singular.

Para ello se propone un polinomio caracterı́stico deseado al
cual se ajustan los valores de Q.



E. David Tamayo-Roman et al. / Publicación Semestral Pädi Vol. 10 No. Especial 3 (2022) 48–56 55

3.4. Resultados de observador robusto de orden reducido
Para la solución de las LMI (Lineal Matrix Inequality) pre-

sentadas por la matriz W en el desarrollo del algoritmo del
observador robusto de orden reducido se utilizó la herramien-
ta Sedumi dentro del Software MatlabTM proporcionando ini-
cialmente valores a α y ε. El cambio de condiciones iniciales
entre la planta y el observador , las ganancias utilizadas en la
sintonización del observador y los parámetros utilizados en la
simulación se encuentran en la Tabla 6.
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Figura 2: Evolución de CH4 y CO2 en 80 dı́as.

Las dinámicas que se presentan en la Figura 2 hacen refe-
rencia a los estados del sistema que son medibles. La evolución
del CO2 y CH4 difiere de las presentadas en la Figura 1 por-
que las condiciones iniciales con las que se simula la planta son
diferentes, esto se refleja directamente en el comportamiento.
La variación de condiciones iniciales se realiza con la finalidad
de observar la convergencia entre el estimador de estados y la
planta real, las simulaciones aplicadas se corren en un lapso de
80 dı́as y se presentan a continuación para los estados estimados
que se reconstruyen en el observador de orden reducido.

Tabla 6: Parámetros utilizados en el observador robusto
Parámetros utilizados Valores

α propuesto 12.7
ε propuesto 0.01055

Raı́ces del sistema -0.0671, -0.0001
Ganancias obtenidas L= [-0.0117 -0.0955 ;

-0.0006 -0.0100]
C.I. Observador 30, 1.2, g/L, S,B.
C.I. Planta real 33.5, 1.935, 2, 3.8, g/L,

S, B, CO2, CH4.

En la Figura 3 se compara el comportamiento del sustrato de
la planta simulada junto al observador robusto. Es notorio ver
que las condiciones iniciales de operación son diferentes entre
ambos y en menos de 10 dı́as los valores obtenidos en el obser-
vador difieren en un rango menor a 1 (g/L) en comparación a la
planta.
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Figura 3: Evolución del sustrato en 80 dı́as.

De igual manera en la Figura 4 se presenta el comporta-
miento de la biomasa entre la planta y el observador conside-
rando que ambos sistemas parten en condiciones iniciales dife-
rentes. Los resultados por el observador obtienen una diferencia
en un rango menor a 1 (g/L) en menos de 20 dı́as en compa-
ración a la planta. Estos resultados consideran los parámetros
experimentales de simulación en la Tabla 4 y las variaciones en
las condiciones iniciales mencionado en la Tabla 6.
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Figura 4: Evolución de la biomasa en 80 dı́as.

4. Conclusiones

La solución al sistema mediante el uso del LMI se garantiza
la Estabilidad Última Uniformemente Acotada y esto se ve re-
flejado en la convergencia del observador robusto a las dinámi-
cas de planta real ante la variación de condiciones iniciales. Las
incertidumbres paramétricas y las condiciones iniciales que di-
fieren de las programas en el observador no interfieren en la
dinámica para realizar la convergencia entre los estados reales
y los estimados reconstruidos por la transformación no singular.
De esta manera el comportamiento del observador es aceptable
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y robusto en condiciones diferentes a las dinámicas en el biodi-
gestor.
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