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Resumen

Este trabajo aborda el problema de observacidon de estado para la dindmica no lineal de un biodigestor donde la variacién
paramétrica e incertidumbres dentro de su comportamiento se encuentra presente debido al entorno de operacién del sistema. El
desarrollo propuesto considera una separacion entre variables medibles y no medibles mediante una transformacién, ademas me-
diante el uso de LMI se concluye con el concepto de Estabilidad Ultima Uniformemente Acotada sobre el error de estimacion.
Para ello se disefia una funcién de observacién que considera al error de estimacién asociado a las variables de estado que no son
cuantificadas en linea. La reconstruccién de las variables no disponibles es realizada mediante la solucién de una desigualdad ma-
tricial lineal. Para demostrar el funcionamiento del observador el algoritmo es aplicado en un biodigestor que contiene variaciones
paramétricas en el bioproceso de produccion de biogas.
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Abstract

This work described the state observation problem for the nonlinear dynamics of a biodigester where parametric variation and
uncertainties in its behavior are present due to the operating environment of the system. The proposed development considers a
separation between measurable and non-measurable variables by means of a transformation, also by using LMI it is concluded the
concept of Uniformly Bounded Ultimate Stability on the estimation error. For this purpose, an observation function is designed that
considers the estimation error associated to the state variables that are not quantified online. The reconstruction of the unavailable
variables is performed by solving a linear matrix inequality. To demonstrate the performance of the observer, the algorithm is
applied to a biodigester containing parametric variations in the bioprocess of biogas production.

Keywords: Robust Observer, Non-singular transformation, Reduced observer, Biodigester

1. Introduccion
La digestién anaerobia (DA) (Rao et al., 2010) es conside-

Una de las necesidades principales de la humanidad (des-

pués de la alimentacién), es generar fuentes de energia en sus
diferentes estados (liquida, s6lida, gaseosa); aunado a esto,
y por la creciente demanda de energias limpias, se considera
necesario e indispensable, que los métodos utilizados para su
generacién sea lo menos téxica y contaminante para el medio,
dando paso con estos principios de biisqueda, a las energias
renovables (Gasca, 2013) .
Existe una amplia variedad y métodos que actualmente se desa-
rrollan para la obtencion de energias limpias, en su mayoria
esos procedimientos son costosos al procurar su funcionamien-
to y mantenimiento (Guevara, 2014).

*Autor para correspondencia: elmer.david @hotmail.com

rada viable y factible para la generacién de energia por sobre
otros. La DA un proceso de fermentacién natural sin oxigeno
donde material biodegradable, llamado sustrato, es transfor-
mado por microorganismos (conocidos como biomasa) a una
mezcla de gases (biogds). La implementacion de estos sistemas
en su mayoria no son costosos y poseen amplia versatilidad de
instalacion considerando que trabajan con desechos orgdnicos,
materia que abunda en la naturaleza.

El principal resultado de interés en la DA es la generacién de
biogas, (Sonnenenergie DGf, 2005), este tiene muchas utili-
dades como sustituir el combustible en motores de combustién
interna (Weiland, 2010), hasta remplazar el gas para actividades
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comunes del hogar como (calefaccién, coccién de alimentos,
etc). Uno de los inconvenientes que surgen en este proceso es
que poseen un comportamiento no lineal e inestable, por lo que
el proceso de monitoreo se complica y a su vez la optimizacién
del sistema (Sbarciog et al., 2010). Es por ello que se considera
la implementacion de observadores de estado, para estimar las
variables de estado que son fundamentales y que de manera
sencilla serfa complicado cuantificar en linea.

El comportamiento de sistemas bioldgicos analizados por me-
dio de herramientas matematicas (observadores de estado) o
digitales (Soft-Sensores), actualmente no cuentan con la preci-
sién y desempefio esperados en el monitoreo de biodigestores,
porque las incertidumbres paramétricas en el sistema hacen
necesario generar un reajuste (manual o automético) en el algo-
ritmo disefiado para el seguimiento de la planta. Estos ajustes
pocas veces se realizan en linea y para aquellas plantas en don-
de el procedimiento se efectia de manera automética se posee
un lapso muy corto de tiempo por lo que en la mayoria de las
ocasiones la calibracién es de manera manual.

Es necesario una herramienta que sea capaz de adaptarse de
manera automdtica y con un amplio grado de autoajuste a las
dindmicas, incertidumbres y variaciones paramétricas presen-
tadas en el biorreactor, por lo que se propone un observador
robusto de orden reducido que acepte un amplio rango de va-
riaciones paramétricas en el sistema analizado y a su vez dismi-
nuya de manera automadtica el error de observacién del sistema
real y el estimado. El observador robusto de orden reducido
es utilizado para monitorizar los gases que son el resultado de
la DA, como CO, y CHy para estimar las variables de estado
sustrato y biomasa que no se pueden cuantificar en linea en el
biodigestor. El observador propuesto cuenta con el desempefio
necesario para ser considerados en el andlisis de sistemas DA.

2. Descripcion el sistema (Modelo biolégico)

Un biodigestor en su forma simple es un contenedor (llama-
do reactor), donde se realiza el proceso de cultivo (cominmen-
te denominado fermentador), sea en estado sélido o liquido. Su
disefio debe ser tal que asegure homogeneidad entre los com-
ponentes del sistema y condiciones 6ptimas para el crecimiento
microbiano y generacién del producto deseado, en este caso, la
obtencion de biogds y sus derivados representadas en Tabla 1,
reportadas en (Sonnenenergie DGf, 2005). Las caracteristicas
mas utilizadas en biodigestores a nivel industrial estdn provis-
tos de mecanismos de agitacion, dispersion y aireacion asi co-
mo de sistemas para el control de la temperatura, pH entre otros
(Ruiz-Leza et al., 2007),

Tabla 1: Composicion de Biogas

Componente Porcentaje
Metano (CHy) 50 a 80
Anhidro carbénico (CO5) 20a 50
Nitrégeno (H>) <1
Amoniaco (NH3) <1
Sulfuro de hidrégeno (H,S) <1

En funcién de los flujos de entrada y salida, el funciona-
miento de un biodigestor puede operar de manera : discontinua

(batch), semicontinua (fed-batch) o continua (quimiostato). Por
las particularidades de este tltimo es que se propone desarrollar
un observador robusto de orden reducido. Ademas, es el tipo de
digestor més usado en el medio rural, cuando se trata de diges-
tores pequefios para uso doméstico. Los disefios mas populares
son el hindud y el chino. Entre los de tipo hindud existen varios
disefios, pero en general son verticales y enterrados. Se cargan
por gravedad una vez al dia, con un volumen de mezcla que de-
pende del tiempo de fermentacién o retencién y producen una
cantidad diaria mds o menos constante de biogds si se mantie-
nen las condiciones de operacidn, que son las presentadas en la
siguiente Tabla 2.

Tabla 2: Operacién de Biodigestor

Condiciones de operaciéon  Pardmetros
Relacion de C/N 0.20, 1-30:1
Temperatura 22 a42°C
pH 6.06 - 7.22

Sélidos Volatiles 7-12 %
Tiempo Retencién 15-27 dias

2.1. Modelo matemdtico

EIl modelo matemadtico que es usado en el andlisis y estudio
de este trabajo de investigacion parte del reporte de IWA so-
bre la base cinética del modelo de digestion anaerobia ADM1
(Anaerobic Digestion Model No.1), (Batstone et al., 2002).

2.1.1. ADMI

El ADMI1 es un modelo matemético generalizado para la
digestion anaerobia que describen los procesos bioquimicos y
fisicoquimicos que ocurren en un biodigestor. Los procesos bio-
quimicos incluyen la desintegracién de particulas homogéneas
a carbohidratos, proteinas y lipidos; hidrélisis extracelular de
estos sustratos particulados a azicares, aminodcidos y dcidos
grasos de cadena larga (LCFA), respectivamente; acidogénesis
de azicares y aminodcidos a 4cidos grasos voldtiles (VFA) e
hidrégeno; acetogénesis de LCFA y VFA a acetato; y separar
los pasos de metanogénesis del acetato y el hidrégeno / CO;.
Las ecuaciones fisicoquimicas describen la asociacién y diso-
ciacion de iones, y la transferencia gas-liquido. El sistema de
DA esta integrado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
algebraicas (EDA), 26 variables de estado dindmico y 8 varia-
bles algebraicas implicitas por reactor o elemento. Implemen-
tado como ecuaciones diferenciales, hay 32 variables de estado
en las dindmicas de concentracion (Batstone et al., 2002). Pa-
ra esto se tomaron en cuenta 56 pardmetros estequiométricos y
cinéticos relativos para procesos bioldgicos, 24 componentes y
se asumieron 19 procesos (Jeong et al., 2005).
El ADM1 es un modelo general, asi que se generé un modelo
de orden reducido para la dindmica y ecuaciones que intervie-
nen, esto con la finalidad de desarrollar el trabajo de manera
mas especifica.

2.1.2. Desarrollo del modelo
Las reacciones fisico-quimicas dentro del biodigestor, se re-
presentan en (1)

DQO+X — X+ CH4+CO, + H>S. (1)
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Se agrega la cinética de reaccioén que describe el cambio dentro
del biodigestor, dado por una ecuacién de inhibicién modifica-
daen (2).

g 1.1

Kmax—X . (2)
K;+S +K;

Mmax =

En (2) se encuentra la representacion de un modelo matematico
de inhibicién que describe el crecimiento de los microorganis-
mos en un medio acuoso limitado por el sustrato suministrado,
también es llamada ecuacién de Monod (Torres, 1996), con los
siguientes pardmetros:

» K,..x = Constante de degradacién del sustrato.

» K, = Coeficiente de masa en medio acuoso del sustrato.
» K; = Factor de inhibicion.

= X = Concentracién de la biomasa.

Para representar la dindmica del biodigestor (sistema-planta),
por ejemplo el sustrato, se considera un balance de materia en
el biodigestor considerando la cinética (2), tasa de dilucién D y
la diferencia, esto se expresa como :

ds L
T = Término cinético del consumo de sustrato

+ Término de operacion del biodigestor. (3)

La metodologia utilizada en (3), es aplicada a las variables de
estado restantes (X, CH4, CO,) (biomasa, metano y di6éxido de
carbono respectivamente) resultando en :

§=—("Lj:)+D(SO—S>, )
‘;_): - (’%) — F4X - DX, )
dfhaz = ftnaxYxeo, COl = DCO, 6)
dff“ = fmaxYven, CHE — DCHy. (7
donde:
» 4 = Dindmica de sustrato.

dr —
® (0= Tasa de crecimiento especifica.
= Y, = Rendimiento de sustrato sobre biomasa.
= Y. = Rendimiento de biomasa sobre sustrato.
» D =Tasa de dilucion.

= Y..0,= Rendimiento de di6xido de carbono respecto a
biomasa.

= Y.»,= Rendimiento de metano respecto a biomasa.
» « = Constante de comportamiento.

= 3= Constante de comportamiento.

2.2.  Ajuste al modelo del biodigestor

Las ecuaciones diferenciales que representan la dindmica
del biodigestor (4,5, 6 y 7 ), son ajustadas, la finalidad es me-
jorar el comportamiento de la dindmica del sistema en tiempo
real para aplicar el observador robusto de orden reducido. Las
modificaciones se basan considerando las reacciones bioquimi-
cas, balance de materia e igualacion entre la demanda quimica
de oxigeno y el sustrato DQO = S tal que :

S+X—>X+CHy;+CO, + H)S. (8)

por lo que ahora las ecuaciones (4) a (7) quedan como :

s 1.1
Kmux—X
das Ks +S + Ki
il 7 +D(So-S), (&)
g 1.1
Kmax—X
ax K;+S +K;
I = 7 - F;X - DX, (10)
dco, S H
= (Kmxmx) Yieo,COS = DCO,, (1)
dCH, S H .
7 = (Km,”mx) Yxch4CH4X - DCH4 (12)
80
)
% 60
Q Sustrato
-8 Biomasa
g 40 1 —CO,
g —CH,
8
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Figura 1: Funcionamiento del biodigestor en 80 dias.

2.3.  Simulacion de funcionamiento basado en comportamien-
tos experimentales (C.I de operacion)

Los pardmetros utilizados para la simulacién del compor-
tamiento de la planta (biodigestor) y las condiciones iniciales
de operacién (C.I.) se encuentran reportados en la bibliografia,
estos datos se presentan en las Tablas 4 y 5 respectivamente. Se
utiliz6 el solver ode43 del Software Matlab™ para resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales que representan la dindmi-
ca de la planta de lo que se obtuvo la representacién encontrada
en la Figura 1. Tanto el funcionamiento del observador robus-
to de orden reducido como el comportamiento de la dindmica
de la planta son mediante simulacién, por ello en la seccién
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de resultados obtenidos en la Figura 3 y Figura 4 al mencionar
“planta real”, nos referimos a los datos obtenidos mediante la
simulacion (Abu-Reesh, 2014), (Chan et al., 2017).

2.3.1.

Los valores en estado estacionario que se utilizan para la
linealizacion se presentan en la Tabla 3:

Valores en estado estacionario

Tabla 3: Valores en estado estacionario

Variables de estado o tasa de dilucion Valor
S(Sustrato) 1.873 (g/L)
X(Biomasa) 4.867 (g/L)
CO, (Diéxido de carbono) 14.89 (g/L)
CH,4 (Metano) 75.61 (g/L)
D (Dilucién) 0.001 d!

2.4. Linealizacion por expansion en series de Taylor

La aproximacion lineal es dada por los términos de primer
orden obtenidos por la expansion en series de Taylor (Genocchi,
1884), tal que el sistema (13):

X = f(x,u), (13)
y = h(x).
donde x € R”, f : R" — R" es una funcién no lineal, u € R™
es el control, y € R” es la salida, & : R" — R?P es una funcién
no lineal, asi x,, € ‘R" representa los valores de las variables
de estado y u,, € ‘R la entrada actual del sistema, ambos en un
punto de operacion.

a= YO (A € R™™), (14)
dx XopsUop

=4Ol gewrmm, (15)
du Xopiliop

c=MI cenmm, (16)
dx Xopllop

Considerando las ecuaciones (10) a (12) la aproximacién
por serie de Taylor descrito anteriormente se define como :

d
ax = Ax + Bu,

= Cx. 17
7 y=Cx an

Para aplicar la linealizacién por el teorema de Taylor en (10) a
(12) se toma como punto de operacion a X y i, valores en esta-
do estacionario y tasa de dilucién (D) que se encuentran en la
Tabla 3 y Tabla 4 respectivamente. Los valores en estado esta-
cionario que se consideran nos permiten obtener las matrices A
y B considerando las mismas C.I. utilizadas en la Tabla 5. Al
analizar la ubicacién de los valores propios del sistema resul-
tante se define que la matriz de estado es estable. A y B quedan
expresadas como :

-0.1339 -0.0083 0 0

A= 0.0189  -0.0007 0 0 (18)
0.0845  0.0053 —-0.0005 -0.0005|’
0.6880  0.0824 0 —-0.0005

29.6764
~5.1670
B=|_i585 | (19)

-83.76

La matriz C esta compuesta por la medicién de CO, y CHy,
de esta manera el rango de la matriz de observabilidad O es
completo y todas las variables de estado del sistema son obser-
vables, las presentamos a continuacion:

0010
C‘[o 00 1]’ 0)
0 0 1 0
0 0 0 I
00845 00053 00005 0
06880 00824 0  —0.0005
0=]-00113 -0.0007 0 0 @
009009 —0.0058 0 0
00015 00001 0 0
00121 00008 0 0

La matriz de observabilidad (21) es de rango completo por lo
que se dice que el sistema es observable.

3. Observador robusto de orden reducido

3.1. Transformacion No singular

Considerando que en la dindmica lineal (17) no tenemos to-
do el estado disponible, las variables de estado no medibles se
tendrdan que reconstruir, para ello se representa al sistema de
manera que se separa la parte medible de la parte no medible.
Esto se realiza por medio de la siguiente transformacion:

z=Tx—> z=TAx+T'Bu. (22)

Note que x se determina en términos de z por lo que tenemos
x=T"1z al remplazar tal transformacion, obtenemos:

z=TAl"'z + T'Bu, (23)
y=CI"'z

La matriz de transformacién I" se construye a partir de C y su
espacio nulo N, por tanto:

C
= [NT} —Sy=CIz=2z. (24)

Realizando una asignacién de coeficientes sobre (24) obtene-
mos A = TA["!, B = TBy C = CI'"!, entonces el sistema
expresado de la siguiente manera:

z=HAz+ Bu, (25)

y=Cz.

Abhora consideramos de (25)donde C = [/ 0] = z; separando
con esto los estados medibles de los que no podemos medir.

7= H. (26)

22

De (25) tenemos z; € RP y zp € R"P, teniendo las dindmicas
separadas de la siguiente manera:

21 = Az + Apzn + Biu, 27
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Tabla 4: Pardmetros de operacién y del modelo

Parametro Descripciéon Rango literatura Utilizado Referencias bibliograficas

K Coeficiente masa en medio acuoso de S 150 F 15 g/L 150 g/L (Fedailaine et al., 2015)

K; Factor de inhibicion 50F 15 g/L 50 g/LL (Fedailaine et al., 2015)

Fy 0.009 ¥ 0.0019 4" 0.0009 d-1 (Fedailaine et al., 2015)

S, Sustrato inicial 30 g/L 30 g/L (Lopez-Pérez et al., 2013)

Yoo Rendimiento de sustrato sobre biomasa 0.426 7 0.21 0.426 (Fedailaine et al., 2015)

D Tasa de dilucién 0.001 d~! 0.001 d! (Pérez et al., 2013)

a Constante comportamiento 0.29 ¥ 0.18 0.29 (Fedailaine et al., 2015)

B Constante comportamiento 0.20 ¥ 0.09 0.20 (Fedailaine et al., 2015)
Ysco, Rendimiento de CO; respecto a X 0.67 0.67 (Fedailaine et al., 2015)
Yien, Rendimiento de CH,4 respecto a X 0.78 0.97 (Fedailaine et al., 2015)
Hmax Tasa de crecimiento especifica 0.23 g/Ld 0.1-1547" (Fedailaine et al., 2015)

Tabla 5: Condiciones iniciales y de operacion utilizadas
Variable Representacion C.I Literatura C.I utilizada Bibliografia
Sustrato S 4-25 g/ 30 g/L (Fedailaine et al., 2015)
Biomasa X 1.2 g/L 2-12 g/LL (Fedailaine et al., 2015),
(Lopez-Pérez et al., 2016)
Dioéxido de carbono CO, 1.83-55.5g/L 1.1 g/L (Fedailaine et al., 2015),
(Kazemi et al., 2020) (Bernard et al., 2000)
Metano CH, 0.16 g/ - 80.4 g/L. 2 g/l (Fedailaine et al., 2015) (Bernard et al., 2000)

2 = Azt + Az + Bou.

Deseamos reconstruir la variable z, ya que no podemos medirla
directamente, por lo que a partir de valores conocidos (z;) y un
valor estimado en Z, reconstruiremos a z,. Realizando el rem-
plazo correspondiente a ello usaremos a la variable ¥ (28), para
determinar esta aproximacién de variables.

U=20-Ly—> 2=y +Lz. (28)

Considerando a ¢ en (28) la dindmica ¢ queda expresado como
Jr = Q+Ry+Su,siendo Q, R, y S ganancias que se proponen
para este sistema. Con base a lo anterior, expresamos el error
e2, en el que se relaciona a z; y 2 de la siguiente manera:

e =121 (29)
Al igual que la dindmica del error en (30):
& =12 - 2. (30)

Queda definida entonces %, considerando a ¢ y su dindmica ¢
de (28) en (31):

2= 0 — Lz)) + Rzy + Su+ L(Anz
+ﬂ12Z2 +Blu). (31)

La dindmica de 2, se encuentra en (27) y utilizando a (31) para
remplazar la expresion que refleja la dindmica del error é; en
(30), tenemos (32) :

&y = (Ay + OL- R~ LA )z + (A — LA 2)20
+(Br,—S —LB)u—-0%. (32)

Es necesario agregar el error e, dentro del sistema (32) sin
alterar la igualdad, esto lo conseguimos agregando el término

0z1 — 071, quedando entonces e; como :

ey = (A + OL—-R - LA1)z1 + (Axp — LAR)Z2
+ (Bz -S - LBl)u - Q22 + QZ1 - QZ1. (33)

Factorizando a (33), tenemos :

ey = (An + QOL—-R— LA1)z1 + (Axp — LA — 0)z2
+(B,—S —LB)u+ Qey. (34)

De (34) es posible obtener el valor de las matrices R, Q 'y S,
siendo (35), (36), y (37), respectivamente, quedando como:

ﬂz] +QL—R—Lﬂ|1 =0, (35)
Ap —LA2-0=0, (36)
B, -S§ - LB =0. (37)

Al garantizar la obtencién de S, Ry Q, la dindmica del error ¢,
queda en términos de Qe;.

éry=Qer =1 -4, (38)

Si garantizamos que el comportamiento de Q en la dindmica
del error ¢, en (34) sea Hurwitz por medio de la asignacién de
polos, entonces se tiene la siguiente propiedad:

lime; = 0. 39)

1—00

Por lo que, hasta este punto, se ha presentado Gnicamente las
bases necesarias para desarrollar el andlisis matemdtico corres-
pondiente al observador robusto de orden reducido.
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3.2.  Robustez al sistema

Ahora conocemos las dindmicas planteadas en el desarrollo
y andlisis del observador de orden reducido para sistemas en
tiempo continuo, por lo que partimos del conocimiento de las
dindmicas de Z; y 2, para desarrollar el observador robusto de
orden reducido, las cuales estan establecidas

21 =Anz + A + Bru+ &, (40)

2 =Anz1 + Anz + Boju + &. 41

Recordando que z;, representa las variables medibles y z, aque-
llas que no lo son. También recordamos la representacién de la
salida y que ha sido establecida anteriormente como :

y=2z. 42)

Retomando también la definicién de la variable ¢, que poste-
riormente nos servird para definir el error e,

¢ =2 —Ly. (43)

Donde utilizamos a (42) para remplazar a y con z; en (43). Las
variables de estado estimadas son representadas por Z, donde
se utilizara a la informacion de z; para dicho fin. La dindmica
del error e;, que representa la diferencia entre las variables de
estado estimadas y las variables de estado reconstruidas queda
definida como:

e =1 -5 (44)

En (40) y (41) & y & representa las incertidumbres en el sis-
tema, de ellas hablaremos mas adelante. Es necesario que el
error é; sea uniformemente acotado, por lo que considerando
las definiciones de z1, 2o ¥ %, y tomando en cuenta las incerti-
dumbres marcadas como £ y &, esto garantiza la Estabilidad
Ultima Uniformemente Acotada (Khalil, 1996) y el error é,,
queda definido como:

ey = (A —R- LA+ QL)z1 + (B2 = § — LB11)u + Qe
+& -6 L+ (Ap + A - Q)z1. (45)
De (45), podemos considerar el valor de las matrices formadas

por O, S y R iguales a cero, para asi garantizar la convergencia
del sistema entre z, y Z», cOmo:

Q=A»n-LAH=0, (46)
B =8 -L8By =0, 47
R = Ay — LA, = 0. (48)

Al realizar las igualaciones anteriores expresadas en (46), (47)
y (48) la dindmica del error ¢, que se encuentra en (45) queda
definida :

é) = Q€2 + §2 - Lf]. (49)

La definicién de las cotas marcadas como &; y & son reagrupa-
das en un vector &, este define las incertidumbres en el sistema.

&

Esto nos permite tener la siguiente deduccion:

€I < \lIER + 121 < 6. 61y

&= Fl], IEP <61,y lElP < 6. (50)

Ahora proponemos una funcién de almacenamiento, que pos-
teriormente es utilizada para representar la disminucién de
energia en el sistema. Esto garantiza la convergencia del error a
condiciones aceptables. La funcién propuesta involucra al error
e» y queda expresada a continuacion:

V(ey) = €l Pe;, donde 0<P=P eR™. (52

La dindmica de la funcién cuadratica de error es:
. _.T Tr-
V(ey) = &, Pey + e, Pé,. (53)

Considerando el valor del error e, y su dindmica é; = Qe +
& — L, al reorganizar las incertidumbres (50) como :

[-L 1 [2] = —L& + 6. (54)

Por lo tanto la dindmicas del error é, queda representada como

ér = Qey + [—L 1] [2] (55)

Recordando el valor que la matriz Q, tal que Q = (Axp — LA}2)
y utilizando la expresién (55), remplazando en V(e,) (53), te-
nemos que :

T
&

+elP [(3{22 — LA)er + [-L 1| [2“ . (56)

Viey) = [(ﬂzz - LAp)esr + [—L I]

Simplificando (56):

-L

Viey) = el (AL, — ALL ) Pey + & Pe,

+ &S P(Ay — LAy + e P|-L  1|£. (57)

T
Definimos al vector extendido [e 5] , entonces (57) es:

P(Ap — LA) + (AL, — ALLT)P PL P
V(ey) = M -LTP 0 0
¢ P 0 0
e
[ g] . (58)

Se agrega a la ecuacion (58) aV' y &l|é|| con @ y 8 como escala-
res positivos, tal que no altere la ecuaciodn, esto tiene la finalidad
de obtener propiedades de la matriz ya formada, obteniendo lo
siguiente:

P(Ay, - LA) + (AL - ALLT)P PL P
-L"P 0 0

P 0 O

V(e)) = [23}

[eg] +aV(ey) £ ellElP. (59)
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Note que @ y € son parametros de ajuste por lo que (59) queda
representada como :

P(Ap — LAp) + (AL, - ALL")P —PL P
-L"P —el 0

V(ey) = [62]
P 0 —&l

&

[eg] —aV(ey) + €lElP.  (60)

Llamaremos ‘W a la matriz intermedia formada en (60), que-
dando como :

P(Ap — LA,) + (AL, —ALLT)P —PL P
W = -L'p -l 0 |<0O.
P 0 -l
(61)

Tomando en consideracion lo establecido en (60) y (61) se ob-
tiene V(e) :

Viex) = [23] w [eg] — aV(e,) + ell¢l’. (62)
Considerando que ‘W < 0 en (61) tenemos que :
V(er) < —aV(ey) + 6. (63)
El Lema de comparacién (Khalil, 1996) aplicado a (63) :
Viey) < —a/(V(ez) - %6) (64)

La solucién de la desigualdad diferencial en (64) queda de la
forma siguiente:

dv
)<y ar,
V(ez _ €

a

(65)

Realizamos una integracién a (65), sin olvidar que « es un es-
. . ., . . du

calar, y que la parte izquierda de la ecuacion diferencial f o

asi como también nombramos a € = « por lo que tendremos:

a

1 ’
\ft; % = —aﬁ dr. (66)
La solucién de la ecuacién (66) nos resulta como :
Ln[V(e) = ]ly, = —arf;,. (67)
Evaluando (67) como corresponde en #j y ¢, tenemos:
Ve =K __ 1), (68)

"Viex(to)) - &

Aplicando la propiedad exponencial en (68) para eliminar la
presencia del logaritmo, tendremos:

Viea(t)) — «
V(ea(to)) — «

Despejando a V(e (1)) de (69)

= ), (69)
V(ea(t)) = k + [V(ea(to)) — kle™ ™. (70)

De (70) podemos observar que si k = V(ex(t)), entonces la
ecuacién se encuentra definida por «. El limite se define con

t — fty, es decir, que se tienda a la condicién inicial, entonces
esto se ve expresado de la siguiente forma :

lm V(ex(r)) = V(ex(to)). (71)

Finalmente, para poder ajustar los valores de convergencia del
error V(ey) segun «, siendo que este se encuentra acotado, don-
de € debe ser un ajuste decreciente y @ un ajuste creciente.

(72)

3.3.  Aplicacion del observador robusto de orden reducido en
biodigestor

El desarrollo del algoritmo y las operaciones matematicas
realizadas para encontrar la estructura necesaria del observador
se presentan a continuacion. La matriz de transformaciéon I € R
en (24) queda :

(73)

S oo~
S O = O

La matriz de transformacién I, y su inversa !, siendo las si-
guientes:

0010 0010
o0 01 L0001
=i ooof " =1 0ooof
0100 0100

Considerando la estructura en (25), tenemos que A y B como:

00005 0 00845  0.0053
0 -00005 06880 00824
A=l o 0 -01339 -00083]" 7
0 0 00189 00007
~15.85
~83.76
5= 2967
~5.1670

Las dindmicas de ¢ se forman a partir de Q, Ry S en (46), (47)
y (48) respectivamente, donde se debe de cumplir :

» La matriz Q debe ser Hurwitz, es decir, los polos dentro
del plano complejo deben ser negativos.

= Realizar la operacidn inversa al obtener y, ya que los re-
sultados son obtenidos inicialmente de una transforma-
cién no singular.

Para ello se propone un polinomio caracteristico deseado al
cual se ajustan los valores de Q.



E. David Tamayo-Roman et al. / Publicacion Semestral Pddi Vol. 10 No. Especial 3 (2022) 48-56 55

3.4.  Resultados de observador robusto de orden reducido

Para la solucién de las LMI (Lineal Matrix Inequality) pre-
sentadas por la matriz ‘W en el desarrollo del algoritmo del
observador robusto de orden reducido se utiliz6 la herramien-
ta Sedumi dentro del Software Matlab™ proporcionando ini-
cialmente valores a @ y €. El cambio de condiciones iniciales
entre la planta y el observador , las ganancias utilizadas en la
sintonizacién del observador y los pardmetros utilizados en la
simulacién se encuentran en la Tabla 6.

140
120—-
100—-
60 — CO, sistema

60 CH, sistema

Concentraciones (g/L)

40

204

0 T T T T T T T T
0 20 40 60 80

Tiempo (Dias)

Figura 2: Evoluciéon de CHy y CO; en 80 dfas.

Las dindmicas que se presentan en la Figura 2 hacen refe-
rencia a los estados del sistema que son medibles. La evolucion
del CO, y CH, difiere de las presentadas en la Figura 1 por-
que las condiciones iniciales con las que se simula la planta son
diferentes, esto se refleja directamente en el comportamiento.
La variacién de condiciones iniciales se realiza con la finalidad
de observar la convergencia entre el estimador de estados y la
planta real, las simulaciones aplicadas se corren en un lapso de
80 dias y se presentan a continuacién para los estados estimados
que se reconstruyen en el observador de orden reducido.

Tabla 6: Pardmetros utilizados en el observador robusto
Parametros utilizados Valores

@ propuesto 12.7
€ propuesto 0.01055
Raices del sistema -0.0671, -0.0001
Ganancias obtenidas L=1[-0.0117 -0.0955 ;
-0.0006 -0.0100]

C.I. Observador 30, 1.2, g/L, S,B.
C.I. Planta real 33.5,1.935,2,3.8, g/L,
S, B, CO2, CH4.

Enla Figura 3 se compara el comportamiento del sustrato de
la planta simulada junto al observador robusto. Es notorio ver
que las condiciones iniciales de operacién son diferentes entre
ambos y en menos de 10 dias los valores obtenidos en el obser-
vador difieren en un rango menor a 1 (g/L) en comparacion a la
planta.

35
30 1
254
-
D 204
O Planta real
£ 15 Observador robusto
%
10
54
04
T T T T T T T j T
0 20 40 60 80
Tiempo (Dias)

Figura 3: Evolucion del sustrato en 80 dias.

De igual manera en la Figura 4 se presenta el comporta-
miento de la biomasa entre la planta y el observador conside-
rando que ambos sistemas parten en condiciones iniciales dife-
rentes. Los resultados por el observador obtienen una diferencia
en un rango menor a 1 (g/L) en menos de 20 dias en compa-
racién a la planta. Estos resultados consideran los parametros
experimentales de simulacidn en la Tabla 4 y las variaciones en
las condiciones iniciales mencionado en la Tabla 6.

7
e e
-“"‘\
6 -
—~ 54
=
=
& 4
g Planta real
oS Observador robusto
m

1 T T T T T T T T T
0 20 40 60 80

Tiempo (Dias)

Figura 4: Evolucién de la biomasa en 80 dias.

4. Conclusiones

La solucién al sistema mediante el uso del LMI se garantiza
la Estabilidad Ultima Uniformemente Acotada y esto se ve re-
flejado en la convergencia del observador robusto a las dindmi-
cas de planta real ante la variacién de condiciones iniciales. Las
incertidumbres paramétricas y las condiciones iniciales que di-
fieren de las programas en el observador no interfieren en la
dindmica para realizar la convergencia entre los estados reales
y los estimados reconstruidos por la transformacién no singular.
De esta manera el comportamiento del observador es aceptable
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y robusto en condiciones diferentes a las dindmicas en el biodi-
gestor.
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