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Resumen

En este trabajo de investigacion se presenta una propuesta de control para la regulacién robusta de un vehiculo aéreo no
tripulado. El algoritmo de control se basa en la técnica de modos deslizantes con atenuacion del efecto castafieo sobre el
actuador. Para ello, se le incorpora una dinamica sobre la accion de control que, mediante una pre-compensacion basada en la
pseudoinversa, se garantiza la convergencia de la superficie de deslizamiento en un tiempo finito. Ademas, con base en la
teoria de estabilidad de Lyapunov y la solucidn de un problema asociado a desigualdades lineales matriciales, el algoritmo
propuesto garantiza estabilidad asintdtica de la dinamica de la aeronave en lazo cerrado. Finalmente, el algoritmo propuesto es
puesto a prueba en una simulacién numérica.

Palabras Clave: Vehiculo aéreo no tripulado, Control no lineal, Modos deslizantes dinamicos.
Abstract

In this paper, a control scheme for the robust regulation of an unmanned aerial vehicle is presented. The control algorithm
uses a sliding modes strategy to reduce the actuators chattering effect. To do this, a dynamic control is introduced, by using the
pseudoinverse concept this one guarantees the convergence of the sliding surface in a finite time. Furthermore, based on the
Lyapunov stability theory and the solution of a problem and linear matrix inequalities concept, the proposed scheme
guarantees asymptotic stability of the aircraft closed loop dynamics. Finally, a numerical simulation is used to test the
proposed algorithm.

Keywords: Unmanned aerial vehicle, Nonlinear control, Dynamic sliding mode.

1. Introduccién

En los dltimos afios han surgido diversas técnicas para
poder controlar un vehiculo aéreo no tripulado (UAV). En la
mayoria de estos métodos la dindmica del UAV es dividida
en dos 0 mas subsistemas por lo que se disefia un control para
cada uno de ellos, pero desde el punto de vista de teoria de
control es mas apropiado estudiar un sistema completo que
por subsistemas independientes; por lo tanto, es posible
disefiar un control que sea capaz de tomar todo el sistema del
UAV vy que este sera estabilizado. Por mencionar algunas de
las técnicas de control aplicadas tenemos en (Das, 2009), se

*Autor para la correspondencia: jesus_ordaz@uaeh.edu.mx

presenta un modelo no lineal de un helicoptero y se disefia un
control con enfoque backstepping el cual es aplicado en el
Lagrangiano de la dindmica y no en la forma espacio estado.

Algunos enfoques relacionados con control por modos
deslizantes, (de acrénimo en inglés SMC) tenemos el control
presentado en (Espinoza, 2013), es un control basado en la
unién de dos metodologias de control el backstepping y
modos deslizantes para reducir las problematicas que
presenta el chattering. Con el fin de proponer un controlador
que presente mejores caracteristicas, se propuso disefiar un
control que combine el control backstepping y modos
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deslizantes, logrando un mejor desempefio al tener sélo una
de las metodologias. En (Flérez, 2015), se propone un control
para la correccion y estabilizacion de la altura (z), teniendo en
cuenta perturbaciones propias del sistema y efectos no
lineales, por medio de la técnica de modos deslizantes, lo que
brinda un desempefio deseado ante dichos efectos. Un control
de posicion de cabeceo por modos deslizantes es propuesto
en (Carrefio, 2014), con el propdsito de disminuir las
perturbaciones externas, al aplicar el control el UAV, es
capaz de realizar diferentes tareas complejas con la presencia
de perturbaciones de viento. En (Mohamed, 2009), se
propone un control por modos deslizantes donde la prueba de
estabilidad garantiza mediante el andlisis de Lyapunov. En el
trabajo (Ramirez-Rodriguez, 2013) se plantea un disefio de
un control robusto integral utilizando modos deslizantes, lo
que brinda la reduccién del error y la robustez necesaria para
asegurar el comportamiento estable y deseado frente a
perturbaciones. En (Merheb, 2013) se plantea un control
mediante modos deslizantes para la orientacion del UAV,
mediante que el control de altura es realizado por un
controlador PD. Para poder evitar el efecto de chattering
producido por los modos deslizantes es utilizado una funcién
de saturacion en lugar de la funcién signo. En (Xiong, 2014)
se propone un control de posicion y de orientacion donde el
modelo dindmico es dividido en 2 partes: un subsistema
totalmente actuado y un subsistema actuado. Para controlar el
primero es implementado un controlador deslizante terminal
donde garantiza que los estados converjan a los valores que
son deseados en un tiempo finito, para el otro subsistema es
empleado un controlador por modos deslizantes. En ambos
disefios de control se realiza pruebas de estabilidad mediante
la teoria de Lyapunov.

El objetivo principal de este articulo es el disefio de una
ley de control no lineal basada en la representacion completa
del estado que garantice estabilidad asintética. Primero se
resuelve el problema de convergencia de tiempo finito de una
superficie de deslizamiento especifica de tal modo que las
trayectorias converjan de forma exponencial, después se
plantea combinar un control de retroalimentacion obtenido al
usar pseudoinversa, con el control por modos deslizantes que
se disefia. En la seccion Il se presenta la formulacion del
problema a tratar en este articulo. Se presenta la contribucién
que consiste en el disefio de la superficie de deslizamiento y
su demostracidn de convergencia en tiempo finito ademas del
disefio del control por modos deslizantes basado en la
representacion completa del estado, dicha ley de control es
obtenida mediante el planteo de una LMI (Boyd, 1994)
basada en una ecuaciéon de Ricatti (ARE) y utilizando el
Complemento de Schur en la seccion Ill. En la siguiente
seccion IV se muestra la simulacion del control propuesto en
la seccién 111 y por Gltimo en la seccion V se muestran las
conclusiones y trabajos futuros.

2. Problematica

Usando la formulacion por Euler-Lagrange (Garcia, 2005;
Castillo 2007) para el modelo de un UAV, tomando en
cuenta el vector de posiciones q = (x,y,z,¢,0,¥) y el
vector de velocidades ¢ = (%,y,2,¢,6,3). El modelo
dinamico del sistema, descrito en la Figura 1, es el siguiente:

mxX = —usin@,
my = u cos 0 sin ¢,
mZ = ucosfsin¢p —mg,

)=,
q=19,
¢ =19

>
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
——mm—m———
1
1
Al
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
<

D
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
|
|
|
|
1
L

Figura 1. Representacion del UAV en el espacio.
Aplicando un cambio de variable de la siguiente forma

X1 =X, X3 =Y, X3 =Z,X, =@, x5 =0, x5 =, x; =X,
xs—J’:fo—wa—(Ibx11—9x12:1/)-

Con el cambio de variable se pueden generar 2 vectores

5] [x]

X3 X9

X1 = X4 2 X10l" (1)
X5 l X11 l
P I P

Tomando la ecuaciéon (1) estructura de un sistema no
lineal, se puede representar como:

= [iil = ;83] + [gz(()x)]'

donde

03)(1 13><3

_ k 5
i) =06, f(x) = l g‘ g2 (x) = [ 3X3] ,
donde
sin(xs)  cos(xs)sin(xy) COS(xs)cos(x4) T

k=|- ,

m m ’ m

3. Disefio de superficie de deslizamiento y control
3-A Superficie de deslizamiento

Sea la forma general de un sistema no lineal

x=fx)+gu. @)
Tomando un control por retroalimentacion de estado de la
forma:

u= (g0 g,(0))  gEV(=f) + vy,

cerrando el lazo de control en la ecuacion (2)

%1 = f1(x),
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2= fo — 920 (9 @) 9:(0) " gE O (f) + g2 (s

Por lo tanto, el vector x; y x, son representados como
% = f1(x)

_9@(g"g@) 9" f2(0) + g2 ()1, (3)
G(x)

Se requiere linealizar de la forma donde x = Ax + Bu, por lo
que la ecuacién 3 sumando y restando Ax + Bu y denotando
que (g(x)) — b)u son términos muy pequefios, se supone
que son practicamente cero y (f(x) — Ax) como los términos
de orden superior (h.0.t) y Bu = g(x)u ademas que f,(x) =

f(x — Ax).

x=Ax+ (f(x) —Ax) + Bu+ (g(x) — B)u
x =Ax + g)u + fy(x),
En forma separada se tiene que
X1 = Ay Xy + ApXg + fo1 (%),
Xy = Ap1xy + Azaxz + fo (%) + g()u (4)

A",'2= 16

Proponiendo una superficie de deslizamiento
o = [klxl + k2X2 + u]. (5)

Para lo cual o € R*, kyx; € R* | kyx, € R*, g(x) € R®*4,
u € R*, x;,x, € R® ky, k, € R**6, Derivando (5) a lo largo
de la trayectoria (2)

d' = klxl + kzi‘z +u
=k [A11x1 + Apx, + f0,1(x)]
+k, [A21x1 + Aypx; + fo,z(x) + g(x)u] + . (6)

Proponiendo la funcion candidata a ser
derivandola a lo largo de las trayectorias (2)

Lyapunov y

1 i )
V(o) = EO'TO' - V(o) =070,
Sustituyendo los valores de la ecuacién (6)

V(e) =0T [k1 (A11x1 + Agpx, + f0,1(x)) +
kz(Az1x1 + Agyox, + fo,z(x) + g(x)u) + u] . (7)

Suponiendo que la ecuacion (7) k, y k, son matrices
conocidas y constantes, por lo tanto, se propone una u de la
forma:
= —ki (A% + Aax) U,
—ky(Az1%1 + Azaxz + g(x)u), 8
donde u, = —psign(o). Por lo tanto, al sustituir u, en la
ecuacion 8

V(U) = UT[k1f0,1(x) + szo,z(x) - psign(O')].
Se supone que por lo tanto f; ; (x) como f;, , (x) son acotadas.

||f0,1(x)|| <6, <o, ”fo,z(x)” <6, <.

Por lo que

V(o) = —aT(sign(o)).

Utilizando propiedades de la norma de un vector
V(o) = —|o||Sign(o)| = —|o| = VoTo.

Implicando asi que

V(o) = =2 %O'TO' =2 v(o) = —\/fv%(a).

Resolviendo la ecuacion diferencial e integrando en los
limites [t,,t], se concluye que ¢ - 0 en t =t, pero no
implica que el sistema (2) sea estable. Sin embargo, después
de t, la superficie de deslizamiento:

c=0=>0=0,
O.'= klxl +k2)€2 +u=>k1x1 +k2x2+u= 0
Tomando las ecuaciones (4) y (8)

kixy = —kyX; — 1w = —ky (A %y + Azaxy + fo(x) +
gCOU + Ky (Az1y + Agaxy) + ko (Azaxy + Agax, +
fo,2(x) + g(x)u) + psign(o) = —k,fo,(x) +
K1 (Az1%1 + Azoxy) + psign(o).

Despejando x; usando kI (k kT)™?

k1T(k1kD_15C1 = k{(klkf)_l(An?ﬁ + Appx;) +
ki (kikD) ™ psign(o) — kyfo2 (%))

X1 = (Ap1x1 + Agpx) + le(klle)'l[psign(a) -
szo,z(x)]-

A partir de la ecuacion de la superficie de deslizamiento y de
la ecuacion (4)
0=0=20=kx +kx,+u=0= u=—kx; — kyx,.
Si

Xy = Ap1xy + Agaxy + fo2(x) + g(0)(—kyxy — kpx3).

Proponiendo una region de trabajo cerca del punto de
operacién
g(x)|x = Xop = B,
Xy = Ay Xy + A5, + B(—k1x1 —kyx; + fo,z(x):) =
Agix1 + Ayy — Bkx + fy,(x).

También representado de la forma reducida

X = AX — BkX + fo(X) . 9)
donde
— A A
A= A;i AZ] € R12x12, Aqi1,A15,451, 45, € Ré%6,
B = [g] € R12%4 0 B € R6%*
k = [kl kz] € R4X12 kl’ kz € R4X6,
X =[x1 %]eR? x;,x,RE
_ [kf(klkf)‘l p— kz][sign(ff)
f0= 0 I fO,Z(X) ,yeRlzXlz,KEIRlz.

14 K
Note que de la ecuacion (9) se los siguiente:
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X =(A-Bk)X + yx.
Proponiendo una funcién de energia
V(x) = XTPX,

donde 0 < P € R'?*12, Derivando a lo largo de las
trayectorias de 9 y sustituyendo
V(x) =X"PX + X"PX =
2 . BTpp
uT [P(A Bk) J;(A Bk)TP 0] L. (10)

donde u = [X xy]. Sumando y restando un aV(x) y e;xTk
a la ecuacion (2.19)

. A — B A — BIYTpPP
—av(x) + ,kTk — e,k
_ r[P(A—Bk) + (A-Bk)"PP
—H P Nis
+ aV(x) — e kTk.

Observando que f;,(x) esta acotada y que la norma de la
funcion signo es la unidad, obteniendo

_ [sign(o) o
= fq,z(x)]:”c =
[sing" (@) fT,,(0)] S;f:(%)] = sign” (o)sign(c) +

fTo2(fo2(x) <1+ 63
(11)
al sustituir la ecuacion (11), en (10), se define el siguiente
resultado
P(A—-Bk)+(A—Bk)™P+aP P
;ﬂ[ P —611]“

w
—x V(x) + (1+ 62).

V(x) =

Al proponer que w < 0, la siguiente desigualdad diferencial
se satisface

V(x) = —x V(x)+ (1+682).

De aqui, si V(x) es una funcion definida positiva y V(X) es
una funcién definida negativa, entonces se concluye que el
sistema 9 es estable exponencial y asintéticamente, si y solo
si la matriz w es definida negativa. Por lo que se busca una
matriz w < 0, en la cual se sabe que Ay B son conocidas, la
matriz P >0, los valores o,e; >0 Yy son nuestros
pardmetros de ajuste. Se desea que w < 0, por lo que se usa
el complemento de Schur (Boyd, 1994):
_[P(A—Bk)+ (A—Bk)T +aP P ] _ [511 512]
w = =
P —&1 S21 S22

Tomando en cuenta lo siguiente:

Sy1 = $128775,1 >0

Para ello, estudio se tiene que

S;, = [P(A—=Bk) + (A= BK)T + aP]
Si2 = 52T1 =P

SZZ = _Ell

Como el complemento de Schur es para demostrar que una
matriz es definida positiva y como en este caso de estudio la
matriz que se desea buscar es definida negativa se multiplica
por -1

de esta manera se obtiene lo siguiente:
_ - _ - 1
—[P(A - Bk) + (A—BKk)" + aP] - —PP>0
1

1 _ 1 N 1
P(Bk—A+—ocl>+(Bk—A+—ocl) P——P2>0
2 2 €

R

Aplicando una trasformacion no singular TRT” > 0 si y solo
siR > 0y T es no singular, ademas suponemos que T = P!

_ 1 _ 1 T
P‘1[P(Bk—A+§ocl>+(Bk—A+Eocl) P

1
——PZ]P‘1>0
€1
1 _ 1 o1
(Bk—A+—o<I)P‘1+P‘1(Bk—A+—o<I) —Z1>0
2 2 €,

Proponiendo X = P71y Y = kP!

_ _ 1 _ 1 N\
BY—(A+EaI>X+YTBT—X(A+EaI) >0

Finalmente, al generar una solucién que satisfaga esta Gltima
desigualdad se determina que el sistema sera Ultimamente
uniformemente estable.

4. Resultados numéricos

En este apartado se muestra el control disefiado y el resultado
numérico expuesto anteriormente. Pare esto se hace uso de la
herramienta de MatLab SEDUMI para resolver la LMI y
proponiendo una ¢ = 4y € = 0.001, y considerando la masa
del UAV en 1 kg, asi como la constante de gravedad en 9.81
m/s? tenemos como resultado la matriz k

[—0.000 0.000 1.792 0.000 0.000 0.000

ky = —0.000 0.000 0.000 1.792 0.000 0.000
-5.146 -0.000 -0.000 -0.000 40.867 —0.000
| 0.000 5.146 0.000 0.000 —0.000 40.867]
[—0.000 0.000 1.267 0.000 0.000 0.000

k, = —0.000 0.000 0.000 1.267 0.000 0.000
-5.766 —0.000 -0.000 -0.000 4.719 -0.000
| 0.000 5.766  0.000 0.000 -—0.000 4.719 |

A11 = Ogxe A12 = loxer A22 = Ogxe
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000 0 -981 0 -
[0 0 0 0 0 981
4. =00 000 0 |
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000 00 O
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uz = —psign(o) p =351, g(x) = [— —3X3] 83 2 -0 Tiempofseg)
O3 13><3
Figura 4. Variable de deslizamiento para Si-Sa.
donde
$(84-82)
K= —sin(xs) cos(xs)sin(x,) cos(xs) cos(xy T
N m ’ m ’ m ) /
La simulacion es creada en Simulink-Matlab con un paso fijo e — el
de 0.001. Con condiciones iniciales de x; = o 02 0 ° g

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). El objetivo es que UAV llegu
a la referencia y se mantenga estable (vuelo en hover). En la
Figura 2 se muestran: a) las coordenadas trasladantes, b) los
angulos de Euler, c) velocidades de las coordenadas
trasladantes y d) velocidades de los angulos de Euler.

XYz et Phi,Theta,Phi v i - - o
|——x(ty [—— Phiity K =
- — ity - — phicty
— o e
— = Yol 1F |~ — Thatadit g

Tempolseg]

Figura 6. Variablélde deslizamiento para Sz-Ss.

Figura 5. Variable de deslizamiento para Ss-Sx.

S (83-81)

En la Figura 7 se muestran las sefiales de control que
accionan los actuadores del UAV.

0 45 0 “o 5 1w 15 2 2 W 3 4

o 5 w 15 20 2 W % 3
Tiempolseg]

Tiempo[seg]

(a) Posiciones coordenadas de transla-  (b) Posiciones dngulos de Euler

cion
o u 5 TaoPhi
- Xp.YpZp 1 2107 Phip,Thetap,Phip ' LIS
——y 9.95 osf
o1f [~ = Il
: —m I
el o _ ool 5 ooy
I ol 2 | <
o < '; 0
;m} & . % ool
2 o | ®»
§ oo
< | |
‘ \/ l
i T | e 51 0 0 20 ‘: 30 35 40 45 %0 lu' 5 10 15 20 .; 0 35 40
o iy i N | Tiempo[seq) Tiempo[seg]
0 s o T 0w s
_ ‘ " (a) U (b) Tao-Phi
(c) Velocidades coordenadas de trans- (d) Velocidades dngulos de Euler
lacién
T TeoTea PN, O

Figura 2. Resultados SMC dindmico. i

En las figuras 3-6, se muestran algunas de las variables de
deslizamiento las cuales convergen en tiempo finito a cero.

Seital TaoTheta

$(81-52 15 .' B 5 & % 4 B A8 B a8 % %
(¢) Tao-Theta (d) Tao-Psi
’ e </ Figura 7. Entradas de control.
01 e __———4 = © 5 Conclusiones
01 S Sag—— 1 2
S2 ’ Nempofseg)

) ) o El uso de modos deslizates dindmicos, aunado con el
Figura 3. Variable de deslizamiento para S;-S. concepto de desigualdades lineales matriciales pueden ser de
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gran ayuda en para la determinacion de ganancias de control
para un sistema no lineal. Ademas, la unién de estos
conceptos garantiza que las trayectorias de un sistema en lazo
cerrado con un control por modos deslizaste dindmicos sean
robustas. Ademds, con la incorporacién de una pre-
compensacion basada en la pseudoinversa apoya en gran
medida a la determinacién de una estrategia de control
robusta ante incertidumbres dindmicas. En el caso de estudio,
se puedo disefilar una ley de control basado en la
representacion completa del estado para el control de un
UAV, sin la necesidad de dividir la dindmica de este en
subsistemas. Por otra parte, para la seleccion adecuada de la
matriz de ganancias k y la superficie de deslizamiento
propuesta, se pudo observar que después de la convergencia
de la superficie de deslizamiento, esta ley de control toma el
comportamiento como un PD. Ademas, por ser un control por
modos deslizantes dindmicos, se presenta una reduccién del
efecto chattering sobre el actuador, sin embargo, no se
garantiza la mitigacion de este.
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