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Resumen

El objetivo del proyecto es desarrollar el modelo dinámico y el modelo de control de una aeronave de ala rotatoria (cuadricópte-
ro) usando presentaciones de actitud con ángulos de Euler y cuaterniones. Se utiliza Scilab para visualizar el comportamiento de
la aeronave. La validación de los modelos se realiza mediante la comparación de resultados con otro artı́culo, el cual presenta su
propios modelos, utilizando los mismos valores de referencia. En el caso de la validación del modelo dinámico se utiliza un archivo
de comandos para modificar la velocidad angular de los motores de la aeronave. En el caso del piloto automático, se desea mantener
flotando el cuadricóptero a una altura determinada utilizando un controlador PD.
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Abstract

The objective of the project is to develop the dynamic model and the control model of a rotary-wing aircraft (quadricopter)
using attitude displays with Euler angles and quaternions. Scilab is used to visualize the behavior of the aircraft. The validation of
the models is done by comparing the results with another article, which presents its own models, using the same reference values.
In the case of dynamic model validation, a script is used to modify the angular velocity of the aircraft’s engines. In the case of
autopilot, it is desired to the quadcopter stay in an state of hovering at a certain height using a PD controller.

Keywords: quadcopter, simulator, PD control, Scilab.

1. Introducción

El cuadricóptero es un aeronave de despegue y aterriza-
je vertical que utiliza 4 motores eléctricos independientes con
hélices en su sistema de propulsión (Figura 1). Estos están co-
locados usualmente equidistantes al centro de masas de la ae-
ronave, formando un cuadrado. (Luukkonen, 2011)(Gibiansky,
2012). El cuadricóptero es de especial interés para la investi-
gación ya que presenta un punto de partida para trabajos mas
complejos según (Luukkonen, 2011). En este trabajo se presen-
tará el desarrollo de los modelos de simulación y control de una
aeronave tipo ala rotatoria (cuadricóptero) con el fin de pro-
porcionar contenido de alto valor académico para estudiantes
que deseen comprender más a detalle la fı́sica que involucra el
comportamiento de los vehı́culos aéreos no tripulados (VANT
o UAV en inglés), y una introducción a la teoria del control
de estos. Todos los modelos matemáticos, fı́sicos y sistemas de
control son codificados en el software Scilab. Una visualización
del simulador es presentada en la Figura 2.

Figura 1: Quadrotor [Image]. (2019). Recuperado de https :
//www. f iverr.com/ahmag123/do − pid − control − algorithm − f or −
quadrotors − and − others
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Figura 2: Ejemplo de simulador desarrollado en software numerico Scilab

El planteamiento de este modelo de aeronave (cuadricópte-
ro) inicia estableciendo un sistema de cuerpo rı́gido de 6 grados
de libertad, definiendo a la posición como la siguiente tripleta
(PN , PE ,PD) con respecto a un marco inercial. El sistema pa-
ra el marco de referencia inercial más utilizado es el estándar
North-East-Down, como explican (Beard and McLain, 2012) y
(Kovalenko et al., 2018). La actitud de la aeronave, establecida
como la tripleta de los ángulos de alabeo φ, el ángulo de cabe-
ceo θ , y el ángulo de guiñada ψ definidos en marcos de refe-
rencia descritos en (Beard and McLain, 2012) y (Bao1 et al.,
2017) completan los seis grados de libertad. Este trabajo se
basa en especial en los trabajos desarrollados por (Beard and
McLain, 2012), (Gibiansky, 2012), (Luukkonen, 2011) y (Ko-
valenko et al., 2018). En los artı́culos y libros de Luukkonen
(2011), Gibiansky (2012) y Beard (2008) se muestra el desa-
rrollo matemático para modelar las fuerzas que actúan sobre el
cuadricóptero y las que producen los motores. En este trabajo
para el planteamiento de las fuerzas que actúan sobre el modelo,
se toma como base principal a la Segunda Ley de Newton, jun-
to con ciertas consideraciones. El trabajo de Bao1 et al. (2017)
se toma como referencia al presentar hipótesis similares a las
presentadas en los capı́tulos posteriores, que son:

El cuadricóptero se comporta como un cuerpo rı́gido y
simétrico.

El origen de los marcos de referencia está ubicado en el
centro de masa del vehı́culo.

La masa y la gravedad son constantes durante la simula-
ción y no son afectadas por factores externos.

La fuerza de sustentación generada por los motores es
proporcional al cuadrado de la velocidad de rotación de
las hélices.

Al finalizar, se obtiene un sistema de 12 ecuaciones que des-
criben el comportamiento dinámico del cuadricóptero. La des-
cripción del modelo en ángulos de Euler presenta indetermina-
ciones matemáticas cuando estos tienen valores de 90 grados

según Bao1 et al. (2017) y Beard (2008), por tal motivo, los
ángulos de Euler son convertidos a cuaterniones.

Trabajos como Beard and McLain (2012), Sarhan and
Ashry (2013), Tengis and Batmunkh (2016) y Bao1 et al. (2017)
presentan simulaciones utilizando Simulink, que es un software
que no permite al usuario observar detalles del modelo dinámi-
co; en contraste, en este trabajo se utiliza Scilab, un software de
simulación numérico que permite simular, visualizar, y facilitar
la comprensión de la obtención de resultados a partir de la esti-
mación del modelo dinámico por medio de métodos numéricos.

A pesar de que en los años recientes se han estudiado dife-
rentes modelos de piloto automático implementando otros con-
troladores, los pilotos automáticos PID son los más utilizados
debido a su estructura simple, su fácil implementación, y re-
sultados aceptables. Para este trabajo se utilizan controladores
PID (de tipo Proporcional-Integral-Derivativo) mismos que han
demostrado su fiabilidad por su estructura simple, fácil imple-
mentación y buenos resultados compitiendo aún con controla-
dores modernos (Sarhan and Ashry, 2013), por lo que se imple-
mentó para controlar la altitud y actitud del modelo ajustando
la velocidad de los motores como en Bao1 et al. (2017). Para la
obtención de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, se
realiza un proceso de linealización por serie de Taylor alrede-
dor de un estado de equilibrio denominado como hovering, que
consiste en mantener al cuadricóptero flotando fijamente en una
determinada posición. Los resultados de la simulación para el
modelo dinámico y para el modelo de control se comparan con
los resultados de Luukkonen (2011).

Este trabajo está dividido en 4 secciones. En la primera sec-
ción se presenta el modelo dinámico de un cuadricóptero en
ángulos de Euler y en cuaterniones. En la segunda sección se
obtiene el sistema de control del cuadricóptero. La tercera sec-
ción contiene la validación del modelo dinámico y la validación
del modelo de control. Finalmente, el último capı́tulo muestra
las conclusiones.

2. Modelo de cuerpo rı́gido

2.1. Dinámica de cuerpo rı́gido en ángulos de Euler
El modelado de aeronaves se basa en las ecuaciones de mo-

vimiento de Euler para un cuerpo rı́gido. El desarrollo del mo-
delo de cuerpo rı́gido de seis grados de libertad es descrito con
detalle en Beard and McLain (2012). En este trabajo, se utili-
za el modelo presentado en la forma matricial propuesto por
Kovalenko et al. (2018).ṖN

ṖE

ṖD

 = Rv
b

u
v
w

 (1)

φ̇θ̇
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 =
1 sin φ tan θ cos φ tan θ
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Las variables de las ecuaciones (1) (2) (3) (4) son: Rv
b es

la matriz de rotación del marco de referencia del cuerpo Fb al
marco del vehı́culo Fv, que está definida como:

Rv
b :

 CθCψ CθS ψ −S θ

S φS θCψ −CφS ψ S φS θS ψ +CφCψ S φCθ

CφS θCψ + S φS ψ CφS θS ψ − S φCψ CφCθ

 (5)

Cφ = cos φ y S φ = sin φ ; Fb es el vector de fuerzas en el marco
de referencia Fb, Mb es el vector de momentos en el marco de
referencia Fb; J es la matriz de inercia que caracteriza la inercia
rotacional de un cuerpo rı́gido. La matriz de inercia esta dada
por la siguiente expresión:

J =


∫ (

y2 + z2
)
δm −

∫
(xy) δm −

∫
(xz) δm

−
∫

(xy) δm
∫ (

x2 + z2
)
δm −

∫
(yz) δm∫

(xz) δm −
∫

(yz) δm
∫ (

x2 + y2
)
δm

 (6)

donde δm es el diferencial de masa. Se utiliza una represen-
tación de matriz de inercia de la siguiente forma:

J =

 Jxx −Jxy −Jxz

−Jyx Jyy −Jyz

−Jzx −Jzy Jzz

 (7)

Las variables de estado para ecuaciones de movimiento se
muestran en la Tabla 1:

PN Posición del vehı́culo a lo largo de ii en el mar-
co de referencia inercial F i

PE Posición del vehı́culo a lo largo de ji en el mar-
co de referencia inercial F i

PD Posición del vehı́culo a lo largo de ki en el mar-
co de referencia inercial F i

u Velocidad a lo largo de ib vista desde marco de
referencia inercial

v Velocidad a lo largo de jb vista desde marco
de referencia inercial

w Velocidad a lo largo de kb vista desde marco
de referencia inercial

φ Ángulo de cabeceo en torno a iV2

θ Ángulo de cabeceo en torno a jV1

ψ Ángulo de guiñada en torno a kV

p Velocidad angular a lo largo de ib con respecto
a F i

q Velocidad angular a lo largo de jb con respecto
a F i

r Velocidad angular a lo largo de kb con respecto
a F i

Tabla 1: Variables de estado para ecuaciones de movimiento.

Las fuerzas Fb, los momentos Mb y la matriz de inercia J
caracterizan a una aeronave especı́fica y se considerarán con
más detalle cuando se desarrollen modelos de avión con ala fija
o cuadricóptero.

2.2. Modelo de cuerpo rı́gido en cuaterniones
El modelo dinámico de un cuerpo rı́gido descrito por el sis-

tema de ecuaciones (1) (2) (3) (4) está presentado en repre-
sentación con ángulos de Euler, que presenta una singularidad

cuando el valor del ángulo de cabeceo es ±90o debido a que en
la segunda ecuación (2), la evaluación de tan θ es infinita para
dichos valores de θ. Para evitar este problema, se utiliza la re-
presentación en cuaterniones. Además, algunos autores (Beard,
2008) afirman que las ecuaciones desarrolladas con cuaternio-
nes tienen ventajas computacionales sobre las ecuaciones desa-
rrolladas con ángulos de Euler.

Un cuaternión se define como una lista ordenada de cuatro
números reales. En este trabajo se utiliza la siguiente forma:

e =


e0
e1
e2
e3

 (8)

La norma de un cuaternión se define como la raı́z de suma de
los elementos al cuadrado (Zhang, 1997), de modo que la nor-
ma de e serı́a:

‖e‖ =

√√√ i=3∑
i=0

e2
i

La suma de cuaterniones es igual que la suma algebraica de dos
vectores. Por otra parte, la multiplicación de cuaterniones no es
conmutativa y por lo tanto e ·a , a ·e (donde a es un cuaternion
a = [a0; a1; a2; a3]). Para definir la multiplicación se utiliza otra
representación de los cuaterniones, definida como

e = e0 + e1i + e2 j + e3k

donde e0, e1, e2, e3 ∈ R y las propiedades de i, j, k son i2 =
j2 = k2 = −1; i j = k; ji = −k; ki = j; ik = −k, jk = i; k j = −i.
La multiplicación de cuaterniones está definida por la regla de
asociatividad. Por ejemplo, la multiplicación de los cuaternio-
nes e = e0 + e1i + e2 j + e3k y a = a0 + a1i + a2 j + a3k es

c = e ∗ a = [e0 + e1i + e2 j + e3k] ∗ [a0 + a1i + a2 j + a3k]

c = e0[a0 + a1i + a2 j + a3k] + e1i[a0 + a1i + a2 j + a3k] + ...
... + e2 j[a0 + a1i + a2 j + a3k] + e3k[a0 + a1i + a2 j + a3k]

Otra forma de representar un cuaternion es identificando la par-
te escalar y la parte vectorial del mismo. Por ejemplo:

e = e0 + e

donde e0 es la parte escalar, y e = [e1; e2; e3] es la parte vecto-
rial (Stevens et al., 2015). Con esta representación la multipli-
cación de dos cuaterniones (c = e∗a) puede obtenerse mediante
la siguiente ecuación.

c = (e0 ∗ a0 − (e · a) + [e0a + a0e + e × a] .

Para transformar cuaterniones en ángulos de Euler se usan
las siguientes identidades presentadas en (Beard and McLain,
2012):

e0 = cos
ψ

2
cos

θ

2
cos

φ

2
+ sin

ψ

2
sin

θ

2
sin

φ

2

e1 = cos
ψ

2
cos

θ

2
sin

φ

2
− sin

ψ

2
sin

θ

2
cos

φ

2

e2 = cos
ψ

2
sin

θ

2
cos

φ

2
+ sin

ψ

2
cos

θ

2
sin

φ

2

e3 = sin
ψ

2
cos

θ

2
cos

φ

2
− cos

ψ

2
sin

θ

2
sin

φ

2

(9)
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φ = atan2
(
2 (e0e1 + e2e3) ,

(
e0

2 + e3
2 − e1

2 − e2
2
))

θ = asin (2 (e0e2 − e1e3))

ψ = atan2
(
2 (e0e3 + e1e2) ,

(
e0

2 + e3
2 − e1

2 − e2
2
)) (10)

En el caso de representación en cuaterniones el vector de estado
tiene 13 variables mostradas en la Tabla 2:

PN Posición del vehı́culo a lo largo de ii en el mar-
co de referencia inercial F i

PE Posición del vehı́culo a lo largo de ji en el mar-
co de referencia inercial F i

PD Posición del vehı́culo a lo largo de ki en el mar-
co de referencia inercial F i

u Velocidad a lo largo de ib vista desde marco de
referencia inercial

v Velocidad a lo largo de jb vista desde marco
de referencia inercial

w Velocidad a lo largo de kb vista desde marco
de referencia inercial

e0 Primer componente de cuaternión
e1 Segundo componente de cuaternión
e2 Tercer componente de cuaternión
e3 Cuarto componente de cuaternión
p Velocidad angular a lo largo de ib con respecto

a F i

q Velocidad angular a lo largo de jb con respecto
a F i

r Velocidad angular a lo largo de kb con respecto
a F i

Tabla 2: Variables de estado para ecuaciones de movimiento con cuaterniones

La representación de cuaterniones del modelo de cuerpo
rı́gido se puede escribir de la siguiente manera:

En relación con el modelo en ángulos de Euler (1) (2) (3)
(4), se cambian la matriz de rotación Rv

b de la ecuación (1) por la

matriz
(
Rv

b

)Q
de la ecuación y la matriz de la ecuación (2) obte-

nida en el desarrollo de la rotación de cuaterniones de (Stevens
et al., 2015). Como se ha descrito antes un cuaternion puede
escribirse como un arreglo con un componente vectorial como:

P =
(
P0
Pr

)

e =
(
e0
er

)
donde estos componentes del vector son tomados con una

referencia en el sistema r. La multiplicación de cuaterniones en
esta representación esta dada por:

p ∗ e =
(

P0e0 − (P · e)r

(P0e + e0P + e × e)r

)
A demás de la multiplicación, esta representación permite desa-
rrollar las formula de rotación dado que un cuaternion permite
rotar un vector euclidiano de la misma forma que la formula de
rotación de cosenos direccionales. La parte vectorial del cuater-
nion se usa para definir el eje de rotación, mientras que la parte

escalar define el ángulo de rotación. La formula de rotación en
términos de operaciones con arreglos esta dada por:

V = e−1 ∗ U ∗ e =
(

0
(2e(e ∗ U) + (e2

0 − e · e)U − 2e0(e × U))r

)
donde

e =


cos δ

cosα sin δ
cos β sin δ
cos γ sin δ


donde α, β, γ son los ángulos direccionales de los ejes

(+ − 180) y δ es el ángulo de rotación. U es el vector a rotar
definido como:

u =
(

0
Ur

)
Tomando todo lo anterior como referencia, si se escribe la ecua-
ción de rotación en términos de operaciones con arreglos para
rotar el marco de referencia Fb a Fv, usando la parte vectorial
del cuaternion, se obtiene que la matriz de coseno direccional
del cuaternion

(
Rv

b

)Q
(Stevens et al., 2015). Definida como:

(
Rv

b

)Q
=

(
2eb(eb)T + (e2

0 − (eb)T )eb)I − 2e0(eb”Cruz”)
)

donde

eb”Cruz”
=

 0 −e3 e2
e3 0 −e1
−e2 e1 0


Evaluando completamente la matriz de rotación

(
Rv

b

)Q
se obtie-

ne: (
Rv

b

)Q
= (11)


(
e2

0 + e2
1 − e2

2 − e2
3

)
2(e1e2 + e0e3) 2(e0e3 − e1e2)

2(e1e2 − e0e3)
(
e2

0 − e2
1 + e2

2 − e2
3

)
2(e2e3 + e0e1)

2(e0e3 + e1e2) 2(e2e3 − e0e1)
(
e2

0 − e2
1 − e2

2 + e2
3

)


ṖN

ṖE

ṖD

 = (
Rv

b

)Q

u
v
w

 (12)


ė0
ė1
ė2
ė3

 =

0 −p −q −r
p 0 r −q
q −r 0 p
r q −p 0



e0
e1
e2
e3

 (13)

 u̇
v̇
ẇ

 = Fb

m −

p
q
r

 ×
u

v
w

 (14)

 ṗ
q̇
ṙ

 = J−1

Mb −

p
q
r

 × J

p
q
r


 (15)

En el caso del modelo de cuerpo rı́gido en representación de
cuaterniones todas las fuerzas que entran en Fb son iguales ex-
cepto la fuerza de gravedad. La fuerza de gravedad está definida
como proponen en (Beard and McLain, 2012)

Fb
g = mg

 2(e1e3 − e2e0)
2(e2e3 + e1e0)

e3
2 + e0

2 − e1
2 − e2

2

 (16)
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3. Modelo dinámico de un cuadricóptero

Como se ha descrito previamente, el cuadricóptero es una
aeronave de despegue y aterrizaje vertical que utiliza 4 motores
eléctricos independientes con hélices en su sistema de propul-
sión. Estos están colocados usualmente equidistantes al centro
de masas de la aeronave, formando un cuadrado (Luukkonen,
2011)(Gibiansky, 2012).

Figura 3: Las configuraciones + y x de un cuadricoptero

La rotación de las hélices provoca momentos de rotación
a lo largo del eje vertical Kb .Para compensar este efecto, las
hélices del cuadricóptero giran en diferentes direcciones. Co-
mo se puede ver en la Figura 3 , una hélice que gira en sentido
horario tiene dos adyacentes que giran en sentido anti-horario.
Los esquemas de las dos configuraciones más comunes para la
ubicación de los motores de un cuadricóptero se muestran en la
Figura 3.

Se utilizan las ecuaciones de dinámica de un cuerpo rı́gi-
do (1) (2) (3) (4) obtenidas en el capitulo anterior para cons-
truir el modelo de un cuadricóptero. Para completar el modelo
dinámico, es necesario encontrar las fuerzas que actúan sobre
el cuadricóptero Fb, los momentos Mb y la matriz de inercia
J.

3.1. Fuerzas y momentos

La fuerza total Fb que actúa sobre la aeronave en el marco
de referencia del cuerpo es:

Fb = Fb
g + Fb

a + Fb
p (17)

donde Fb
g es fuerza de gravedad, Fb

a es la fuerza aerodinámi-
ca, y Fb

p es la fuerza de propulsión definida en el marco de re-
ferencia del cuerpo Fb . Como se muestra en la Figura 4, cada
hélice produce una fuerza Fi = −k1δi en dirección de −kb. El
coeficiente k1 es una constante asociada al motor, determinada
experimentalmente y δi = ω2

i es la variable de control, que es
proporcional al cuadrado de la velocidad angular de la hélice
del i-ésimo motor.

Figura 4: Cuadricóptero de configuración “+”. Fuerzas y Momentos

El ı́ndice i = 1, 2, 3, 4 representa las posiciones de los mo-
tores (front, right, back, left). Las hélices de los motores 1 y 3
giran en favor de las manecillas de reloj, mientras que las héli-
ces de los motores 2 y 4 en contra de las manecillas del reloj. La
fuerza de propulsión total producida por los motores que actuá
sobre un cuadricóptero se define como:

Fb
p = Fb

1 + Fb
2 + Fb

3 + Fb
4 (18)

Fb
p =

 0
0

−
∑4

i=1 k1δi

 (19)

Debido a que la velocidad del cuadricóptero es pequeña, las
fuerzas aerodinámicas son despreciables. Por otro lado, como
se desea validar el módelo dı́namico presentado en el simula-
dor, se considera la fuerza de arrastre por viento presentada en
(Luukkonen, 2011). La fuerza de arrastre definida en Fb es:

Fb
a =

Ax 0 0
0 Ay 0
0 0 Az


u

v
w

 (20)

Donde Ax, Ay, Az y son los coeficientes de la fuerza de arras-
tre para las velocidades en las direcciones correspondientes del
marco de referencia inercial. La fuerza de gravedad definida en
el marco del vehı́culo es:

Fv
g =

 0
0

mg

 (21)

donde m es masa de cuadricóptero y g es aceleración de
gravedad.

Los componentes de la fuerza gravitacional en el marco del
cuerpo son:

Fv
g = Rb

v

 0
0

mg

 =
 −mg sin θ
mg cos θ sin φ
mg cos θ cos φ

 (22)

Finalmente combinando las ecuaciones (18), (19), (20), y
(22), la fuerza total se define como:

Fb = Rb
v

 0
0

mg

 +
 0

0
Fp

 +
Ax 0 0

0 Ay 0
0 0 Az


u

v
w

 (23)

El momento total que actúa sobre la aeronave en el marco
de referencia del cuerpo es:

M = ma +mp (24)
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donde ma y mp son los momentos debido al efecto de la
fuerza aerodinámica y la fuerza de propulsión respectivamen-
te. Asumimos que los momentos aerodinámicos son ma = 0 .
Por otro lado, debido a la tercera ley de Newton, el arrastre de
las hélices produce un torque de guiñada en el cuerpo del cua-
dricóptero τi = k2δi, donde k2 es una constante asociada al mo-
tor y determinada experimentalmente. La dirección del torque
sera en dirección opuesta a la dirección de giro de las hélices.
De este modo, el torque total de guiñada está dado por:

τψ = τ2 + τ4 − τ1 − τ3 (25)

Para la configuración “+” que se muestra en la Figura 4 el tor-
que de alabeo es producido por la fuerzas de los motores 1 y 2,
y se define como:

τφ = L(F4 − F2) (26)

donde L es distancia entre el centro de cuadricóptero y el centro
de un motor.

El torque de cabeceo es resultado de las fuerzas producidas
por los motores de 1 y 3 :

τθ = L(F1 − F3) (27)

Para la configuración “x” que se muestra en la Figura 5, el
torque de guiñada permanece idéntico a la configuración en -”,
siendo el torque de cabeceo ahora definido como:

τφ =

√
2

2
L(F1 − F2 − F3 + F4) (28)

τθ =

√
2

2
L(F1 + F2 − F3 − F4) (29)

Figura 5: Cuadricóptero de configuración “x”. Fuerzas y Momentos

Finalmente, los componentes de los momentos en el marco
de cuerpo son:

Mb =

τφτθ
τψ

 (30)

El cuadricóptero es simétrico sobre sus ejes, lo que implica que
la matriz de inercia es una matriz diagonal

J =

Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz

 (31)

Finalmente, las ecuaciones (1), (2), (3), (4), (23), (30), y
(31) definen el modelo dinámico de seis grados de libertad de
un cuadricóptero.

4. Sistema de control de un cuadricóptero

4.1. Controlador de altura y actitud

En el presente trabajo se utiliza un tipo de controlador PID
para controlar las aeronaves. Más de la mitad de los controlado-
res industriales utilizan controladores PID o modificaciones de
éste (Ogata and Yang, 2002). El controlador PID es un mecanis-
mo de control de lazo cerrado que utiliza tres parámetros para
ajustar una señal de control utilizando una señal de error cal-
culada a lo largo del tiempo. Una señal de control PID general
está dada por:

u(t) = kpe(t) + ki

t∫
−∞

+e(τ)dτ + kd
d
dt

e(t) (32)

donde e(t) = x∗ − x(t) es el error, x∗ corresponde al valor
deseado, y x(t) al valor medido (Ogata, Yang, 2002).

El objetivo es desarrollar un controlador que permita al cua-
dricóptero flotar a cierta altura (”Hovering”). Para ello, se utili-
za el controlador PD, que es una variación al PID convencional.
La salida de controlador es proporcional al error de modo

u(t) = kpe(t) + kd
d
dt

e(t) (33)

donde kp y kd son los coeficientes de ganancia de los términos
proporcional y diferencial. La técnica para determinar el valor
de las ganancias propuesta en este trabajo es de ajuste manual
a prueba y error. Para el diseño de un sistema de control, las
fórmulas del modelo dinámico de un cuadricóptero (1), (2), (3),
(4), (23), (30), y (31) no son adecuadas porque son demasiado
complicadas para obtener información importante sobre el mo-
vimiento de la aeronave (Beard, 2008). Por ello, se desarrollará
un modelo dinámico simplificado de un cuadricóptero.

4.2. Modelo dinámico para control

Dado que se desea que el cuadricóptero esté flotando ho-
rizontalmente, φ∗ = θ∗ = 0 . Utilizando una aproximación por
series de Taylor, y asumiendo que φ y θ son pequeños, sin φ = 0,
sin θ = 0 ,cos φ = 1 y cos θ = 1 . Por lo que, la ecuación 2 del
modelo dinámico puede reescribirse como:φ̇θ̇

ψ̇

 =
1 sin φ tan θ cos φ tan θ
0 cos φ − sin φ
0 sin φ sec θ cos φ sec θ


p
q
r


φ̇θ̇
ψ̇

 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1


p
q
r

 (34)

Simplificando la ecuación (4) del modelo dinámico tenemosṗ
q̇
ṙ

 = J−1

Mb −

p
q
r

 × J

p
q
r






M. Amoroso-Beltran / Publicación Semestral Pädi Vol. 10 No. Especial 6 (2022) 117–127 123

ṗ
q̇
ṙ

 = J−1Mb −


qr

(
Jzz
Jyy
−

Jyy

Jzz

)
rp

(
Jxx
Jzz
−

Jzz
Jxx

)
pq

(
Jyy

Jxx
−

Jxx
Jyy

)
 (35)

Debido a que p, q, y r son muy pequeños. los términos de
Coriolis qr, pr, y pq son despreciables, de modo que la ecua-
ción (35) puede expresarse como:ṗ

q̇
ṙ

 = J−1Mb (36)

Derivando (34) y combinándola con (36) se obtiene:φ̈θ̈
ψ̈

 = J−1Mb = J−1

τφτθ
τψ

 (37)

Derivando la ecuación (1) del modelo dinámico, se obtiene:P̈N

P̈E

P̈D

 = Ṙv
b

u
v
w

 + Rv
b

 u̇
v̇
ẇ

 (38)

donde Rv
b es la matriz de rotación del marco del marco del

cuerpo Fb al marco del vehı́culo Fv . Dado que la derivada
Ṙv

b = 0, la ecuación (38) puede reescribirse como:P̈N

P̈E

P̈D

 = Rv
b

 u̇
v̇
ẇ

 (39)

Despreciando los términos de Coriolis, la ecuación (3) se define
como:  u̇

v̇
ẇ

 = Fb

m −

p
q
r

 ×
u

v
w


 u̇

v̇
ẇ

 = Fb

m
(40)

Sustituyendo la ecuación (23) en (40) , se obtiene:P̈N

P̈E

P̈D

 =
00g

 + Rv
b

 0
0

Fp/m

 (41)

Como resultado, el modelo inercial simplificado está represen-
tado por las ecuaciones (37) y (41). La dinámica dada por estas
ecuaciones se expresa en el marco de referencia inercial.

4.3. Controlador PD

Se desea desarrollar un controlador PD para la estabiliza-
ción horizontal (φ = 0, θ = 0) de un cuadricóptero a una altitud
determinada h∗ = −P∗D. El controlador contendrá 3 canales: de
altura h, de ángulo alabeo φ y de ángulo cabeceo θ. El diagrama
de bloques del controlador PD se muestra en la Figura 6

Figura 6: El diagrama de bloques del controlador PID.

Consideremos el funcionamiento del canal de control de al-
tura con más detalle. Para simplificar, asumiremos que solo te-
nemos un término proporcional en la señal de control, es de-
cir tenemos controlador P. Como puede ver en la Figura 5,la
salida del controlador u(t) es proporcional al error de altura
ez = P∗D − PD. Asumiendo que la altitud PD = 0, y que la
altitud desea es P∗D = 1 metros, entonces el error es negativo
ez = −1 − 0 = −1. Sin embargo, la señal de control debe ser
positiva porque se desea aumentar la altura y, por eso, se debe
aumentarse el voltaje en los motores. Por lo tanto, definimos
que la señal de la salida del controlador de altura es

uz(t) = δz = −
m
4

Kp,zez (42)

donde Kp,z es la ganancia proporcional de canal de control
de altura y m es masa de cuadricóptero. Recordando que el cua-
dricoptero posee 4 motores, se puede suponer que cada motor
eleva 1/4 de la masa del cuadricóptero. De esta forma, la fuer-
za producida por los 4 motores del cuadricóptero en marco de
cuerpo se puede expresar como

Fb
p = −4k1δi (43)

Sustituyendo (42) en (43) recibimos

Fb
p = k1mKp,zez (44)

Para simplificar la notación, es conveniente introducir aho-
ra una nueva variable Kez. Esta variable significa Kez = Kp,zez,

Kez = Kp,zez + Kd,z
d
dt ez, Kez = Kp,zez + Ki,z

t∫
0

ez(τ)dτ+ Kd,z
d
dt ez

en el caso de P, PD y PID controladores, respectivamente. Aquı́
los coeficientes Kd,z y Ki,z son las ganancias derivativa e integral
de canal de control de altura. Entonces dada esta nueva variable,
la fuerza de propulsión (44) se puede expresar como:

Fb
p = k1mKez (45)

La fuerza de propulsión en marco inercial es

F i
p = (cos φ · cos θ) Fb

p (46)

De acuerdo a la segunda ley de Newton .

mg + F i
p = mP̈D (47)

o

mg + (cos φ · cos θ) Fb
p = mP̈D (48)

Despejando la fuerza de propulsión, se obtiene:

Fb
p = −

m
(
g − P̈d

)
cosφcosθ

(49)

Definiendo que
P̈D = k1Kez (50)

Sustituyendo (19) y (50) en (49) se obtiene
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− k1 (δ1 + δ2 + δ3 + δ4) = −
m (g − k1Kez)

cosφcosθ
(51)

Para desarrollar los canales del controlador PD de estabi-
lización horizontal, las variables Keφ y Keθ son introducidas.
Como en el caso de Kez, estas variables sirven para facilitar la
escritura de ecuaciones para diferentes tipos de controladores
(P, PD y PID). En particular, para el controlador PD tenemos:

Keφ = Kp,φeφ + Kd,φ
d
dt

eφ (52)

y

Keθ = Kp,θeθ + Kd,θ
d
dt

eθ (53)

donde eφ = φ∗−φ y eθ = θ∗−θ son los errores de alabeo y cabe-
ceo. Los coeficientes Kp,φ y Kd,φ son las ganancias proporcional
y derivativa de canal de control de alabeo, y los coeficientes Kp,θ

y Kd,θ son las ganancias proporcional y derivativa de canal de
control de cabeceo, respectivamente.

Del modelo dinámico para los torques tenemos

τφ = Lk1 (δ4 − δ2)

τθ = Lk1 (δ1 − δ3)

τψ = k2 (δ4 + δ2 − δ1 − δ3)
(54)

Mientras que del modelo para el control tenemos

τφ = Jxxφ̈

τθ = Jyyθ̈

τψ = Jzzψ̈

(55)

Igualando (54) con (55), tenemos

Jxxφ̈ = Lk1 (δ4 − δ2)

Jyyθ̈ = Lk1 (δ1 − δ3)

Jzzψ̈ = k2 (δ4 + δ2 − δ1 − δ3)
(56)

Juntando (51) con (55) se obtiene

m (g − k1Kez)
cosφcosθ

= k1 (δ1 + δ2 + δ3 + δ4)

Jxxφ̈ = Lk1 (δ4 − δ2)

Jyyθ̈ = Lk1 (δ1 − δ3)

Jzzψ̈ = k2 (δ4 + δ2 − δ1 − δ3)

(57)

Definimos que

φ̈ = Keφ; θ̈ = Keθ; ψ̈ = Keψ (58)

Finalmente,sustituyendo la ecuación (58) en (57) obtene-
mos el siguiente sistema de ecuaciones

m (g − k1Kez)
cosφcosθ

= k1 (δ1 + δ2 + δ3 + δ4)

JxxKeφ = Lk1 (δ4 − δ2)

JyyKeθ = Lk1 (δ1 − δ3)

JzzKeψ = k2 (δ4 + δ2 − δ1 − δ3)

(59)

La solución a este sistema son las señales a los motores del cua-
dricóptero, y son:

δ1 =
m (g − Kez)

4k1 cos φ cos θ
+

JyyKeθ
2Lk1

−
JzzKeψ

4k2

δ2 =
m (g − Kez)

4k1 cos φ cos θ
+

JzzKeψ
4k2

−
JxxKeφ
2Lk1

δ3 =
m (g − Kez)

4k1 cos φ cos θ
−

JyyKeθ
2Lk1

−
JzzKeψ

4k2

δ4 =
m (g − Kez)

4k1 cos φ cos θ
+

JzzKeψ
4k2

+
JxxKeφ
2Lk1

(60)

5. Resultados

5.1. Validación del modelo dinámico
Como primer resultado se presenta la validación del modelo

dinámico desarrollado. Se utilizan los resultados de la simula-
ción realizada por (Luukkonen, 2011). En este trabajo se mues-
tra la respuesta de un modelo dinámico de un cuadricóptero a
una variación de las señales de control (voltajes en los motores
del cuadricóptero). Los cambios en las señales de control en el
tiempo, utilizados en (Luukkonen, 2011), se muestran en la Fi-
gura 7, estos se obtienen con un analizador gráfico y se recrean
utilizando el simulador.

Figura 7: Señales de control donde ωi corresponde a la velocidad angular de
i-esimo motor (i = 1, 2, 3, 4) (Luukkonen, 2011).

Como se puede ver en la Figura 7, durante el primer perı́odo
(los primeros 0.5 segundos), el voltaje cambia por igual en los
cuatro motores. El resultado de esta maniobra es un cambio en
la altitud del cuadricóptero. Los ángulos de actitud del cua-
dricóptero en esta maniobra no cambian. Un aumento de vol-
taje en el motor 4 y una disminución en el motor 2, al comienzo
del segundo perı́odo (0.5 - 0.75 segundos), provoca un alabeo
positivo. El voltaje en los motores 1 y 3 permanece sin cam-
bios durante el segundo perı́odo. Al comienzo del tercer perı́odo
(1.0-1.25 segundos), el cabeceo negativo se logra al disminuir
el voltaje en motor 1 y aumentar en el motor 3. El voltaje en los
motores 2 y 4 permanece sin cambios durante el tercer perı́odo.
Al comienzo del cuarto perı́odo (1.5-1.75 segundos), el cua-
dricóptero realiza la guiñada debido a un aumento simultáneo
de voltaje en los motores 2 y 4 y una disminución en los moto-
res 1 y 3. Las curvas presentadas en la Figura 7 se muestrearon
(discretizaron en el tiempo) con un paso de 0.01 segundos y se
guardaron en el archivo de texto commands.txt como una tabla
de comandos. El formato de la tabla de comandos es el siguien-
te. Cada evento es un conjunto de 5 números: el tiempo absoluto
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del evento y 4 valores de las señales de control (cuadrados de
voltajes de los motores del cuadricóptero). Se muestra un ejem-
plo en la Tabla 3.

Tabla 3: Ejemplo de una tabla de comandos
Tiempo δ1 δ1 δ1 δ4

... ... ... ... ..
1.48 395234.1 385641.0 376165.8 385641.0
1.49 390460.9 385641.0 380851.0 385641.0
... ... ... ... ...

El programa del simulador desarrollado lee el archivo com-
mands.txt antes de iniciar la simulación y durante la simulación
actualiza los valores de las señales de control (cuadrados de
voltajes de los motores) de acuerdo con los valores presentados
en la tabla de comandos. Los parámetros del modelo dinámico
presentados en la Tabla 4 se seleccionaron de manera idéntica
de (Luukkonen, 2011) con el fin de realizar la validación.

Tabla 4: Parámetros de simulación del modelo dinámico
Parámetros Valor Unidades

g 9.81 m/s2

m 0.47 kg
L 0.23 m
k1 2.980 · 10−6 –
k2 1.140 · 10−7 –
Jxx 4.856 · 10−3 kgm
Jyy 4.856 · 10−3 kgm
Jzz 8.801 · 10−3 kgm
Ax 0.25 kg/s
Ay 0.25 kg/s
Az 0.25 kg/s

Figura 8: Las variables x, y, z representan la posición del cuadricoptero (metros)
cuando siguen las variables de control de la Figura 6

Figura 9: Las variables φ, θ, ψ muestran la actitud de la aeronave (grados) cuan-
do siguen las variables de control de la Figura 6

Los resultados de la simulación se muestran en las Figuras 8
y 9. Como se observa, estos repiten con bastante precisión los
resultados obtenidos en (Luukkonen, 2011). De acuerdo con la
Figura 3 de (Luukkonen, 2011) a 2 segundos de vuelo, el cua-
dricóptero estará en el punto x = 1.0278, y = −2.48, z = −0.60.
Se obtiene la misma posición como resultado de la integración
de nuestro modelo, como se muestra en la Figura 8. Como se
puede ver en la Figura 4 del artı́culo (Luukkonen, 2011), des-
pués de dos segundos de simulación, el cuadricóptero estará en
la actitud determinada por los ángulos φ = 24.578, θ = 23.856,
ψ = 6.080. La Figura 9 muestra que los resultados de la simu-
lación para ambos modelos son idénticos.

5.2. Validación del modelo de control
Para la validación de controlador PD, se realiza una com-

paración con los resultados de simulación de estabilización de
cuadricóptero mostrados en el artı́culo (Luukkonen, 2011) con
los resultados de la simulación del nuestro modelo. Las ganan-
cias del controlador se obtiene por medio de un ajuste manual.
Para la selección de las ganancias del controlador se utiliza un
método de prueba y error observando como la respuesta tran-
sitoria de nuestro controlador cambia cuando la entrada es una
función escalón unitario como en el caso de la Señal de posición
”Down”mostrados en la Figura A.13 en el anexo A. Sin embar-
go, para comparar los resultados con los obtenidos en (Luukko-
nen, 2011), las ganancias del controlador PD presentadas en la
Tabla 5, los valores iniciales de modelo, y los valores deseables
se utilizan como en el articulo (Luukkonen, 2011).La condición
inicial del cuadricóptero para la posición es [0, 0, 1] en metros y
para actitud es [10, 10, 10] en grados. El propósito de la estabi-
lización es un vuelo estacionario estable con la altitud deseada
z∗ = 0 y la actitud deseada [0, 0, 0].

Tabla 5: Parámetros del controlador de PD
Parámetros Valores

Kdz 2.5
K pz 1.5
Kdφ 1.75
K pφ 6
Kdθ 1.75
K pθ 6
Kdψ 1.75
K pψ 6



M. Amoroso-Beltran / Publicación Semestral Pädi Vol. 10 No. Especial 6 (2022) 117–127 126

Los errores de posicionamiento en nuestro simulador se cal-
culan de la siguiente manera:

ep,z = z∗ − z
d
dt

ez = ed,z = ż∗ − ż

ep,φ = φ
∗ − φ

d
dt

eφ = ed,φ = φ̇
∗ − φ̇

ep,θ = θ
∗ − θ

d
dt

eθ = ed,θ = θ̇
∗ − θ̇

ep,ψ = ψ
∗ − ψ

d
dt

eψ = ed,ψ = ψ̇
∗ − ψ̇

donde z, ż, φ, φ̇, θ, θ̇, ψ, ψ̇ provienen de resultado de la inte-
gración del modelo dinámico. Los valores deseados son φ∗ = 0,
φ̇∗ = 0, θ∗ = 0, θ̇∗ = 0, ψ∗ = 0, ψ̇∗ = 0. Dado que nuestro mode-
lo usa el sistema de coordenadas NED, y en el artı́culo (Luuk-
konen, 2011), Luukkonen esta usando el sistema XYZ, para ob-
tener imágenes similares a Figuras 6, 7 y 8 los valores iniciales
de la posición del cuadricóptero deben cambiarse a [0, 0,−1]
para posición y a [10,−10,−10] para actitud. Los resultados de
la simulación de la estabilización del cuadricóptero se muestran
en las Figuras 10, 11 y 12. Las Figuras 10 y 11 que muestran
señales de control y ángulos de actitud de cuadricóptero, son
idénticas a las figuras 5 y 6 del artı́culo de Lukkonen.

Figura 10: Señales de control. corresponde a la velocidad angular ωi de i-esimo
motor (i=1, 2, 3, 4).

Figura 11: Actitud de cuadricóptero (grados). Las variables φ,θ , ψ y represen-
tan la actitud de cuadricoptero cuando esta controlado por medio el controlador
PD.

Figura 12: Posición de cuadricóptero (metros). Las curvas x0,y0 ,z0 son las cur-
vas obtenidas del artı́culo (Luukkonen, 2011) , las curvas x1,y1 ,z1 son el resul-
tado de simulación de nuestro modelo con el controlador PD.

La Figura 12 muestra las curvas de cambios de la posición
del cuadricóptero a lo largo del tiempo. Las curvas con ı́ndice
0 (x0, y0, z0) son datos del artı́culo de Luukkonen (Luukkonen,
2011), las curvas (x1, y1, z1) son el resultado de simulación del
modelo desarrollado en este trabajo con el controlador PD. Co-
mo puede verse en La Figura 12, las curvas x y z coinciden hasta
el error de discretización de las figuras del artı́culo (Luukkonen,
2011). En cuanto a la curva y, el error relativo alcanza el 27 % a
los 6 segundos de simulación. Se presume que el error se deba a
una diferencia en la implementación del programa y el progra-
ma de Luukkonen. Por ejemplo, a una diferencia en el orden de
integración de ecuaciones o el método para calcular los ángulos
de posición. Dado que la coordenada y no está controlada (solo
se controlan los ángulos de actitud y la coordenada z), se asume
que el modelo de controlador ha pasado la validación con éxito.

6. Conclusiones

En este trabajo se desarrolla los modelos dinámico y de
control de un cuadricoptero utilizando el software de análisis
numérico Scilab se realiza un simulador gratuito, y poder visua-
lizar el comportamiento de la aeronave. El modelo dinámico se
desarrolla a partir de la segunda ley de Newton, considerando
un modelo de seis grados de libertad, con una descripción de
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actitud en ángulos Euler y cuaterniones; a demás, se toma en
consideración el efecto de una fuerza de arrastre proporcional
en todas direcciones. Como se menciono en la indirección los
cuaterniones presentan una ventaja para eludir la singularidad
cuando tenemos un ángulo de cabeceo cercano o igual a 90 gra-
dos, en el simulador se logro comprobar esto; sin embargo, no
se detecto una diferencia en tiempo significativa al utilizar una
descripción de ángulos de Euler o cuaterniones. Para el mode-
lo de control se utiliza un modelo dinámico simplificado, y un
controlador PD con un ajuste manual de sus parámetros. Como
se observa en la sección de resultados el comportamiento del
simulador y la implementación de los modelos mencionados
previamente es correcta ya que se logro validar los resultados
comparándolos con un articulo ampliamente citado y utilizado.
En conclusión, Este trabajo recopila los avances mas recien-
tes en la descripción fı́sica de un cuadricoptero y brinda las
bases para que estudiantes o personas interesadas en el cam-
po de la teorı́a del control, la simulación numérica, y los sis-
temas aeroespaciales puedan desarrollar trabajos más comple-
jos. No obstante, no pretende ser tomado como la descripción
real del comportamiento de la aeronave, para esto seria nece-
sario contar con un modelo fı́sico para pruebas reales, añadir
una descripción mas completa del funcionamiento de los mo-
tores, y añadir otros efectos aerodinámicos como la velocidad
del viento o algún otro efecto atmosférico que pueda afectar.
Algunos trabajos futuros contemplan la implementación de un
método para encontrar los valores óptimos de las ganancias del
controlador(”tuning”), o un método para el seguimiento de tra-
yectorias. El link para consultar el simulador esta en (Amoroso,
2022).
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Apéndice A.

Figura A.13: Variación de Ganancias del controlador PD y visualización de
respuesta transitoria
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