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Resumen

Se realiza un análisis numérico de elementos de las matrices de masa de los quarks, considerando que tienen una estructura
de texturas de dos ceros. Los parámetros libres del modelo de texturas utilizado, son acotados al imponer que se reproduzcan los
valores experimentales provenientes de la matriz VCKM , para lo cual se utiliza un criterio de chi cuadrada. A su vez un algoritmo
genético es implementado para encontrar, numéricamente, valores de los parámetros que cumplan con el criterio de chi cuadrada.
Se analizan los valores los numéricos encontrados por el algoritmo y se propone una relación para los elementos de las matrices de
masa de los quarks.
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Abstract

A numerical analysis is performed on elements of quark mass matrices considering that they have a two-zeros texture structure.
The free parameters of the texture model used are bounded by imposing that the experimental values from the VCKM matrix are
reproduced, using a chi-squared criterion. In turn, a genetic algorithm is implemented to find, numerically, values of the parameters
that meet such a chi-squared criterion. The numerical values found by the algorithm are analyzed and a relationship is proposed for
the elements of the quark mass matrices.

A genetic algorithm is implemented to find numerically parameters values. A comparison between theoretical values and those
algorithm coming from is performed graphically.

Keywords: Mass matrices, texture zeros, genetic algorithm.

1. Introducción

La comprensión total del peculiar espectro de masas y mez-
clas de las partı́culas fermiónicas elementales sigue siendo uno
de los problemas actuales de la Fı́sica de Partı́culas conocido
como el problema del sabor.

En esta área de la ciencia, se utiliza la palabra sabor para
denominar a cada tipo de fermión, existiendo por lo tanto 12
tipos diferentes de sabores: el sector de quarks tiene los sabores
u, c, t, d, s y b; el sector de leptones los correspondientes sabo-
res e, µ, τ, νe, νµ y ντ . En el Modelo Estándar (ME) a primer
orden (nivel árbol) los bosones neutros (γ, Z, H) se acoplan a
un par de fermiones con el mismo sabor mientras que los bo-
sones W± se acoplan a un par fermiónico de diferente sabor.
En este modelo, la intensidad del cambio de sabor se cuanti-

fica por los elementos de una matriz conocida como: la matriz
de Cabibo-Kobayasi-Maskawa (VCKM) llamados los ángulos de
mezcla. La matriz VCKM está estrechamente relacionada con las
matrices de masa las cuales definen a las masas de los quarks y
leptones, ası́ en este contexto el sabor y la generación de masas
son dos conceptos que se encuentran fuertemente entrelazados
y constituyen una parte importante de la investigación actual
en la fı́sica de partı́culas, sus inicios datan desde los primeros
años de la década de los setentas, poco después del estableci-
miento del Modelo Estándar. Muchas aproximaciones han sido
desarrolladas en contextos teóricos y fenomenológicos. En este
trabajo se estudiará el formalismo de texturas para las matrices
de masa, cuyo objetivo es buscar una forma explı́cita, simple
y consistente de las matrices de masa, que reproduzca las rela-
ciones jerárquicas entre las masas de los quarks ası́ como los
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elementos de la matriz VCKM .
El pionero en esta dirección fue Haral Friszch (Fritzsch

(1977)) quién considero una matriz de masa del tipo texturas
con 6 ceros1 y encontró la correcta jerarquı́a entre las masa de
los quarks y algunos elementos de la Vckm de manera analı́tica.
Sin embargo mediciones experimentales porteriores excluyerón
esta textura. El propio Friszch (Fritzsch and Xing (2003)) pro-
puso a las texturas con 4 ceros2 como la siguiente alternativa
y además de seguir encontrando la jerarquı́a adecuada para las
masas, obtuvo expresiones analı́ticas para todos los elementos
de la matriz VCKM , los cuales estaban en términos de las masas
de los quarks y cuatro parámetros libres del modelo.

Este trabajo va más allá, se estudia numéricamente la via-
bilidad de trabajar con matrices de masa de 2 ceros3 ası́ como
relaciones existentes entre los elementos de la misma matriz de
masa. El presente documento se encuentra organizado con la
siguiente estructura, en el capı́tulo 2 se presenta el sector fer-
miónico del ME. En el capı́tulo 3 se analı́zan las texturas con
2 ceros y se concluye al obtener analı́ticamente los elementos
de la matriz VCKM predicha por el modelo en términos de los
parámetros libres del mismo. En el capı́tulo 4 se describe bre-
vemente el algoritmo genético implementado para la búsqueda
del rango de valores permitidos en los parámetros del modelo
de dos texturas. En el capı́tulo 5 los resultdos y el capı́tulo 6 se
dedica a las conclusiones.

2. El sector de Yukawa del Modelo Estándar

El sector del Modelo Estándar(Weinberg (1967); Glashow
(1961)) donde se encuentra la fı́sica relacionada el estudio de
las masas de los quarks y la aparición de la matriz VCKM es el
Sector de Yukawa, el cual tiene la siguiente forma:

LY = −Q̄′L
(
Yd Φ d′R + Yu Φ̃ u′R

)
+ h.c. (1)

donde Q′L = (u′L, d
′
L)T , Φ = (ϕ±, ϕ0)T , 〈ϕ0〉 = v y Φ̃ = iσ2Φ∗,los

campos d′R, u′R son singletes bajo S U(2) y Yq representa las ma-
trices 3 × 3 de Yukawa (q = u, d).

Después del Rompimiento Espontáneo de la Simetrı́a (RES)
y de rotar los campos a la base de masa, a través de: u′R,L =

Uu
R,LuR,L y d′R,L = Ud

R,LdR,L del lagrangiano anterior se despren-
de un lagrangiano de masas dado por:

Lmass = −d̄LM̄ddR − ūLM̄uuR + h.c (2)

donde M̄q = Uq†
L (vYq)Uq

R = Uq†
L Mq Uq

R y la matriz Mq es co-
nocida como la matriz de masa de los quarks q. Esta matriz es
diagonalizada de manera general por una transformación4:

Uq†
L MqUq

R = Diag(λq
1, λ

q
2, λ

q
3), (3)

donde λq
i son los eigenvalores de masa para los quarks (q =

u, d). Las matrices de rotación Uq
R y Uq

L se encuentran al diago-
nalizar las matices hermı́ticas Mq Mq† y Mq†Mq. La matriz de

mezcla VCKM se construye a partir de las matrices de rotación
izquierdas Uq

L a través de la siguiente expresión:

VCKM = Uu†
L Ud

L. (4)

Dado que experimentalmente sólo las masas de los quarks y
los elementos de la matriz VCKM se pueden medir, las matrices
Uq

L y Uq
R no son observables fı́sicos5 además de que no son pre-

dichas por la teorı́a y por consecuencia la matriz VCKM tampoco
lo es.

2.1. La matriz de mezcla VCKM

De forma general la matriz de Cabibo-Kobayashi-Maskawa
(Ec. 4) tiene la siguiente estructura:

VCKM =

Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 . (5)

Experimental se conocen el valor numérico de sus nueve
elementos, los cuales tiene el siguiente valor central y error co-
rrespondiente(Zyla et al. (2020)):

|Vud | = 0,97401 ± 0,00011, |Vus | = 0,22650 ± 0,00048, |Vub | = 0,00361+0,00011
−0,00009,

|Vcd | = 0,22636 ± 0,00048, |Vcs | = 0,97320 ± 0,00011, |Vcb | = 0,04053+0,00083
−0,00061,

|Vtd | = 0,00854+0,00023
−0,00016, |Vts | = 0,03978+0,00082

−0,00060, |Vtb | = 0,999172+0,000024
−0,000035.

Teóricamente es una matriz unitaria y por lo tanto se puede
parametrizar en términos de 3 ángulos y una fase. La parame-
tización más utilizada y la cual utilizaremos en este trabajo es
la parametrización estándar definida por los ángulos θ12, θ13,
θ23 y la fase δ13 a través de la siguiente multiplicación de ma-
trices6:

VCKM =

1 0 0
0 C23 S 23
0 −S 23 C23


 C13 0 S 13 e−i δ13

0 1 0
−S 13 ei δ13 0 C13


 C12 S 12 0
−S 12 C12 0

0 0 1

 .
La conexión entre la teorı́a y el experimento se da a través

de las siguientes expresiones:

S 13 = |Vub| (6)

S 12 =
|Vus|√

1 − |Vub|
2

(7)

S 23 =
|Vcb|√

1 − |Vub|
2

(8)

J = C12 S 12 C2
13 S 13 C23 S 23 S en δ13. (9)

3. Matrices de masa del tipo texturas de 2 ceros

Una matriz de masa del tipo texturas de 2 ceros tiene la si-
guiente estructura matricial:

Mq =

 Eq Dq 0
D∗q Cq Bq

0 B∗q Aq

 ; q = u, d. (10)

2matrices con ceros en las entradas 11, 13 y 31
3matrices con ceros en las entradas 13 y 31
4Transformación de similaridad.
5Para el caso de que las matrices de masa sean hermı́ticas Uq

L = Uq
R.

6Hemos utilizado la notación Cos θi j = Ci j y S en θi j = S i j.
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y cuyos eigenvalores λq
i definen las masas mq

i de los quarks
λ

q
i = mq

i
7 y los valores experimentales de las masas de los

quarks tienen el siguiente valor central y error correspondien-
te(Z.Z Xing and Zhou (2008); Huang and Zhou (2021)):

mu = 1,23 ± 0,21 MeV, mc = 0,620 ± 0,017 GeV,

mt = 168,26 ± 0,75 GeV, md = 2,67 ± 0,19 MeV,

ms = 53,16 ± 4,61 MeV, mb = 2,839 ± 0,026 GeV.

La matriz de masas Mq puede factorizar como el produc-
to de una matriz ortogonal Oq y una matriz de fases Pq de la
forma:

Mq = P†qM̄qPq, (11)

donde
Pq = diag

(
1, eiφDq , ei(φDq +φBq )

)
. (12)

La matriz ortogonal M̄q se escribe como:

M̄q =

 Eq |Dq| 0
|Dq| Cq |Bq|

0 |Bq| Aq

 . (13)

Los invariantes ante transformaciones de similaridad Ec(3)
son:

Tr(Mq†Mq) = (mq
1)2 + (mq

2)2 + (mq
3)2, (14)

Det(Mq†Mq) = (mq
1)2(mq

2)2(mq
3)2, (15)

1
2

[
Tr2(Mq†Mq) − Tr(Mq†Mq)

]
= (mq

1)2(mq
2)2 + (mq

1)2(mq
3)2 (16)

+ (mq
2)2(mq

3)2.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, para |Bq|,
|Dq| y Cq expresar en términos de EF y AF se tiene:

|Bq| =

√
(Aq − mq

1)(AF − mq
2)(Aq − mq

3)
Eq − Aq

, (17)

|Dq| =

√
(Eq − mq

1)(Eq − mq
2)(Eq − mq

3)
Aq − Eq

, (18)

Cq = −
(
Aq + Eq − mq

1 − mq
2 − mq

3

)
. (19)

Los elementos de la matriz Oq, que diagonalizan a M̄q son:

(Oq)11 =1 +
(Eq − mq

1)(Aq − Eq)

(mq
2 − Eq)(mq

3 − Eq)
+

(Eq − mq
1)(Aq − mq

2)(mq
3 − Aq)

(mq
2 − Eq)(mq

3 − Eq)(A − mq
1)

−1/2

(20)

(Oq)22 =

1 +
(Eq − mq

1)(mq
3 − Eq)

(mq
2 − Eq)(Aq − Eq)

+
(Aq − mq

1)(mq
3 − Aq)

(Aq − Eq)(Aq − mq
2)

−1/2

(21)

(Oq)33 =1 +
(Aq − Eq)(mq

3 − Aq)

(Aq − mq
2)(Aq − mq

1)
+

(Eq − mq
1)(mq

2 − Eq)(mq
3 − Aq)

(mq
3 − Eq)(Aq − mq

2)(Aq − mq
1)

−1/2

(22)

(Oq)2i =
mq

i − Eq

|Dq |
(Oq)1i i = 1, 2, 3. (23)

(Oq)3i =
|Bq |

mq
i − Aq

(Oq)2i i = 1, 2, 3. (24)

Por lo tanto, los elementos de la matriz VCKM predichos por el
modelo de 2 texturas son:

V th
CKM = Uu†

L Ud
L = OT

u (Pu P†d) Od,(
V th

CKM

)
iα

= (Ou)1i (Od)1α + (Ou)2i (Od)2α ei φq
1 (25)

+ (Ou)3i (Od)3α ei(φq
1+φ

q
2).

donde las fases están definidas por: φq
1 = φDu − φDd, φq

2 =

φBu − φBd, φl
1 = φDν − φDl, φl

2 = φBν − φBl.
La ecuación anterior nos proporciona expresiones analı́ti-

cas de los elementos de matriz la V th
CKM considerando el mode-

lo de 2 texturas, donde se tiene una dependencia explı́cita de
los parámetros Au, Ad, Eu, Ed, φq

1 y φq
2. Para encontrar el ran-

go permitido de estos parámetros que reproduzcan los valores
experimentales de la VCKM con su margen de error correspon-
diente se utiliza un criterio de χ2, el cual se establece por:

χ2(Au, Ad, Eu, Ed, φ
q
1, φ

q
2) =

(∣∣∣V th
us

∣∣∣ − |Vus|
)2

σ2
Vus

+

(∣∣∣V th
ub

∣∣∣ − |Vub|
)2

σ2
Vub

+

(∣∣∣V th
cb

∣∣∣ − |Vcb|
)2

σ2
Vcb

+

(
Jth − J

)2

σ2
J

, (26)

donde el super ı́ndice “th” denota que el término proviene de la
parte analı́tica y la correspondiente sin ı́ndices denota la parte
experimental con incertidumbre σ2

Vkl
. En lo que sigue se bus-

carán las regiones de los parámetros Au, Ad, Eu, Ed, φq
1 y φq

2, tal
que el valor de:

χ2(Au, Ad, Eu, Ed, φ
q
1, φ

q
2)

4
≤ 1 (27)

Para dicha empresa utilizaremos un algoritmo génetico.

4. Algoritmo Genético

Se utilizó un algoritmo genético tradicional, el cual se ex-
plica en las siguientes subsecciones. Este algoritmo nos permite
encontrar soluciones en varios rangos de valores, en particular
nos interesó χ2 < 1, χ2 < 0,1 y χ2 < 0,01.

4.1. Población inicial

Se generan individuos iniciales al azar o cromosomas, ca-
da uno de ellos compuesto por 6 parámetros; a continuación se
califica el desempeño de cada cromosoma de acuerdo a la res-
puesta de la función objetivo, en este caso el valor de χ2. Técni-
camente, cada parámetro es representado en 28 bits, por lo que
cada parámetro se puede dividir en 228=268,435,456 partes, con
lo que se obtiene una precisión satisfactoria para nuestros obje-
tivos a alcanzar.

7En este trabajo se considerará que las todas las mq
i son positivas.
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4.2. Cruce

Se obtienen nuevas soluciones intercambiando información
de los individuos por medio de cruces. De la población inicial
de 56 individuos o cromosomas se elige al azar un par, para
generar dos nuevas soluciones intercambiando su información,
es decir, intercambiando cierto número de bits de los que están
compuestos. Este proceso se repite para cada par de individuos,
generando una población de 56 nuevos individuos.

4.3. Mutación

La mutación de los cromosomas nos permite aumentar la di-
versidad de las soluciones, dado que el cruce y selección por sı́
mismos nos puede llevar a favorecer alguna solución. En nues-
tro caso la diversidad de las soluciones es de suma importancia,
toda vez que deseamos conocer los rangos permitidos para un
espacio de parámetros que cumple con el criterio de χ2.

4.4. Selección

Los 56 nuevos individuos, generados mediante el cruce, son
evaluados y se unen a los pasados para formar una población de
112 individuos, los cuales se ordenan para elegir a los 56 me-
jores, de acuerdo a las correspondientes soluciones obtenidas,
convirtiéndose ası́ en la nueva población.

4.5. Terminación

El algoritmo termina su ejecución cuando se ha alcanza-
do el objetivo deseado, es decir, el valor de χ2 se encuentra
por debajo de un cierto valor máximo o bien se ha alcanza-
do el número máximo de generaciones, esto último previene
el caer en un ciclo interminable. Los números máximos utili-
zados varı́an de la siguiente manera: MaxGen=1100000 para
χ2 < 1; MaxGen=220000 para los dos casos restantes, χ2 < 0,1
y χ2 < 0,01 .

5. Resultados

Los parámetros Au, Ad, Eu, Ed, φq
1 y φ

q
2 del Modelo de 2

Texturas, se acomodan como las componentes en un vector ~P,
de la siguiente forma:

~P = (Au, Ad, Eu, Ed, φ
q
1, φ

q
2).

A ~P es un punto de un espacio de seis dimensiones. Las cuatro
primeras entradas, están restringidas a los intervalos8:

mt ≥ Au ≥ mc ≥ Eu ≥ mu, mb ≥ Ad ≥ ms ≥ Ed ≥ md.

mientras que las fases de las dos últimas entradas, en los inter-
valos:

2 π ≥ φq
1 ≥ 0, 2 π ≥ φq

2 ≥ 0.

Las ecuaciones ec.17, ec.18 y ec.19 nos dan la dependencia de
Bq, Dq y Cq respecto a las masas y parámetros del modelo de
2 texturas Aq y Eq, respectivamente y su análisis se presenta a
continuación.

5.1. Análisis de Bu y Bd

Los parámetros Bu y Bd, están definidos a través de la ecua-
ción:

|Bq| =

√
(Aq − mq

1)(AF − mq
2)(Aq − mq

3)
Eq − Aq

, q = u, d. (28)

En las subfiguras a) y c) de la figura 1 se grafican los elementos
Bu y Bd respecto a los parámetros del modelo de 2 texturas. En
el eje x corresponde a Aq, en el eje y corresponde a Eq y el eje z
a Bq = Bq(Aq, Eq). Proyectando al plano Aq − Bq, (Eq = 0), las
curvas resultantes se pueden aproximar a una elipse centrada
en mq

3+mq
2

2 con vértices ubicados en los puntos (mq
2, 0) y (mq

3, 0).
Definiendo el parámetro γ como:

γ =

√
2 mq

1

mq
3 + mq

3

,

los demás parámetros de la elipse a, b y c son:

a =
mq

3 − mq
2

2
b =

√
1 − γ a, c =

√
γ a. (29)

En las subfiguras b) y d) de la figura 1 se grafican los valo-
res de los elementos Bu y Bd encontrados por el algoritmo que
reproducen VCKM .

5.2. Análisis de Du y Dd

La relación correspondiente para parámetros Du y Dd es:

|Dq| =

√
(Eq − mq

1)(Eq − mq
2)(Eq − mq

3)
Aq − Eq

, q = u, d. (30)

En las subfiguras a) y c) de la figura 2 se grafican los ele-
mentos de la matriz Du y Dd respecto a los parámetros del mo-
delo de 2 texturas. Análogamente los ejes corresponden corres-
ponde a Aq (eje x), Eq (eje y) y Dq = Dq(Aq, Eq) eje z. Proyec-
tando al plano Aq − Dq, la curva va como 1√

Aq
. Se contrastan

los valores encontrados por el algoritmo que reproducen VCKM

(subfiguras b) y d)).

5.3. Análisis de Cu y Cd

En lo referente al análisis de los elementos Cu y Cd la rela-
ción que los define corresponde a la ecuación de un plano

Aq + Eq + Cq − (m1 + m2 + m3) = 0

cuyo vector normal está dado por n̂ = 1
√

3
(1, 1, 1). La gráfica

correspondiente es la figura 3.

8Se obtienen al imponer que Bq y Dq reales, ver ecs. (17) y (ec.18).
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(a) Comportamiento teórico de Bu. (b) Soluciones genéticas para Bu.

(c) Comportamiento teórico de Bd. (d) Soluciones genéticas para Bd.

Figura 1: Gráfica de Bu (parte de arriba) y Bd (parte inferior). Las subfiguras a) y c) muestran todo el rango de valores teóricos
permitidos de Bu y Bd. Las subfiguras b) y d) muestran solo la región que reproduce VCKM encontrados por el algoritmo genético.

(a) Comportamiento teórico de Du. (b) Soluciones genéticas para Du.

(c) Comportamiento teórico de Dd . (d) Soluciones genéticas para Dd.

Figura 2: Gráfica de Du (parte de arriba) y Dd (parte inferior). Las subfiguras a) y c) muestran todo el rango de valores teóricos
permitidos de Du y Dd. Las subfiguras b) y d) muestran solo la región que reproduce VCKM encontrados por el algoritmo genético.
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(a) Comportamiento teórico de Cu . (b) Soluciones genéticas para Cu.

(c) Comportamiento teórico de Cd . (d) Soluciones genéticas para Cd.

Figura 3: Gráfica de Cu (parte de arriba) y Cd (parte inferior). Subfiguras a) y c) muestran todo el rango de valores teóricos permi-
tidos de Cu y Cd. Las subfiguras b) y d) muestran solo la región que reproduce VCKM encontrados por el algoritmo genético.
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(a) Sector u completo.
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(b) Sector u sin datos de Au/mt y Cu/mt.
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(c) Sector d completo.
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(d) Sector d sin datos de Ad/mb y Cd/mb.

Figura 4: Gráficas de las más de dos mil soluciones encontradas vs todos los parámetros normalizados (izquierda). Las correspon-
dientes a |Bu|/mt, |Du|/mt, Eu/mt(derecha y arriba) y |Bd |/mb, |Dd |/mb, Ed/mb(derecha y abajo)
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5.4. Análisis combinado
En esta sección se presenta un análisis para los elemen-

tos Au/mt, Ad/mb, |Bu|/mt, |Bd |/mb, Cu/mt, Cd/mb, |Du|/mt,
|Dd |/mb, Eu/mt y Ed/mb, para esto se grafican las más de
dos mil soluciones encontradas (eje x), contra el valor abso-
luto de los parámetros normalizados (eje y); las gráficas co-
rrespondientes se muestran en la Figura 4. Las subfiguras a)
y b) corresponden al sector u, mientras que las subfiguras c)
y d) al sector d. Puede observarse que los puntos relativos a
Au/mt y Cu/mt cubren, casi de manera uniforme, el espacio per-
mitido (Subfigura a)), empero los correspondientes a |Bu|/mt,
|Du|/mt y Eu/mt se encuentran restringidos en una región, es
decir, |Bu|/mt tiene una cota superior, no hay puntos arriba de
la recta |Bu|/mt = 0,5 y el valor mı́nimo encontrado está por
arriba de la recta |Bu|/mt = 0,06. Para los puntos |Du|/mt y
Eu/mt se observa que están acotados superiormente por la rec-
ta |Du|/mt = Eu/mt = 0,04 (Subfigura b)). Analogamente los
puntos relativos a Ad/mb y Cd/mb cubren, casi de manera uni-
forme, el espacio permitido (Subfigura c)), mientras que los
pertenecientes a |Bd |/mb se encuentran acotados por las rectas
|Bd |/mb = 0,5 (cota superior) y |Bd |/mb = 0,04 (cota inferior),
los puntos asociados a |Dd |/mb y Ed/mb son acotados superior-
mente por la recta |Dd |/mb = Ed/mb = 0,03 (Subfigura d)). Esta
evidencia numérica nos motiva a proponer la siguiente relación
para los elementos de las matrices de masa de los quarks,

|Bu| > |Du|, Eu, |Bd | > |Dd |, Ed.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha considerado un formalismo de texturas
de dos ceros para las matrices de masa de los quarks tipo u y ti-
po d. Los parámetros de libres del modelo que cumplen con las

restricciones experimentales impuestas por la VCKM se encon-
traron a través de un criterio de chi cuadrada y los resultados
importantes se enlistan a continuación.

1. Se implementó exitosamente un algoritmo genético para
encontrar, de forma numérica, los valores de los paráme-
tros del modelo teórico de texturas. Con lo que se encon-
traron los puntos ~P que tienen valores de χ2 < 1, χ2 < 0,1
y χ2 < 0,01.

2. Al graficar los elementos normalizados de las matrices
de masa |Bu|/mt, |Bd |/mb, Cu/mt y Cd/mb, se encontró
que al proyectar la gráfica de |Bu|/mt y |Bd |/mb al plano
Aq − Bq (q = u, d), la curva correspondiente se pue-
de aproximar a una elipse con parámetros dados en la
ecuación 29, mientras la gráfica correspondiente a Cu/mt,
Cd/mb, es un plano, con vector normal n̂ = 1

√
3
(1, 1, 1).

3. Se establecieron las siguientes relaciones entre los ele-
mentos de la matriz de masa: |Bu| > |Du|, Eu y |Bd | >
|Dd |, Ed.
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