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Resumen

Este artı́culo presenta una metodologı́a para la solución de los problemas cinemáticos directo e inverso utilizando cuaterniones
duales y el método Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados. La solución del problema cinemático directo se obtiene median-
te la composición de cuaterniones duales que representan la posición y orientación de las articulaciones. El problema cinemático
inverso es no lineal, por lo que se aborda utilizando el método Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados. Este método iterativo
permite obtener una solución numérica para las orientaciones de las articulaciones de la cadena cinemática que colocan al efector
final en una posición y orientación deseadas. Se utiliza una cadena cinemática de tres grados de libertad para mostrar el desempeño
de la metodologı́a propuesta.

Palabras Clave: Cinemática directa, cinemática inversa, cuaterniones duales, Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados.

Abstract

This paper introduces a methodology for the solution of forward and inverse kinematics problems using dual quaternions and the
damped least squares Jacobian method. The solution of the forward kinematics problem is given by composition of dual quaternions
that represent the position and orientation of the joints. The inverse kinematics problem is nonlinear, so it is approached using the
damped least squares Jacobian method. This iterative method allows to obtain a numerical solution for the orientations of the joints
of the kinematic chain that places the end effector in a desired position and orientation. A three degrees of freedom kinematic chain
is used to show the performance of the proposed methodology.

Keywords: Forward kinematics, inverse kinematics, dual quaternions, damped least squares Jacobian.

1. Introducción

Cuando se analiza una cadena cinemática articulada, es de
interés estudiar la relación geométrica y temporal que existe
entre el espacio de sus articulaciones y el espacio de trabajo de
su efector final. Esta relación es tratada mediante la cinemática
(Craig, 1986). El análisis cinemático directo busca determinar
el efecto acumulativo que el conjunto de las articulaciones tiene
sobre la postura (posición y orientación) del efector final. La
solución a este problema ha sido ampliamente documentado en
la literatura. En (Spong and Vidyasagar, 1989) se proporciona
una descripción profunda del método para la solución del pro-
blema cinemático directo usando matrices de transformación
homogénea. Sin embargo, la representación de la orientación
por matrices de rotación es redundante debido a que solo tres
de sus nueve parámetros son independientes (Pieper, 1968). En
(Siciliano et al., 2010) se muestran otras formas para represen-

tar rotaciones: La representación mı́nima en términos de tres
parámetros independientes, conocidos como ángulos de Euler;
y la representación axis-angle que utiliza cuatro parámetros
para expresar la rotación de un ángulo dado con respecto a
un eje en el espacio. Estas representaciones evitan la redun-
dancia de parámetros, sin embargo, es necesario traducirlas a
una matriz de rotación para el cálculo de la cinemática directa.
Diebel (2006) describe las relaciones existentes entre la cuatro
principales estructuras matemáticas para representar la orien-
tación de un cuerpo en tres dimensiones: matrices de rotación,
ángulos de Euler, cuaterniones unitarios y vectores de rota-
ción. Barrientos et al. (2007) muestran el procedimiento para
el calculo de la cinemática directa usando cuaterniones unita-
rios y cuaterniones puros. Esta representación requiere de siete
parámetros divididos un vector de posición y un cuaternión de
rotación. Jia (2015) utiliza cuaterniones para resolver el proble-
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ma de registro de forma en 3D (3D shape registration) basado
en mı́nimos cuadrados. Ramı́rez Gordillo et al. (2011) presenta
una solución basada en cuaterniones duales para el desarrollo
de la cinemática de manipuladores robóticos.

Por otro lado, el problema cinemático inverso consiste en
determinar un conjunto de parámetros que describan las orien-
taciones de las articulaciones que coloquen al efector final en
una postura deseada. Este problema es altamente no lineal, por
lo que solucionarlo de forma analı́tica es posible solamente bajo
condiciones geométricas especiales. Por ejemplo, para el caso
de una cadena cinemática de seis Grados de Libertad (GdL) en
3D, esto implica que tres de sus seis ejes se intersecten en algún
punto de la cadena (Pieper, 1968). Para analizar el problema de
forma mas general, se han desarrollado métodos numéricos que
se aproximan iterativamente a una solución. En la literatura, es
común el uso de la matriz Jacobiana para relacionar la orien-
tación de las articulaciones con la postura del efector final, lo
que implica el cálculo de la deriva de un cuaternión. Bartelink
(2012) propone el uso de métodos Jacobianos para el control de
personajes virtuales con 6 GdL. Kenwright (2012) aprovecha
la condición de nilpotencia de la unidad dual para encontrar el
diferencial de un cuaternión dual utilizando series de Taylor. El
mismo autor, en (Kenwright, 2013), presenta un método para
la solución de la cinemática inversa, linealizando el problema
y utilizando la matriz Jacobiana transpuesta y el algoritmo de
Gauss-Siedel para determinar los ángulos en las articulaciones
que colocan al efector en una posición deseada, sin imponerle
una orientación. En (Vilhena-Adorno, 2017) se demuestra la
relación existente entre la derivada de un cuaternión unitario
y la velocidad angular de un marco coordenado e introduce el
exponente y el logaritmo de un cuaternión unitario, con lo que
es capaz de interpolar un vector en tres dimensiones mediante
aproximación numérica. En (Pham et al., 2018) se desarrolla
un esquema de control de posición utilizando la matriz Jaco-
biana pseudo inversa. El esquema requiere de la solución de la
cinemática directa para el calculo del error, expresado como la
diferencia entre los cuaterniones correspondientes a la postura
deseada y la postura actual, para retroalimentarlo al al sistema.
El método linealiza al sistema y es capaz de encontrar una so-
lución para posturas de referencia constantes.

En este trabajo se presenta el método para obtener la ci-
nemática directa de una cadena articulada mediante la multi-
plicación entre cuaterniones duales y una solución numérica
para el problema cinemático inverso que relaciona un conjunto
de parámetros que describen las orientaciones articulaciones
en términos de las variables logarı́tmicas en el espacio de los
cuaterniones unitarios, y la postura del efector final deseada,
expresada en un vector de seis parámetros en el espacio de tra-
bajo. La función que realiza esta transformación está dada por
el método Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados. El
uso de cuaterniones duales permite expresar la postura de una
cadena cinemática de forma compacta, mientras que el método
numérico permite analizar cadenas cinemáticas que no cumplen
con los criterios de Pieper (1968).

El contenido de este documento se organiza de la siguiente
manera: en la sección 2 se describen las operaciones necesarias

para el desarrollo de la metodologı́a, al tiempo que se establece
la notación usada a lo largo del texto. En las sección 3 se plantea
el problema. En la Sección 4 se muestra el desempeño del al-
goritmo implementado mediante un ejemplo y se comparan sus
resultados con aquellos obtenidos utilizando la misma metodo-
logı́a basada en matrices de transformación homogénea. En la
sección 5 se describen las conclusiones obtenidas y se incluyen
algunos comentarios sobre el trabajo a futuro.

2. Preliminares

2.1. Cuaterniones
Los cuaterniones pueden entenderse como una extensión de

los números complejos al definirse tres unidades imaginarias
i, j,k con la siguiente propiedad

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

El conjunto de los cuaterniones H se define como

H ≡ {q0 + iq1 + jq2 + kq3 : q0, q1, q2, q3 ∈ R}.

Un cuaternión se puede representar como un vector colum-
na de 4 × 1

Q = [q0, q1, q2, q3]T =

[
s
~v

]
,

donde s representa la parte escalar y ~v la parte vectorial. Un
cuaternión cuyas partes escalar y vectorial son 0 y ~v, respecti-
vamente, se denomina cuaternión puro y tiene la forma

Q = [0,~v] = 0 + q1i + q2j + q3k,

este cuaternión tiene propiedades semejantes a las de un vector
en R3, por lo que puede utilizarse para representar la posición
en un espacio tridimensional (Vilhena-Adorno, 2017).

Sea Q ∈ H, el mapeo || · || : H → R se conoce como norma
y está dado por

||Q|| ≡
√

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 ≡
√

QQ∗.

Un cuaternión cuya norma ||Q|| = 1 se conoce como cuater-
nión unitario y pertenece al conjunto H1 ≡ {Q ∈ H|||Q|| = 1}.
Este conjunto constituye una esfera unitaria en un espacio de
cuatro dimensiones (Dam et al., 1998).

Todo cuaternión Q ∈ H tiene asociado un conjugado Q∗ ∈ H

Q∗ ≡ [q0, −q1, −q2, −q3]T = [s, −~v].

Sea Q ∈ H, entonces existe un cuaternión Q−1 ∈ H tal que
QQ−1 = Q−1Q = I, donde I = [1, 0] es el elemento neutro
bajo multiplicación de cuaterniones. Además Q−1 es único y se
define como

Q−1 =
Q∗

||Q||2

Desde un punto de vista geométrico se puede considerar
que Q−1 rota el mismo número de grados que Q, pero que los
ejes de rotación apuntan en direcciones opuestas, por lo tanto
la rotación dada por Q−1 cancela el efecto de la rotación dada
por Q.(Dam et al., 1998) Si Q ∈ H1, su inverso es también su
conjugado Q∗.
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Dado un vector unitario ~u = [u1, u2, u3] ∈ R3 y un ángulo
θ ∈ R

e(u1i+u2j+u3k)θ = cos(θ) + (u1i + u2j + u3k) sin(θ)

e~uθ = cos(θ) + ~u sin(θ).

La representación mapa exponencial representa una rota-
ción en el espacio tridimensional, un ángulo θ con respecto a
un eje unitario ~u. Además, para un vector cualquiera ~w ∈ R3 se
tiene

e~0 =[1, ~0]

e~w = cos(||~w||) +
~w
||~w||

sin(||~w||),

donde ~u = ~w
||~w|| y θ = ||~w||.

Mientras que para un cuaternión unitario considere

Q = e
1
2 ~uθ = cos

(
1
2θ

)
+ ~u sin

(
1
2θ

)
∈ H1. (1)

El logaritmo de (1) está dado por

log(Q) =
1
2
~uθ ∈ R3.

A partir de la representación mapa exponencial de un cua-
ternión unitario se puede ver que el cuaternión unitario depende
de tres variables: la parte vectorial de su logaritmo.

Sean Q1,Q2,Q3 ∈ H, la multiplicación entre cuaterniones,
representada por el operador ◦, está dada por

Q3 = Q1 ◦ Q2

= [s1, ~v1]T ◦ [s2, ~v2]T

=

[
s1s2 − ~v1 · ~v2

~v1 × ~v2 + s1~v2 + s2~v1

]
=

[
s1 −~vT

1
~v1 s1I + [~v1]×

] [
s2
~v2

]
, (2)

donde · y × denotan el producto escalar y vectorial en R3, res-
pectivamente, y [~v1]× es una matriz anti simétrica de producto
cruz definida [~v1]× : R3 → R3×3 de la forma

[~v1]× =

 0 −q13 q12
q13 0 −q11
−q12 q11 0

 .
El resultado obtenido en (2) muestra que la multiplicación

de dos cuaterniones se puede expresar como el segundo cua-
ternión pre multiplicado por una función matricial del primer
cuaternión, es decir

Q1 ◦ Q2 = [Q1]L4 Q2,

donde [·]L4 : H → R4×4 se denomina operador izquierdo y su
forma generalizada es la siguiente

[Q]L4 =

[
s −~vT

~v sI + [~v]×

]
=


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0

 . (3)

Existe una función matricial de cuaterniones conjugados tal
que

Q1 ◦ Q2 = [Q2]R4 Q1,

donde [·]R4 : H → R4×4, se denomina operador derecho y se
define de la siguiente manera

[Q]R4 =

[
s −~vT

~v sI − [~v]×

]
=


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0

 . (4)

Sean Q1,Q2,Q3,Q4 ∈ H, utilizando los operadores defini-
dos, la multiplicación de cuaterniones se puede expresar de dos
maneras distintas

Q4 = Q1Q2Q3 = [[Q1]L4 Q2]L4 Q3 = [Q1]L4 [Q3]R4 Q2.

La multiplicación entre cuaterniones permite componer
transformaciones en el espacio tridimensional, por lo que es la
herramienta fundamental para encontrar la solución al proble-
ma cinemático directo.

2.2. Cuaterniones duales
Sea â = ap + εad un número dual, donde ap es la parte

primaria, mientras que ad es la parte dual. Ambas partes están
compuestas por el mismo tipo de elementos: escalares, núme-
ros complejos o cuaterniones. Cuando ambas partes se compo-
nen de cuaterniones, el número dual se conoce como cuaternión
dual y se puede definir el conjunto de los cuaterniones duales

H ≡ {h1 + εh2 : h1, h2 ∈ H, ε , 0, ε2 = 0}.

Un cuaternión dual se puede expresar de las siguientes ma-
neras

Q̂ =a + bi + c j + dk + ε( f + gi + h j + mk)
=Qprim + εQdual

=

[
Qprim

Qdual

]
.

Los cuaterniones duales tienen propiedades algebraicas si-
milares a las de los cuaterniones, por lo que la norma, el conju-
gado y el inverso se definen de la misma forma.

Sean Q̂1, Q̂2, Q̂3 ∈ H , la multiplicación entre cuaterniones
duales se puede realizar algebraicamente como el producto en-
tre polinomios, por ejemplo

Q̂3 =Q̂1Q̂2 = (Q1prim + εQ1dual )(Q2prim + εQ2dual )
=Q1prim Q2prim + εQ1dual Q2prim + εQ1prim Q2dual

+ ε2Q1dual Q2dual

=Q1prim Q2prim + ε(Q1prim Q2dual + Q1dual Q2prim )
+ 0 · Q1dual Q2dual

=Q1prim Q2prim + ε(Q1prim Q2dual + Q1dual Q2prim ).

La propiedad de nilpotencia de ε permite que el resultado
de multiplicar dos cuaterniones duales sea un cuaternión dual.
La multiplicación entre cuaterniones duales no es conmutativa,
por lo que, en general

Q̂1Q̂2 , Q̂2Q̂1.
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La multiplicación entre cuaterniones duales se puede expre-
sar de la siguiente manera

Q̂1Q̂2 = [Q̂1]L8 Q̂2,

donde el operador matricial [·]L8 : H → R8×8, denominado
operador dual izquierdo, transforma linealmente el cuaternión
dual en una matriz cuadrada de dimensión 8 × 8 de la forma

[Q̂]L8 =

[
[Qprim]L4 04×4
[Qdual]L4 [Qprim]L4

]
,

el operador matricial [·]L4 se definió en (3).

Una multiplicación entre dos cuaterniones duales también
se puede expresar como

Q̂1Q̂2 = [Q̂2]R8 Q̂1,

donde el operador matricial [·]R8 : H → R8×8, denominado
operador dual derecho, transforma linealmente el cuaternión
dual en una matriz cuadrada de dimensión 8 × 8 de la forma

[Q̂]R8 =

[
[Qprim]R4 04×4
[Qdual]R4 [Qprim]R4

]
,

el operador matricial [·]R4 se definió en (4).

Entonces, es posible expresar la multiplicación de tres cua-
terniones duales de la siguiente manera

Q̂4 = Q̂1Q̂2Q̂3

= [[Q̂1]L8 Q̂2]L8 Q̂3

= [Q̂1]L8 [Q̂3]R8 Q̂2.

La postura de un cuerpo rı́gido se puede describir utilizan-
do un sólo cuaternión dual. Una postura dada puede alcanzar-
se mediante una sucesión de movimientos ordenados de rota-
ción y traslación. Como la multiplicación de cuaterniones no es
conmutativa, esto puede ocurrir de dos maneras distintas. Sean
Q̂ ∈ H , r = e

1
2 ~uθ ∈ H1 y ~p1, ~p2 ∈ R

3.

a) Suponga que el cuerpo rota r y después se traslada ~p1

Q̂ = r + ε 1
2 r~p1 (5)

b) Suponga que un cuerpo se traslada ~p2 y después rota r

Q̂ = r + ε 1
2~p2r (6)

z
0

F
0

F
2

x
0 y

0

r

z
2

x
2

y
2

p
2

z0

F0

F
1

x0 y0
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z
1

x
1

y
1

p
1

a) b)

Figura 1: a) Rotación r seguida de una traslación ~p1. b) Traslación ~p2 seguida
de una rotación r

La Figura 1 muestra una interpretación gráfica de las di-
ferencias entre rotar o trasladar primero. Note que en ambos
casos el cuaternión de rotación es el mismo, pero ocurre en
sistemas de coordenadas diferentes. Por otro lado, los vectores
de traslación son diferentes ya que las traslaciones ocurren en
sistemas de coordenadas diferentes. En una cadena cinemática
las rotaciones y traslaciones de la articulación i se realizan con
respecto a la articulación i − 1, ademas las longitudes de los
eslabones son constantes, mientras que las orientaciones de las
articulaciones son variables, por ello es conveniente elegir la
representación donde primero ocurre la traslación y después la
rotación, de esta manera el vector de traslación ~p2 es indepen-
diente del cuaternión de rotación r.

2.3. Derivada de un cuaternión con respecto a sus variables
logaritmicas

La derivada de un cuaternión con respecto al tiempo sigue
las mismas reglas de derivación para un vector en R3, por lo
que las leyes del producto y de la cadena también se cumplen
(Dam et al., 1998). Siguiendo las misma reglas, se puede de-
finir la derivada de un cuaternión con respecto a su logarit-
mo de la siguiente manera: Sean ~w = [w1, w2, w3] ∈ R3 y
Q = Q(~w) = e~w ∈ H1, las derivadas parciales de Q con respecto
a ~w para ||~w|| , 0 están dadas por

∂Q(~w)
∂wk

=(ak − wk)
sin(||~w||)
||~w||

+ wk~w
(

cos(||~w||)
||~w||2

−
sin(||~w||)
||~w||3

)
. (7)

Si ||~w|| = 0, entonces

∂Q(~w)
∂wk

= ak, (8)

para todo k ∈ {1, 2, 3}, donde ak = 1(k=1)i + 1(k=2)j + 1(k=3)k.

Considere un cuaternión dual unitario de la forma Q̂ =(
1 + 1

2ε~p
)

e~w, donde ~p ∈ H y e~w ∈ H1, note que en este caso
unicamente e~w depende las variables logarı́tmicas ~w. Utilizan-
do la regla del producto se obtienen las derivadas parciales con
respecto a sus variables logarı́tmicas

∂

∂~w

((
1 + 1

2ε~p
)

e~w
)

=
(
1 + 1

2ε~p
) ∂

∂~w
e~w (9)

3. Planteamiento del problema

3.1. Cinemática directa

El problema cinemático directo busca determinar la posi-
ción y orientación del efector final dada una configuración de
las articulaciones de una cadena cinemática, el problema está
descrito por

~e = f (Φ), (10)
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donde f es una función no lineal con una solución única, Φ es
la configuración de la cadena cinemática dada por

Φ =
[
~Φ1 ~Φ2 · · · ~Φn

]T
, (11)

donde ~Φi = log(QR
i ) es la configuración de la articulación i con

respecto a la articulación i− 1, y ~e es la postura del efector final
en el espacio de trabajo, dada por

~e =

[
p
φ

]
=

[
px py pz φx φy φz

]T
, (12)

donde el vector p expresa la posición del efector final y el vec-
tor φ expresa la orientación del efector final.

La solución al problema cinemático directo está dado por la
composición de cuaterniones que representan la postura relativa
de las articulaciones de la cadena cinemática y del efector final

Q̂W
e (~Φ) = Q̂W

n (~Φ)Q̂R
e

= Q̂W
0 Q̂R

1 (~Φ1)Q̂R
2 (~Φ2) · · · Q̂R

n−1(~Φn − 1)Q̂R
n (~Φn)Q̂R

e ,
(13)

donde Q̂W
e (~Φ) describe la postura del efector final con respec-

to al sistema de coordenadas global, Q̂W
0 describe al sistema

de coordenadas global, Q̂W
n (~Φ) describe la postura de la arti-

culación n con respecto al sistema de coordenadas global, Q̂R
e

describe la postura del efector final con respecto a la articu-
lación n y Q̂R

i (~Φi) describe la postura de la articulación i con
respecto a la articulación i − 1, todos los cuaterniones duales
están expresados usando (6).

A partir de Q̂W
e (~Φ) = QW

eprim
+ εQW

edual
= QW

e + 1
2ε~p

W
e QW

e se
puede extraer la posición del efector final con respecto al siste-
ma de coordenadas global

~pW
e = 2QW

edual
(QW

eprim
)∗

y la orientación del efector final con respecto al sistema de coor-
denadas global

2 log(QW
e ) = 2

(
1
2~uθ

)
= 2

(
~vW

e

||~vW
e ||

)
arc cos(sW

e ),

obteniendo la solución

~e =

[
p
φ

]
=

[
~pW

e
2 log(QW

e )

]
. (14)

3.2. Cinemática inversa
El problema cinemático inverso busca determinar la confi-

guración de las articulaciones que coloque al efector final en
una postura deseada. Dada la función f descrita en (10), el vec-
tor de postura ~e descrito en (12)y el vector de configuración de
las articulaciones Φ descrito en (11), el problema cinemático
inverso de describe mediante

Φ ∈ f −1(~e),

lo que implica que pueden existir múltiples soluciones, o nin-
guna. La matriz Jacobiana

J =

[
Jp(Φ)
Jφ(Φ)

]

relaciona las velocidades de las articulaciones y las velocidades
del efector final de la siguiente manera

~̇e = JΦ̇.

El método Jacobiano se utiliza para resolver el problema
cinemático inverso de forma iterativa, cambiando la configu-
ración de la cadena cinemática de tal forma que la posición y
orientación del efector final se acerque poco a poco a la posición
y orientación deseadas. Lo anterior se consigue determinando
la manera en que un cambio en la configuración de la cadena
produce un cambio en la posición y orientación del efector final.

Dados ~e ∈ R6 y Φ ∈ R3n la matriz Jacobiana J(~e,Φ) ∈ R6×3n

está dada por

J(~e, Φ) =


∂e1

∂~Φ1
· · ·

∂e1

∂~Φm
...

. . .
...

∂e6

∂~Φ1
· · ·

∂e6

∂~Φm

 , (15)

donde ∂ek

∂~Φi
=

(
∂ek

∂~Φi,1
, ∂ek

∂~Φi,2
, ∂ek

∂~Φi,3

)
para i = {1, 2, . . . , m} y

k = {1, 2, . . . , 6}.

Entonces, la relación entre el cambio en la posición y orien-
tación del efector final y la configuración de la cadena cinemáti-
ca se puede aproximar linealmente

∆~e ≈
∂~e
∂Φ

∆Φ = J(~e, Φ)∆Φ,

lo que significa que un pequeño cambio ∆~Φ en la configuración
de la cadena tendrá como consecuencia un pequeño cambio ∆~e
en la posición y orientación del efector final. La relación inversa
está dada por

∆Φ ≈ J(~e, Φ)−1∆~e.

Es común que la matriz Jacobiana no sea invertible, en estos
casos se recurre a métodos alternativos como el de la matriz Ja-
cobiana transpuesta, matriz Jacobiana pseudoinversa o el méto-
do Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados (Bartelink,
2012).

3.2.1. Método Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortigua-
dos

El método Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados
busca evitar las singularidades asociadas al método Jacobiano
pseudoinverso, calculando el cambio en la configuración ∆~Φ
dado un cambio en la posición y orientación del efector final
∆~e mediante la siguiente expresión

∆Φ = JT (JJT + γ2I)−1∆~e,

donde I es una matriz identidad de 6 × 6 y γ ∈ R es una cons-
tante de amortiguamiento cuyo valor se elige lo suficientemente
grande para eliminar las singularidades, pero considerando que
a medida que este valor crece la tasa de convergencia se hace
lenta. ∆~e = ~g − ~e = ~g − f (Φ) es la diferencia entre la postura
actual del efector final ~e y la postura objetivo del efector final ~g,
sin embargo, la aproximación ∆Φ solo es valida para pequeños
cambios ∆~e, por lo tanto es conveniente acercar el efector final
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~e al objetivo ~g solamente una fracción α ∈ [0, 1]. Entonces se
define ∆~e = α(~g − ~e). La nueva configuración Φnueva = Φ + ∆Φ

conduce a una nueva postura del efector final ~enueva = f (Φnueva).
La solución de este método da el minimizador de

||J∆Φ − ∆~e||2 + γ2||∆Φ||2.

3.3. Cálculo de la matriz Jacobiana
El cálculo de la matriz Jacobiana consiste en determinar los

vectores columna de ∂~e
∂~Φi,k

de acuerdo con (15). Dada una confi-

guración Φ, los vectores de traslación ~pR
i y Q̂W

0 , se pueden cal-
culas los cuaterniones duales Q̂R

i y Q̂W
i para todo i ∈ {1, . . . , n}.

De acuerdo con la definición del mapa exponencial, QR
i es una

función de los valores logarı́tmicos ~w := (w1, w2, w3) = ~Φi.

QR
i (~w) = e~w.

Utilizando las definiciones de la derivada de un cuater-
nión dadas en (7) y (8) y la regla del producto dada en (9)
se puede obtener la derivada del cuaternión dual Q̂R

i (~w) =(
1 + 1

2ε~p
R
i

)
QR

i (~w)

∂Q̂R
i (~w)
∂wk

=
(
1 + 1

2ε~p
R
i

) ∂QR
i (~w)
∂~wk

.

El cuaternión dual Q̂W
e (~w) se obtiene usando (13). Se re-

quiere encontrar la derivada de ~e = (~pW
e , log(QW

e )), por lo que
utilizando la forma Q̂W

e (~w) =
(
1 + 1

2ε~p
W
e (~w)

)
QW

e (~w), conside-
rando que el cuaternión de rotación QW

e y el vector de posi-
ción ~pW

e dependen de ~w, y aplicando la regla del producto para
cuaterniones duales, la derivada ∂Q̂W

e (~w)
∂wk

se obtiene mediante la
expresión

∂Q̂W
e (~w)
∂wk

=
∂

∂wk

((
1 + 1

2ε~p
W
e (~w)

)
QW

e (~w)
)

=
∂QW

e (~w)
∂wk

+ 1
2ε

(
∂~pW

e (~w)
∂wk

QW
e (~w) + ~pW

e (~w) ∂QW
e (~w)
∂wk

)
,

a partir de la cual se pueden obtener las derivadas de ~pW
e (~w) y

QW
e como sigue

∂~pW
e (~w)
∂wk

=

(
2D

(
∂Q̂W

e (~w)
∂~wk

)
− ~pW

e (~w)R
(
∂Q̂W

e (~w)
∂~wk

))
(QW

e (~w))−1

∂QW
e (~w)
∂wk

=R

(
∂Q̂W

e (~w)
∂wk

)
,

donde R(·) y D(·) dan la parte real y la parte dual del cuaternión
dual, respectivamente.

Para obtener la derivada de ~oW
e (~w) := (o1(~w), o2(~w), o3(~w)) =

log(QW
e (~w)), a partir de la derivada de QW

e (~w), se utiliza la regla
de la cadena para obtener la siguiente expresión

∂QW
e (~w)
∂wk

=
∂QW

e (~w)
∂~ol(~w)

∂~ol(~w))
∂wk

para k ∈ {1, 2, 3} y l ∈ {1, 2, 3}. Despejando, se obtiene la
derivada de ~oW

e (~w) con

∂~ol(~w)
∂wk

= S
((
∂QW

e (~w)
∂~ol

)∗
∂QW

e (~w)
∂wk

,

)

donde S (·) dá la parte escalar de un cuaternión. Entonces, las
derivadas parciales de ~e(~w) están dadas por

∂~e(~w)
∂wk

=

(
∂~pW

e (~w)
∂wk

,
∂~oW

e (~w)
∂wk

)

4. Ejemplo

Considere un sistema de coordenadas inercial global x0y0z0
y una cadena cinemática planar de 3 GdL con un sistema de
coordenadas local xiyizi adjunto a cada articulación i, como se
muestra en la Figura 2. Todos los sistemas coordenados son
dextrógiros. Cada articulación i está desplazada con respecto a
la articulación i − 1 una distancia ai sobre el eje xi−1 y gira un
ángulo θi en torno al eje zi. Entonces, el cuaternión que expresa
la posición relativa entre las articulaciones está dado por

~pR
i = [0 ~pR

i ]T = [0 ai 0 0]T ,

mientras que la configuración de cada una de las articulaciones
en términos de sus variables logarı́tmicas está dada por

Φi =
1
2
~uiθi = [0 0 1]T θi

2
,

siendo i = {1, 2, 3}. El cuaternión que expresa la posición del
efector final con respecto a la articulación n está dado por

~pR
e = [0 ~pR

e ]T = [0 ae 0 0]T .

La configuración que expresa la orientación del efector final
con respecto a la articulación n está dado por Φe = [0 0 0]
ya que su orientación está determinada por la orientación de la
articulación n.

z
0

a
3

θ
1

a
2

a
1

θ
3

θ
2

a
e

x
0

y
0

u
1

u
2

u
3

Figura 2: Cadena cinemática 3GdL. Los ejes de los sistemas coordenados loca-
les se representan por colores: x-rojo, y-verde, z-azul. Todos los ejes z ”salen”de
la hoja.

Para este ejemplo las distancias entre las articulaciones, ex-
presadas en milı́metros, son

a =
[
0 60 100

]
,

y entre el efector final y la articulación 3

ae = 80.
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La configuración inicial de las articulaciones se estableció
con θi = 0 para i = {1, 2, 3}, es decir, con la cadena cinemática
extendida sobre el eje x0. Siguiendo el procedimiento descri-
to en la sección 3.1 se obtiene el cuaternión dual que expresa
la postura del efector final con la configuración inicial de las
articulaciones

Q̂W
e0

=
[
1 0 0 0 0 120 0 0 0

]T
,

y la postura del efector final en el espacio de trabajo

~e0 =
[
240 0 0 0 0 0

]T
. (16)

Para determinar los valores de α y γ se estableció un valor
para α = 0,5 y se comprobó el comportamiento del sistema para
valores de γ en un rango de 0,1 a 0,9, para una postura deseada
del efector final en el espacio de trabajo

~g =
[
−190,5256 −110 0 0 0 0 3,6652

]
. (17)
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Figura 3: Trayectoria de la articulación 2 para distintos valores de γ.
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Figura 4: Trayectoria del efector final para distintos valores de γ.

La Figura 3 muestra la trayectoria de la articulación 2 para
distintos valores de γ. Entre γ = 0,1 y γ = 0,5 ocurre un sobre
impulso, que crece a media que el valor de γ aumenta, sin em-
bargo, para valores mayores a γ = 0,5 y hasta γ = 0,9, el sobre
impulso desaparece. Las otras articulaciones presentan un com-
portamiento similar. La Figura 4 muestra que a medida que el
valor de γ aumenta, el efector final se acerca a la postura objeti-
vo de manera mas suave. Sin embargo, valores altos de γ tienen
un efecto negativo en la cantidad de iteraciones necesarias para

alcanzar la postura deseada y en el error de aproximación final.
La tabla 1 muestra estos efectos.

γ No. de Iteraciones Error
0.1 19 0.0006
0.3 20 0.0008
0.5 21 0.0010
0.7 23 0.0007
0.9 25 0.0009

Tabla 1: Efecto del valor de γ en el comportamiento del sistema

De manera similar se analizó el comportamiento del sistema
para valores de entre α = 0,1 y α = 0,9, manteniendo γ = 0,9.
La figura 5 muestra que a medida que α aumenta, la trayectoria
de la articulación 2 converge mas rápido a una solución. Las
otras articulaciones tienen un comportamiento semejante.
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Figura 5: Trayectoria de la articulación 2 para distintos valores de α.
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Figura 6: Trayectoria del efector final para distintos valores de α.

α No. de Iteraciones Error
0.1 100 0.0137
0.3 40 0.0010
0.5 25 0.0009
0.7 21 0.0006
0.9 12 0.0007

Tabla 2: Efecto del valor de α en el comportamiento del sistema

La figura 6 permite observar el comportamiento del efector
final para distintos valores de α. Cuando α = 0,1 el efector
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final se aproxima lentamente al objetivo, describiendo una tra-
yectoria suave formada por muchos puntos, la mayor densidad
de puntos ocurre cuando se encuentra muy cerca del objetivo.
Cuando α = 0,9 el efector final se aproxima rápidamente al
objetivo en muy pocas iteraciones y describe una trayectoria
caracterizada por grandes desplazamientos en linea recta. La
tabla 2 muestra la relación entre distintos valores de α y el nu-
mero de iteraciones para alcanzar la postura objetivo y el error
de aproximación final.

Considerando los resultados mostrados en las tablas 1 y
2 y haciendo un balance entre el número de iteraciones y el
error de aproximación final, se eligieron los valores α = 0,55
y γ = 0,22. Se estableció la postura inicial como en (16) y la
postura deseada como en (17).
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Figura 7: Trayectoria de las articulaciones para alcanzar la postura deseada ~g,
utilizando cuaterniones duales.
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Figura 8: Trayectoria del efector final para alcanzar la postura deseada ~g, utili-
zando cuaterniones duales.

El algoritmo implementado de acuerdo con la sección 3.2 da
como resultado el vector que expresa la postura final del efector
final en el espacio de trabajo

~e f =
[
−190,5252 −109,9996 0 0 0 3,6652

]T
(18)

en un total de 17 iteraciones y con una norma del error

||~g − ~e f || = 4,6671 × 10−4. (19)

Las Figuras 7 y 8 muestran las trayectorias de las articula-
ciones y del efector final, respectivamente, utilizando el méto-
do Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados basado cua-
terniones duales. Se observa que las trayectorias se aproximan
rápidamente al objetivo durante las primeras iteraciones y des-
pués se estabilizan lentamente.

A modo de comparación, se implementó el método Jaco-
biano de mı́nimos cuadrados amortiguados utilizando matrices
de transformación homogénea. Bajo las mismas condiciones y
con un máximo de 30 iteraciones, el método falla en aproxi-
marse a la postura deseada. Esto ocurre para cualquier postura
deseada ubicada en el tercer y cuarto cuadrante del plano xy.
Las Figuras 9 y 10 muestran las trayectorias de las articulacio-
nes y del efector final, respectivamente, utilizando el método
Jacobiano de mı́nimos cuadrados amortiguados basado en ma-
trices de transformación homogénea.
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Figura 9: Trayectoria de las articulaciones para alcanzar la postura deseada ~g,
utilizando matrices de transformación homogénea.
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Figura 10: Trayectoria del efector final para alcanzar la postura deseada ~g, uti-
lizando matrices de transformación homogénea.

Cabe señalar que ambas versiones del método tienen un
desempeño similar cuando se trata de posturas dentro del pri-
mer y segundo cuadrante del plano xy.

5. Conclusiones

En este trabajo se implementó un método para el análisis
cinemático de una cadena articulada basado en cuaterniones
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duales que dependen de la configuración de sus articulaciones.
Particularmente, el problema cinemático inverso se abordó uti-
lizando un método numérico que aproxima el efector final a
una postura deseada modificando la configuración de las articu-
laciones en pequeños incrementos en cada iteración.

Si bien el método es capaz de encontrar una solución para
cualquier postura dentro del espacio de trabajo del efector final,
las trayectorias de las articulaciones y del efector final no son
óptimas, esto se debe a dos factores: 1) en esta etapa de la in-
vestigación se decidió no limitar el rango de movimiento de las
articulaciones, para que fueran libres de adoptar cualquier posi-
ción, incluidas aquellas donde ocurren colisiones entre los esla-
bones. 2) las constantes α y γ no son óptimas, es decir, se eligie-
ron de forma heurı́stica, realizando un balance entre el número
de iteraciones necesarias para alcanzar el objetivo y el error de
aproximación final.

Por lo tanto, el trabajo a futuro incluye el desarrollo de algo-
ritmos que permitan: 1) imponer limites al rango de movimiento
de las articulaciones y 2) la elección sistemática de los valores
de α y γ, con el objetivo de mejorar las trayectorias descritas
por las articulaciones y el efector final.
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robótica. McGraw-Hill.

Bartelink, M. E. (2012). Global inverse kinematics solver for linked mecha-
nisms under joint limits and contacts. The BIRTH game. PhD thesis, Uni-
versiteit Utrecht. European Design Centre.

Craig, . (1986). Introduction to robotics : mechanics & control / John J. Craig.
Addison-Wesley Pub. Co.,, Reading, Mass. Includes bibliographies and in-
dex.

Dam, E. B., Koch, M., and Lillholm, M. (1998). Quaternions, interpolation and
animation. Technical report.

Diebel, J. (2006). Representing attitude: Euler angles, unit quaternions, and
rotation vectors.

Jia, Y.-B. (2015). Quaternions and rotations.
Kenwright, B. (2012). A beginners guide to dual-quaternions: What they are,

how they work, and how to use them for 3d character hierarchies. In 20th
International Conference in Central Europe on Computer Graphics, Visua-
lization and Computer Vision, pages 1–10. 20th International Conference in
Central Europe on Computer Graphics, Visualization and Computer Vision
2012, WSCG 2012 ; Conference date: 26-06-2012 Through 28-06-2012.

Kenwright, B. (2013). Inverse kinematics with dual-quaternions, exponential-
maps, and joint limits. International Journal on Advances in Intelligent
Systems, 6(1, 2).

Pham, H.-L., Perdereau, V., Adorno, B. V., and Fraisse, P. (2018). Position and
orientation control of robot manipulators using dual quaternion feedback. In
IROS, pages 658–663. IEEE.

Pieper, D. (1968). The Kinematics of Manipulators Under Computer Control.
Computer Science Department. Stanford University.

Ramı́rez Gordillo, J., Merchán Cruz, E., Lugo González, E., Rodrı́guez Cañizo,
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en cuaterniones duales. Revista Iberoamericana de Automática e Informáti-
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