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Resumen

Este articulo presenta una metodologia para la solucién de los problemas cinematicos directo e inverso utilizando cuaterniones
duales y el método Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados. La solucion del problema cinematico directo se obtiene median-
te la composicién de cuaterniones duales que representan la posicién y orientacién de las articulaciones. El problema cinemético
inverso es no lineal, por lo que se aborda utilizando el método Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados. Este método iterativo
permite obtener una soluciéon numérica para las orientaciones de las articulaciones de la cadena cinemadtica que colocan al efector
final en una posicién y orientacion deseadas. Se utiliza una cadena cinematica de tres grados de libertad para mostrar el desempefio
de la metodologia propuesta.

Palabras Clave: Cinemdtica directa, cinematica inversa, cuaterniones duales, Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados.

Abstract

This paper introduces a methodology for the solution of forward and inverse kinematics problems using dual quaternions and the
damped least squares Jacobian method. The solution of the forward kinematics problem is given by composition of dual quaternions
that represent the position and orientation of the joints. The inverse kinematics problem is nonlinear, so it is approached using the
damped least squares Jacobian method. This iterative method allows to obtain a numerical solution for the orientations of the joints
of the kinematic chain that places the end effector in a desired position and orientation. A three degrees of freedom kinematic chain
is used to show the performance of the proposed methodology.

Keywords: Forward kinematics, inverse kinematics, dual quaternions, damped least squares Jacobian.

1. Introduccion tar rotaciones: La representaciéon minima en términos de tres
parametros independientes, conocidos como angulos de Euler;
y la representacién axis-angle que utiliza cuatro parametros
para expresar la rotacién de un angulo dado con respecto a
un eje en el espacio. Estas representaciones evitan la redun-
dancia de pardmetros, sin embargo, es necesario traducirlas a

una matriz de rotacion para el célculo de la cinemética directa.

Cuando se analiza una cadena cinematica articulada, es de
interés estudiar la relacion geométrica y temporal que existe
entre el espacio de sus articulaciones y el espacio de trabajo de
su efector final. Esta relacion es tratada mediante la cinemadtica
(Craig, 1986). El andlisis cinemético directo busca determinar

el efecto acumulativo que el conjunto de las articulaciones tiene
sobre la postura (posicion y orientacion) del efector final. La
solucidn a este problema ha sido ampliamente documentado en
la literatura. En (Spong and Vidyasagar, 1989) se proporciona
una descripcién profunda del método para la solucién del pro-
blema cinemdtico directo usando matrices de transformacién
homogénea. Sin embargo, la representacién de la orientacién
por matrices de rotacion es redundante debido a que solo tres
de sus nueve parametros son independientes (Pieper, 1968). En
(Siciliano et al., 2010) se muestran otras formas para represen-
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Diebel (2006) describe las relaciones existentes entre la cuatro
principales estructuras matemadticas para representar la orien-
tacion de un cuerpo en tres dimensiones: matrices de rotacion,
dngulos de Euler, cuaterniones unitarios y vectores de rota-
cién. Barrientos et al. (2007) muestran el procedimiento para
el calculo de la cinemadtica directa usando cuaterniones unita-
rios y cuaterniones puros. Esta representacion requiere de siete
pardmetros divididos un vector de posicién y un cuaternién de
rotacién. Jia (2015) utiliza cuaterniones para resolver el proble-
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ma de registro de forma en 3D (3D shape registration) basado
en minimos cuadrados. Ramirez Gordillo et al. (2011) presenta
una solucién basada en cuaterniones duales para el desarrollo
de la cinemética de manipuladores robdticos.

Por otro lado, el problema cinemético inverso consiste en
determinar un conjunto de parametros que describan las orien-
taciones de las articulaciones que coloquen al efector final en
una postura deseada. Este problema es altamente no lineal, por
lo que solucionarlo de forma analitica es posible solamente bajo
condiciones geométricas especiales. Por ejemplo, para el caso
de una cadena cinemética de seis Grados de Libertad (GdL) en
3D, esto implica que tres de sus seis ejes se intersecten en algtin
punto de la cadena (Pieper, 1968). Para analizar el problema de
forma mas general, se han desarrollado métodos numéricos que
se aproximan iterativamente a una solucion. En la literatura, es
comun el uso de la matriz Jacobiana para relacionar la orien-
tacion de las articulaciones con la postura del efector final, lo
que implica el célculo de la deriva de un cuaternién. Bartelink
(2012) propone el uso de métodos Jacobianos para el control de
personajes virtuales con 6 GdL. Kenwright (2012) aprovecha
la condicién de nilpotencia de la unidad dual para encontrar el
diferencial de un cuaternién dual utilizando series de Taylor. El
mismo autor, en (Kenwright, 2013), presenta un método para
la solucién de la cinemadtica inversa, linealizando el problema
y utilizando la matriz Jacobiana transpuesta y el algoritmo de
Gauss-Siedel para determinar los dngulos en las articulaciones
que colocan al efector en una posiciéon deseada, sin imponerle
una orientacién. En (Vilhena-Adorno, 2017) se demuestra la
relacion existente entre la derivada de un cuaternién unitario
y la velocidad angular de un marco coordenado e introduce el
exponente y el logaritmo de un cuaternién unitario, con lo que
es capaz de interpolar un vector en tres dimensiones mediante
aproximacién numérica. En (Pham et al., 2018) se desarrolla
un esquema de control de posicién utilizando la matriz Jaco-
biana pseudo inversa. El esquema requiere de la solucién de la
cinemadtica directa para el calculo del error, expresado como la
diferencia entre los cuaterniones correspondientes a la postura
deseada y la postura actual, para retroalimentarlo al al sistema.
El método linealiza al sistema y es capaz de encontrar una so-
lucién para posturas de referencia constantes.

En este trabajo se presenta el método para obtener la ci-
nemdtica directa de una cadena articulada mediante la multi-
plicacién entre cuaterniones duales y una solucién numérica
para el problema cinematico inverso que relaciona un conjunto
de parametros que describen las orientaciones articulaciones
en términos de las variables logaritmicas en el espacio de los
cuaterniones unitarios, y la postura del efector final deseada,
expresada en un vector de seis pardmetros en el espacio de tra-
bajo. La funcién que realiza esta transformacion estd dada por
el método Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados. El
uso de cuaterniones duales permite expresar la postura de una
cadena cinematica de forma compacta, mientras que el método
numérico permite analizar cadenas cinemadticas que no cumplen
con los criterios de Pieper (1968).

El contenido de este documento se organiza de la siguiente
manera: en la seccidn 2 se describen las operaciones necesarias

para el desarrollo de la metodologia, al tiempo que se establece
la notacién usada a lo largo del texto. En las seccion 3 se plantea
el problema. En la Seccién 4 se muestra el desempeifio del al-
goritmo implementado mediante un ejemplo y se comparan sus
resultados con aquellos obtenidos utilizando la misma metodo-
logfa basada en matrices de transformacién homogénea. En la
seccidn 5 se describen las conclusiones obtenidas y se incluyen
algunos comentarios sobre el trabajo a futuro.

2. Preliminares

2.1.  Cuaterniones

Los cuaterniones pueden entenderse como una extension de
los nimeros complejos al definirse tres unidades imaginarias
1, J, k con la siguiente propiedad

iP=j =k*=ijk = -1.
El conjunto de los cuaterniones H se define como

H = {qo +ig1 +jq2 +Kq3 : q0,q1,92,95 € R}.

Un cuaternién se puede representar como un vector colum-
nade4 x 1

S
0= [110, q1> 92, 6]3]T = [‘7‘] s

donde s representa la parte escalar y ¥ la parte vectorial. Un
cuaternién cuyas partes escalar y vectorial son 0 y ¥, respecti-
vamente, se denomina cuaternion puro y tiene la forma

0 =1[0,V] =0+ qii + q2j + gk,

este cuaternion tiene propiedades semejantes a las de un vector
en R3, por lo que puede utilizarse para representar la posicion
en un espacio tridimensional (Vilhena-Adorno, 2017).

Sea Q € H, el mapeo || - || : H — R se conoce como norma
y estd dado por

10l = \4§ + a7 + 45 + 45 = VOO".

Un cuaternion cuya norma ||Q|| = 1 se conoce como cuater-
nién unitario y pertenece al conjunto H; = {Q € H|||Q|| = 1}.
Este conjunto constituye una esfera unitaria en un espacio de
cuatro dimensiones (Dam et al., 1998).

Todo cuaternién Q € H tiene asociado un conjugado Q* € H
0" = 90, —q1, —q2, —q31" =[5, —¥l.

Sea Q € H, entonces existe un cuaternién Q~' € H tal que
00! = 07'Q = I, donde I = [1,0] es el elemento neutro
bajo multiplicacién de cuaterniones. Ademds Q™' es tinico y se
define como

Q*

-1 _ 2
g = 0I12

Desde un punto de vista geométrico se puede considerar
que Q™' rota el mismo ndmero de grados que Q, pero que los
ejes de rotacién apuntan en direcciones opuestas, por lo tanto
la rotacién dada por Q' cancela el efecto de la rotacién dada
por Q.(Dam et al., 1998) Si Q € Hj, su inverso es también su
conjugado Q.
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Dado un vector unitario # = [uy, us, us] € R3 y un angulo

feR
eliieit sk — cog(0) + (uyi + unj + usk) sin(6)
" = cos(0) + W sin(d).

La representacién mapa exponencial representa una rota-
cién en el espacio tridimensional, un dngulo 6 con respecto a
un eje unitario ii. Ademds, para un vector cualquiera w € R3 se
tiene

¢ =[1,0]

.
W 3 Y sindie
eV =cos(||w||) + & sin(||w])),

donde @ = Xy o = ||

i

Mientras que para un cuaternién unitario considere
1= S .
0 =e2" = cos (%6) + usm(%é’) cHj. 6))
El logaritmo de (1) esta dado por

1
log(Q) = Eﬁe eR3.

A partir de la representacién mapa exponencial de un cua-
ternién unitario se puede ver que el cuaternion unitario depende
de tres variables: la parte vectorial de su logaritmo.

Sean Qi, 0>, O3 € H, la multiplicacién entre cuaterniones,
representada por el operador o, estd dada por

03=0100,

T T
=[s1, V11" o [s2, ]

- -
S182 = Vi V2
\71 X \72 + Sll_))z + 52\71

- [Sl i [E] @

\71 sl + [\71]><
donde - y x denotan el producto escalar y vectorial en R, res-
pectivamente, y [V;]* es una matriz anti simétrica de producto
cruz definida [# 1% : R? — R*>3 de la forma

0 -qi3 qn
1 = q13 0  —quf.
—q12  qu1 0

El resultado obtenido en (2) muestra que la multiplicacién
de dos cuaterniones se puede expresar como el segundo cua-
ternién pre multiplicado por una funcién matricial del primer
cuaternion, es decir

0100, =[01]1,0»,

donde [-];, : H — R¥* se denomina operador izquierdo y su
forma generalizada es la siguiente

g0 —91 —492 —43
=T
s -V _|4¢r g0 —493 G2
[z, _[V sI+[VJX]_ @ 9 90 —qif 3)
93 —q92 qi q0

Existe una funcién matricial de cuaterniones conjugados tal
que

Q100> =[02]r, 01,

donde [-]g, : H — R**, se denomina operador derecho y se
define de la siguiente manera

9 ~—9 —q92 —q3

s - q91 4o q —q2
[Q]R“_[V Tl P R

93 492 —q1 qo

Sean Qi, 0>, 03, Q4 € H, utilizando los operadores defini-
dos, la multiplicacién de cuaterniones se puede expresar de dos
maneras distintas

04 = 010,03 = [[01]1, 021,03 = [01]1,[03]r, O>.

La multiplicacién entre cuaterniones permite componer
transformaciones en el espacio tridimensional, por lo que es la
herramienta fundamental para encontrar la solucién al proble-
ma cinematico directo.

2.2.  Cuaterniones duales

Sea a = a, + ea; un nimero dual, donde a, es la parte
primaria, mientras que a, es la parte dual. Ambas partes estan
compuestas por el mismo tipo de elementos: escalares, nime-
ros complejos o cuaterniones. Cuando ambas partes se compo-
nen de cuaterniones, el nimero dual se conoce como cuaternion
dual y se puede definir el conjunto de los cuaterniones duales

H={h +ehy : hj,hh eH, e#0, & =0}
Un cuaternién dual se puede expresar de las siguientes ma-

neras

N

O=a+bi+cj+dk+e(f+gi+hj+mk)
zQprim + £Qual

— Qprim

Qdual

Los cuaterniones duales tienen propiedades algebraicas si-
milares a las de los cuaterniones, por lo que la norma, el conju-
gado y el inverso se definen de la misma forma.

Sean 0,05, 05 € H, 1a multiplicacion entre cuaterniones
duales se puede realizar algebraicamente como el producto en-
tre polinomios, por ejemplo

03 =010: = (Q1,,, + €01,,)(D2,,, + €02,..)
=01, 2 + €C14u Q2 + €C1,1, Q24
+ & 01, Q2o
=01, 2 T (211 Q2 + 4t @2,i)
+0- Qldua[ deual
=01, 22, + (21,11 Q2 + Qg @2,
La propiedad de nilpotencia de € permite que el resultado
de multiplicar dos cuaterniones duales sea un cuaternién dual.

La multiplicacién entre cuaterniones duales no es conmutativa,
por lo que, en general
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La multiplicacién entre cuaterniones duales se puede expre-
sar de la siguiente manera

010 = [0111,0,

donde el operador matricial [-];, : H — R¥®, denominado
operador dual izquierdo, transforma linealmente el cuaternion
dual en una matriz cuadrada de dimension 8 X 8 de la forma

A _ [Qprim]L4 04><4
Ol =1 Qarl, [Qprimles |’

el operador matricial [-];, se defini6 en (3).

Una multiplicacién entre dos cuaterniones duales también
se puede expresar como

0105 = [D2]r, 01,

donde el operador matricial [-]g, : H — R®®, denominado
operador dual derecho, transforma linealmente el cuaternion
dual en una matriz cuadrada de dimension 8 x 8 de la forma

A _ [Qprim]R4 04X4
[Q]R8 - [Qdual]RA [Qprim]R4 ,

el operador matricial [-]g, se defini6 en (4).

Entonces, es posible expresar la multiplicacion de tres cua-
terniones duales de la siguiente manera
Q4= 010203
= [[Q1]15Q211, 03
= [Q1]1,[Q31rs Q2.

La postura de un cuerpo rigido se puede describir utilizan-
do un sélo cuaternién dual. Una postura dada puede alcanzar-
se mediante una sucesién de movimientos ordenados de rota-
cién y traslacion. Como la multiplicacién de cuaterniones no es

conmutativa, esto puede ocurrir de dos maneras distintas. Sean
N 1 =,
QEW,F=€7UHEH1yp_)1,ﬁ2€R3.

a) Suponga que el cuerpo rota r y después se traslada g
O=r+ 8%1’15)1 5)
b) Suponga que un cuerpo se traslada p, y después rota r

A

O =r+eipor ©)

Figura 1: a) Rotacién r seguida de una traslacién ji. b) Traslacién j, seguida
de una rotacién r

La Figura 1 muestra una interpretacién grafica de las di-
ferencias entre rotar o trasladar primero. Note que en ambos
casos el cuaternion de rotacién es el mismo, pero ocurre en
sistemas de coordenadas diferentes. Por otro lado, los vectores
de traslacion son diferentes ya que las traslaciones ocurren en
sistemas de coordenadas diferentes. En una cadena cinematica
las rotaciones y traslaciones de la articulacién i se realizan con
respecto a la articulacién i — 1, ademas las longitudes de los
eslabones son constantes, mientras que las orientaciones de las
articulaciones son variables, por ello es conveniente elegir la
representacion donde primero ocurre la traslacién y después la
rotacién, de esta manera el vector de traslacién p, es indepen-
diente del cuaternion de rotacién r.

2.3. Derivada de un cuaternion con respecto a sus variables
logaritmicas

La derivada de un cuaternién con respecto al tiempo sigue
las mismas reglas de derivacién para un vector en R3, por lo
que las leyes del producto y de la cadena también se cumplen
(Dam et al., 1998). Siguiendo las misma reglas, se puede de-
finir la derivada de un cuaternién con respecto a su logarit-
mo de la siguiente manera: Sean w = [wy, wy, w3] € R3 y
Q0=0W) = e" € H;, las derivadas parciales de Q con respecto
a w para ||W|| # 0 estdn dadas por

00W) sin(|wl[)
=(ay — Wk)—_)
Owy Il
_, (cos(|Iwl]) sin(llvD’H))
Wi W - -— . @)
‘ ( e IR
Si |W|| = 0, entonces
o0w)
aWk - ak7 (8)

para todo k € {1, 2, 3}, donde a; = H‘(kzl)i + “‘(k:Z)j + H‘(k:3)k.

Considere un cuaternién dual unitario de la forma Q =
(1 + %sﬁ) e¥, donde p € Hy e" € Hj, note que en este caso
unicamente e depende las variables logaritmicas w. Utilizan-
do la regla del producto se obtienen las derivadas parciales con
respecto a sus variables logaritmicas

,

e’ 9

S

% ((1+eB) e¥) = (1 + 1op)

3. Planteamiento del problema

3.1. Cinemdtica directa

El problema cinemidtico directo busca determinar la posi-
cién y orientacion del efector final dada una configuracién de
las articulaciones de una cadena cinemadtica, el problema estd
descrito por

¢=f(®), (10)
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donde f es una funcién no lineal con una solucién tnica, @ es
la configuracién de la cadena cinemaética dada por

o=[d & - &, ()

donde <I3i = log(Qf) es la configuracién de la articulacién i con
respecto a la articulacién i — 1, y € es la postura del efector final
en el espacio de trabajo, dada por

e=1"| = | 12
—¢—Pxpypz¢x¢y¢z’ (12)
donde el vector p expresa la posicion del efector final y el vec-
tor ¢ expresa la orientacién del efector final.

La solucién al problema cinemadtico directo estd dado por la
composicion de cuaterniones que representan la postura relativa
de las articulaciones de la cadena cinemética y del efector final

0! (@) = 0/(®0f
= 0y O (@) 05(®) -+~ OF_ (B, — D@L,
(13)

donde QXV@) describe la postura del efector final con respec-
to al sistema de coordenadas global, Qg’ describe al sistema

de coordenadas global, QA,V,V((B) describe la postura de la arti-
culacién n con respecto al sistema de coordenadas global, Qf
describe la postura del efector final con respecto a la articu-
lacién n 'y Qf(cf))i) describe la postura de la articulacién i con
respecto a la articulacién i — 1, todos los cuaterniones duales
estan expresados usando (6).

A partir de 0)'(®) = QY + €0, = O + 1eB O se
puede extraer la posicién del efector final con respecto al siste-
ma de coordenadas global

=20/ () )

y la orientacién del efector final con respecto al sistema de coor-
denadas global

€prim

i
210g(QW)_(%Q)_(HVH

) arc cos(s ),

obteniendo la solucién

b] [2b§QWJ (14)

3.2. Cinemdtica inversa

El problema cinematico inverso busca determinar la confi-
guracion de las articulaciones que coloque al efector final en
una postura deseada. Dada la funcién f descrita en (10), el vec-
tor de postura & descrito en (12)y el vector de configuracién de
las articulaciones @ descrito en (11), el problema cinemético
inverso de describe mediante

e @),

lo que implica que pueden existir multiples soluciones, o nin-
guna. La matriz Jacobiana

_[7@
J{MM

relaciona las velocidades de las articulaciones y las velocidades
del efector final de la siguiente manera

é=Jb.

El método Jacobiano se utiliza para resolver el problema
cinemdtico inverso de forma iterativa, cambiando la configu-
racién de la cadena cinematica de tal forma que la posicién y
orientacién del efector final se acerque poco a poco a la posicién
y orientacién deseadas. Lo anterior se consigue determinando
la manera en que un cambio en la configuracién de la cadena
produce un cambio en la posicién y orientacion del efector final.

Dados & € RS y ® € R* 1a matriz Jacobiana J(&, ®) € R®3"
estd dada por

der . de
ad, ad,,
Je o= : - ] (15)
Ges .. des
ad, ad,,
aek 6ek (’)ek (’)ek H
N —- = — > - T = 1, 2,...
donde 3 (6c1>,:1’ P 351),:3) para i {1, 2,..., m} y
k={1,2,..., 6}

Entonces, la relacion entre el cambio en la posicién y orien-
tacion del efector final y 1a configuracion de la cadena cinemati-
ca se puede aproximar linealmente

oe
A~ —AD = DO)AD,
é= 5 J(@é, @)

lo que significa que un pequefio cambio Adenla configuracién
de la cadena tendrd como consecuencia un pequefio cambio A&
en la posicidn y orientacion del efector final. La relacion inversa
estd dada por

AD ~ J(@, D) 'AC.

Es comiin que la matriz Jacobiana no sea invertible, en estos
casos se recurre a métodos alternativos como el de la matriz Ja-
cobiana transpuesta, matriz Jacobiana pseudoinversa o el méto-
do Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados (Bartelink,
2012).
3.2.1. Método Jacobiano de minimos cuadrados amortigua-
dos

El método Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados
busca evitar las singularidades asociadas al método Jacobiano
pseudoinverso, calculando el cambio en la configuracién AD
dado un cambio en la posicién y orientacion del efector final
AZ mediante la siguiente expresion

AD = JTJIT +y*D)71Ae,

donde [ es una matriz identidad de 6 X 6 y ¥ € R es una cons-
tante de amortiguamiento cuyo valor se elige lo suficientemente
grande para eliminar las singularidades, pero considerando que
a medida que este valor crece la tasa de convergencia se hace
lenta. A€ = §— & = g — f(®) es la diferencia entre la postura
actual del efector final €y la postura objetivo del efector final g,
sin embargo, la aproximaciéon A® solo es valida para pequefios
cambios Aé, por lo tanto es conveniente acercar el efector final
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¢ al objetivo g solamente una fraccién a € [0, 1]. Entonces se
define A€ = a(g — @). La nueva configuracién @™ = ® + A®
conduce a una nueva postura del efector final &"¢"¢ = f(P"™€4),
La solucién de este método da el minimizador de

IJA® — A&)* + y*|| AD|.

3.3. Cdlculo de la matriz Jacobiana

El célculo de 1a matriz Jacobiana consiste en determinar los
vectores columna de de acuerdo con (15). Dada una confi-

zA
guracién @, los vectores de traslacién j y Qo , se pueden cal-
AR W
culas los cuaterniones duales Q; y Ql. para todoie{l,...,n}.
De acuerdo con la definicién del mapa exponencial, OF es una

-

funcién de los valores logaritmicos w := (wy, wy, w3) = ®;

OR(w) = €.

Utilizando las definiciones de la derivada de un cuater-
nién dadas en (7) y (8) y la regla del producto dada en (9)
se puede obtener la derivada del cuaternién dual Qf(ﬁ)

(1+ 1eBF) QR (W)
0K (W) ~ (14 o)

5&]
awk 2

IOF (W)
oW

El cuaternion dual QZV(W) se obtiene usando (13). Se re-
quiere encontrar la derivada de & = (7Y, log(QY)), por lo que
utilizando la forma QY (%) = (1 + spW(w)) QY (W), conside-
rando que el cuaternién de rotacién QY y el vector de posi-

cién p¥ dependen de W, y aphcando la regla del producto para

Q (W)

cuaterniones duales, la derivada se obtiene mediante la

expresion
90! ()
(9wk

=aiwk ((1+ LeBYom) @ ow)

00} (W) 4 Lo(20 W o DOV O7)
=T+ e (TR0 i + B 0 2.

a partir de la cual se pueden obtener las derivadas de p) (%) y
QY como sigue

W AW (2 AW (3
6‘; o (ZD (aQ“fW)) - B/ (MR (—aQC(W) )) Q™
Wi oWy oWy,
00} (W) _R(aQXV (vv>)
awk - Bwk ’

donde R(+) y D(-) dan la parte real y la parte dual del cuaternién
dual, respectivamente.

Para obtener la derivada de ¥ (W) := (01 (W), 02(W), 03(W)) =
log(QZV(w)), a partir de la derivada de QZV(W), se utiliza la regla
de la cadena para obtener la siguiente expresion

QY (W) Q) (W) 96,(%))
[)wk B (35)1(\/7) awk

para k € {1, 2, 3} y I € {1, 2, 3}. Despejando, se obtiene la
derivada de 6" (%) con
40,09 _ s ((5QZV (W))*

6Wk 65[

a0} (W) )

0wk

donde S () da la parte escalar de un cuaternién. Entonces, las
derivadas parciales de (W) estan dadas por

0e(W) _ (

(9Wk

apy (W) 93y (W)

6wk ’ (9Wk

4. Ejemplo

Considere un sistema de coordenadas inercial global xyyozo
y una cadena cinemdtica planar de 3 GdL con un sistema de
coordenadas local x;y;z; adjunto a cada articulacién i, como se
muestra en la Figura 2. Todos los sistemas coordenados son
dextrégiros. Cada articulacion i estd desplazada con respecto a
la articulacién i — 1 una distancia a; sobre el eje x;_; y gira un
angulo 6; en torno al eje z;. Entonces, el cuaternién que expresa
la posicidn relativa entre las articulaciones estd dado por

=[03f1" =104 00]",

mientras que la configuracién de cada una de las articulaciones
en términos de sus variables logaritmicas estd dada por

—_—

0;
;= ~il;6; =[00 1]T5,

\S]

siendo i = {1, 2, 3}. El cuaternién que expresa la posicion del
efector final con respecto a la articulacion n esta dado por

By =10751" =[0a 00]".
La configuraciéon que expresa la orientacion del efector final
con respecto a la articulacién n estd dado por @, = [0 0 0]

ya que su orientacién estd determinada por la orientacién de la
articulacion n.

4Y,

Figura 2: Cadena cinematica 3GdL. Los ejes de los sistemas coordenados loca-
les se representan por colores: x-rojo, y-verde, z-azul. Todos los ejes z ”salen”de
la hoja.

Para este ejemplo las distancias entre las articulaciones, ex-
presadas en milimetros, son

a=[0 60 100],
y entre el efector final y la articulacién 3

a, = 80.
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La configuracién inicial de las articulaciones se estableci6
con 6; = 0 para i = {1, 2,3}, es decir, con la cadena cinemadtica
extendida sobre el eje xq. Siguiendo el procedimiento descri-
to en la seccién 3.7 se obtiene el cuaternién dual que expresa
la postura del efector final con la configuracién inicial de las
articulaciones
O¥=[1 0000 120 00 o,

€0
y la postura del efector final en el espacio de trabajo
&=[240 0 0 0 0 0. (16)

Para determinar los valores de @ y y se establecié un valor
paraa = 0,5 y se comprob6 el comportamiento del sistema para
valores de y en un rango de 0,1 a 0,9, para una postura deseada
del efector final en el espacio de trabajo

g=[-1905256 -110 0 0 0 0 3,6652|. (17)

251

——a=057=01

051

0 5 10 15 20 25
k (# iteracion)

Figura 3: Trayectoria de la articulacion 2 para distintos valores de y.
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Figura 4: Trayectoria del efector final para distintos valores de 7.

La Figura 3 muestra la trayectoria de la articulacién 2 para
distintos valores de y. Entre y = 0,1 y ¥ = 0,5 ocurre un sobre
impulso, que crece a media que el valor de y aumenta, sin em-
bargo, para valores mayores a y = 0,5 y hastay = 0,9, el sobre
impulso desaparece. Las otras articulaciones presentan un com-
portamiento similar. La Figura 4 muestra que a medida que el
valor de y aumenta, el efector final se acerca a la postura objeti-
vo de manera mas suave. Sin embargo, valores altos de y tienen
un efecto negativo en la cantidad de iteraciones necesarias para

alcanzar la postura deseada y en el error de aproximacién final.
La tabla 1 muestra estos efectos.

v | No. de Iteraciones | Error
0.1 19 0.0006
0.3 20 0.0008
0.5 21 0.0010
0.7 23 0.0007
0.9 25 0.0009

Tabla 1: Efecto del valor de y en el comportamiento del sistema

De manera similar se analiz6 el comportamiento del sistema
para valores de entre @ = 0,1 y @ = 0,9, manteniendo y = 0,9.
La figura 5 muestra que a medida que @ aumenta, la trayectoria
de la articulacién 2 converge mas rapido a una solucién. Las
otras articulaciones tienen un comportamiento semejante.

0 20 40 60 80 100
k (# iteracion)

Figura 5: Trayectoria de la articulacion 2 para distintos valores de a.

-140
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
X (mm)

Figura 6: Trayectoria del efector final para distintos valores de a.

a | No. de Iteraciones | Error
0.1 100 0.0137
0.3 40 0.0010
0.5 25 0.0009
0.7 21 0.0006
0.9 12 0.0007

Tabla 2: Efecto del valor de @ en el comportamiento del sistema

La figura 6 permite observar el comportamiento del efector
final para distintos valores de . Cuando @ = 0,1 el efector
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final se aproxima lentamente al objetivo, describiendo una tra-
yectoria suave formada por muchos puntos, la mayor densidad
de puntos ocurre cuando se encuentra muy cerca del objetivo.
Cuando @ = 0,9 el efector final se aproxima rdpidamente al
objetivo en muy pocas iteraciones y describe una trayectoria
caracterizada por grandes desplazamientos en linea recta. La
tabla 2 muestra la relacién entre distintos valores de a y el nu-
mero de iteraciones para alcanzar la postura objetivo y el error
de aproximacion final.

Considerando los resultados mostrados en las tablas 1 y
2 y haciendo un balance entre el nimero de iteraciones y el
error de aproximacion final, se eligieron los valores @ = 0,55
y ¥ = 0,22. Se estableci6 la postura inicial como en (16) y la
postura deseada como en (17).

6
—%y,
4t - “I’z,s
)
—~ 27
kS
[ T T S B
= Vs
'
(=l ot
2+
-4 L L L s
0 5 10 15 20

k (# iteracion)

Figura 7: Trayectoria de las articulaciones para alcanzar la postura deseada g,
utilizando cuaterniones duales.
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Figura 8: Trayectoria del efector final para alcanzar la postura deseada g, utili-
zando cuaterniones duales.

El algoritmo implementado de acuerdo con la seccién 3.2 da
como resultado el vector que expresa la postura final del efector
final en el espacio de trabajo

2= [—190,5252 ~109,9996 0 0 0O 3,6652]T (18)
en un total de 17 iteraciones y con una norma del error

12 — &Il = 4,.6671 x 107 (19)

Las Figuras 7 y 8 muestran las trayectorias de las articula-
ciones y del efector final, respectivamente, utilizando el méto-
do Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados basado cua-
terniones duales. Se observa que las trayectorias se aproximan
rdpidamente al objetivo durante las primeras iteraciones y des-
pués se estabilizan lentamente.

A modo de comparacién, se implementd el método Jaco-
biano de minimos cuadrados amortiguados utilizando matrices
de transformacién homogénea. Bajo las mismas condiciones y
con un maximo de 30 iteraciones, el método falla en aproxi-
marse a la postura deseada. Esto ocurre para cualquier postura
deseada ubicada en el tercer y cuarto cuadrante del plano xy.
Las Figuras 9 y 10 muestran las trayectorias de las articulacio-
nes y del efector final, respectivamente, utilizando el método
Jacobiano de minimos cuadrados amortiguados basado en ma-
trices de transformacién homogénea.

60"
_<I>1‘3
40} =P
1
. B,
20 Lo
g //h~_\,\\¢” Y=
g e
& o ==
20t
40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
0 5 10 15 20 25 30

k (# iteracion)

Figura 9: Trayectoria de las articulaciones para alcanzar la postura deseada g,
utilizando matrices de transformacion homogénea.
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Figura 10: Trayectoria del efector final para alcanzar la postura deseada g, uti-
lizando matrices de transformacién homogénea.

Cabe sefialar que ambas versiones del método tienen un
desempeifio similar cuando se trata de posturas dentro del pri-
mer y segundo cuadrante del plano xy.

5. Conclusiones

En este trabajo se implementd un método para el andlisis
cinematico de una cadena articulada basado en cuaterniones
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duales que dependen de la configuracién de sus articulaciones.
Particularmente, el problema cinemadtico inverso se abordé uti-
lizando un método numérico que aproxima el efector final a
una postura deseada modificando la configuracién de las articu-
laciones en pequefios incrementos en cada iteracion.

Si bien el método es capaz de encontrar una solucién para
cualquier postura dentro del espacio de trabajo del efector final,
las trayectorias de las articulaciones y del efector final no son
Optimas, esto se debe a dos factores: 1) en esta etapa de la in-
vestigacion se decidié no limitar el rango de movimiento de las
articulaciones, para que fueran libres de adoptar cualquier posi-
cién, incluidas aquellas donde ocurren colisiones entre los esla-
bones. 2) las constantes a y y no son 6ptimas, es decir, se eligie-
ron de forma heuristica, realizando un balance entre el niimero
de iteraciones necesarias para alcanzar el objetivo y el error de
aproximacion final.

Por lo tanto, el trabajo a futuro incluye el desarrollo de algo-
ritmos que permitan: 1) imponer limites al rango de movimiento
de las articulaciones y 2) la eleccion sistemadtica de los valores
de a y vy, con el objetivo de mejorar las trayectorias descritas
por las articulaciones y el efector final.
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