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Resumen

En este articulo se caracteriza una perspectiva de la resolucién de problemas como aproximacion didactica. Particularmente se
identifican aquellos aspectos de una comunidad de aprendizaje que favorecen el desarrollo de un aprendizaje con entendimiento, a
partir de las contribuciones de diversos matematicos y educadores matematicos, entre los que se encuentran George Polya, Paul Halmos,
Jaques Hadamard, Alan Schoenfeld, James Hiebert y Richard Lesh.
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Abstract

In this paper we characterize a perspective of problem solving as a didactic approach. In particular, the characteristics of a learning
community that favor the development of learning with understanding are identified, based on the contributions of some mathematicians
and mathematics educators, such as George Polya, Paul Halmos, Jaques Hadamard, Alan Schoenfeld, James Hiebert and Richard Lesh.
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1. Introduccion

Hablar de resolucion de problemas implica distinguir entre
al menos dos significados del término. Por un lado, la resolucion
de problemas es un marco que ha sustentado diversas agendas
de investigacion en educacién matematica y, por otro, es una
perspectiva didactica utilizada para orientar y estructurar
procesos de disefio curricular, de instruccion en el aula, y de
elaboracién de materiales educativos (Santos-Trigo, 2014).

En el aspecto didactico, el término resolucién de problemas
tiene una multiplicidad de interpretaciones (Santos-Trigo,
2014), que abarcan préacticas instruccionales tales como el
Método Moore (Halmos, Moise y Piranian, 1975), la Ensefianza
con Variacion (Cai y Nie, 2007) o la Perspectiva de Modelos y
Modelacion (Lesh y Doerr, 2003; Lesh y Zawojewski, 2007).
Debido a la amplitud de significados en torno al término
Resolucion de Problemas, el objetivo de este trabajo es
identificar algunos principios que caracterizan a esta
aproximacion como un medio para orientar los procesos de
aprendizaje y ensefianza de las matematicas. Particularmente,
pretendemos reconocer elementos importantes que aparecen en
la construccién del conocimiento matemético dentro de una
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comunidad donde se valora y fomenta el desarrollo de actitudes
investigativas o inquisitivas (Santos-Trigo, 2008).

2. Antecedentes

Las bases de la perspectiva didactica que se busca
caracterizar en este trabajo: Resolucion de Problemas, tiene
como punto de partida diversas ideas que han desarrollado
matematicos interesados en el aprendizaje y la ensefianza de la
disciplina, entre los que destacan George Polya, Paul Halmos y
Jaques Hadamard; asi como de educadores matematicos tales
como Alan Schoenfeld, James Hiebert y Richard Lesh. Al
realizar un analisis de las propuestas de Polya, Halmos y
Hadamard se identifican principios que son comunes al
desarrollo de la disciplina y su aprendizaje, significando esto
que en el aprendizaje matematico esos principios deberian ser
considerados y puestos en practica.

A continuacién, exponemos brevemente algunas de las
contribuciones principales de cada uno de los autores
mencionados, que a nuestro juicio, pueden aportar elementos
importantes para estructurar una aproximacion didactica del
aprendizaje matematico via la Resolucién de Problemas.
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2.1. George Polya

Uno de los antecedentes principales de la resolucion de
problemas se encuentra en el analisis introspectivo, sobre su
practica y experiencia, que llevé a cabo el matematico hungaro,
nacionalizado estadounidense, George Polya y que plasmé en
el libro titulado How to solve it, publicado por primera vez en
1945 (Polya, 1973). En el libro mencionado, el autor retoma
parte de sus experiencias como matematico profesional y como
profesor, con la finalidad de bosquejar algunas
recomendaciones para docentes y estudiantes de matematicas.
En el planteamiento de Polya, se aprende matematicas al
resolver problemas, y durante este proceso se transita por cuatro
fases o etapas: (i) comprender el enunciado de la tarea, (ii)
concebir un plan, (iii) ejecutar el plan y (iv) examinar en forma
retrospectiva la solucién obtenida. Otro de sus aportes
relevantes es que recupera el término heuristica y su
importancia como estrategia general durante la resolucion de
problemas. Es decir, es una recomendacion (rule of thumb) que
puede ayudar a avanzar en la soluci6n, pero que no asegura el
éxito. Algunas de las principales heuristicas de resolucion de
problemas son: considerar el problema resuelto, buscar un
problema mas simple, elaborar un dibujo, analizar casos
particulares, organizar y representar la informacién, entre otras.

Desde la perspectiva de Polya, resolver problemas puede ser
un trabajo placentero, ya que el proceso de resolucion ofrece
retos semejantes a los de actividades recreativas tales como
completar un crucigrama, participar en un partido de tenis o
jugar una partida de ajedrez.

La resolucién de problemas es el medio ideal para aprender
matematicas, ya que los estudiantes, en su fase de formacion,
pueden realizar experimentos con objetos matematicos,
formular y justificar conjeturas, asi como plantear nuevas
situaciones probleméticas o interrogantes, actividades que
integran los ejes experimental e inductivo de la disciplina.

Con respecto de las ideas previas, se ha considerado por
mucho tiempo a las matematicas como una ciencia formal,
diferente de otras ciencias consideradas clasicamente como
experimentales o factuales como la fisica; sin embargo,
argumentamos que la  matemética también es una ciencia
experimental, sdlo que los objetos de experimentacion son sus
representaciones y no los objetos de estudio en si, como ocurre
en las ciencias naturales o sociales. Dicho de otra forma, la
resolucion de problemas favorece el descubrimiento o
redescubrimiento de patrones, resultados, conjeturas y
teoremas, que en el fondo es identificar, formular y describir
patrones en lenguaje matematico.

Por otra parte, al descubrir un resultado, este proceso deja
una ruta sélida de conexiones neuronales en nuestro cerebro, la
cual puede utilizarse cuando sea necesario (Polya, 1963).
Generalmente, es mas fécil reconstruir una de estas rutas, a
partir de sus componentes, que recordar el complejo conjunto
de relaciones involucradas en un resultado o teorema. Asi,
consideramos que la mejor forma de aprender algo, en
matematicas, es descubrirlo por uno mismo. Esto puede ser un
trabajo arduo, que requiere de tiempos que usualmente exceden
los periodos asignados desde la aproximacion curricular
existente, dado que en los cursos “tradicionales”, los contenidos
deben presentarse a los alumnos con restricciones de tiempo,
gue no permiten implementar diversos elementos del
pensamiento matematico (Santos-Trigo, 2009) tales como:
identificar y representar informacién, resolver casos

particulares, identificar patrones, formular y justificar
conjeturas, asi como comunicar resultados.

Por lo mencionado anteriormente, el proceso de instruccion
debiera mostrar analogias con la actividad que llevan a cabo los
matematicos profesionales al generar nuevo conocimiento
disciplinar. Ademas, la principal funcion del profesor, desde el
punto de vista de Polya (1963,1973), es orientar y apoyar la
actividad del estudiante a través de preguntas que lo ayuden a
avanzar en el proceso de resolucion de problemas, lo cual es
esencial para fomentar un proceso fundamental en cualquier
aproximacion didactica basada en la resolucion de problemas:
el método inquisitivo (Santos-Trigo, 2009).

En un articulo sobre el aprendizaje y la ensefianza, Polya
(1963) argumenta que es funcién de los docentes ensefiar a
pensar matematicamente a los estudiantes, lo cual significa no
solo compartir informacién, sino promover el desarrollo de
habilidades para utilizar dicha informacion en la resolucion de
problemas. En este mismo articulo, se identifican tres principios
de aprendizaje: (1) principio de aprendizaje activo, (2) principio
de la mejor motivacion y (3) principio de las fases consecutivas.

En el Principio de aprendizaje activo, se establece que leer
libros, escuchar conferencias o mirar videos no es suficiente
para comprender algo en matematicas. Una comprensién
robusta, al menos en matematicas, requiere llevar a cabo
acciones mentales con la informacién que recibimos
(reflexionar, buscar ejemplos o contraejemplos, generalizar,
abstraer, etcétera), por lo que este principio esta relacionado con
la idea de que la mejor forma de aprender algo consiste en
descubrir un hecho o resultado por uno mismo.

El principio de la mejor motivacién indica que el interés por
el contenido o material que se va a aprender, debiera ser el
principal motivo para el aprendizaje y, que el placer derivado
de la intensa actividad mental al resolver problemas o al
identificar relaciones entre contenidos o ideas, debiera ser la
mejor recompensa. Sin embargo, ademas de estos mejores
motivos, también hay otros para aprender y entender algo, como
obtener una buena calificacién en un curso o conseguir una
recompensa derivada de esa buena calificacion.

Respecto al principio de las fases consecutivas, se argumenta
que el aprendizaje comienza con la accion y la percepcion, pasa
de alli a las palabras y los conceptos, y debiera terminar en
habitos mentales deseables. La accién y la percepcién
involucran la manipulacion y experimentacién con objetos
concretos tales como guijarros, manzanas, fichas, dados o
regletas de Cuisenaire; regla y compas; o instrumentos en un
laboratorio, asi como con objetos abstractos tales como figuras,
simbolos, signos, entre otros. Siguen a la accion y la percepcion,
las fases de exploracion, formalizacion y asimilacién. La
exploracion es la fase que se encuentra méas cercana a la accién
y la percepcion. Esta se lleva a cabo en un nivel intuitivo y
heuristico. La formalizacion por su parte asciende a un nivel
méas conceptual, ya que involucra la introduccion de
terminologia, definiciones y demostraciones. En la asimilacién
debe haber un intento para percibir “los fundamentos internos”
de las cosas; es decir, el material o contenido revisado debe
integrarse 0 enmarcarse en una estructura conceptual.

Los principios de aprendizaje anteriores tienen su
contraparte en tres principios de ensefianza. El principio de
aprendizaje activo en la ensefianza sefiala la importancia de lo
que expresa el profesor en clase, pero destaca lo fundamental
que es el pensamiento del estudiante. Una sugerencia Gtil para
el docente en esta fase consiste en dejar que el estudiante
participe en la formulacion de los problemas que resolverd, ya
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que formular un problema puede ser la mejor parte de un
descubrimiento, debido a que a menudo la solucién necesita
menos perspicacia y originalidad que la formulacion. El
principio de la mejor motivacion en la ensefianza sugiere que el
papel del profesor sea andlogo al de un vendedor, ya que debe
convencer a los estudiantes de que las matematicas son
interesantes, que el tema que se aborda es valioso o que merece
la pena el esfuerzo dedicado a resolver cierto problema.
Algunas sugerencias que pueden ser Utiles para apoyar esta fase,
son relacionar los problemas con la experiencia diaria de los
estudiantes, introducir los problemas mediante alguna broma o
paradoja; o dejar que los estudiantes anticipen o adivinen la
solucidn, ya que la curiosidad por saber si estan en lo correcto
0 no, los alentara a resolver el problema. Para describir el
principio de las fases consecutivas en el aprendizaje, Polya
(1963) interpreta el siguiente enunciado de Kant (1996): “Thus
all human cognition begins with intuitions, proceeds from there
to concepts, and ends with ideas.” (p.721) de la siguiente
manera: “Para un aprendizaje eficiente, una fase exploratoria
debe preceder a la fase de verbalizacion y formacion de
conceptos y, eventualmente, el material aprendido debe
fusionarse y contribuir a la actitud mental integral del alumno.”
(p.608) Si revisamos los libros de texto usuales de bachillerato,
es patente que se enfatiza en problemas algoritmicos rutinarios,
los cuales son importantes, e incluso necesarios; sin embargo,
las cuatro fases descritas no tienen lugar. Esto pudiese explicar
el tipo de aprendizaje que construyen los estudiantes en este
nivel educativo.

2.2. Paul Halmos

Otro matematico, hungaro nacionalizado estadounidense
que con sus ideas ha contribuido a la formacién de nuestra
perspectiva de resolucion de problemas es Paul Halmos, quien
considera la resolucion de problemas como la principal razén
de la existencia de los matematicos. Para este autor, las
matematicas consisten realmente en problemas y soluciones a
esos problemas (Halmos, 1980) y, por ello, argumenta que los
profesores deben apoyar a los estudiantes para que sean mejores
formuladores y resolutores de problemas. También que la
manera mas adecuada de aprender matematicas es hacer
matematicas (resolver problemas) y que el peor método para
ensefiar es la leccién magistral (Halmos et al., 1975). Ademas,
en uno de sus articulos, comentan que el célebre matemaético
aleman David Hilbert expresd que para entender una teoria
matematica el camino mas adecuado consiste en encontrar, y
entonces estudiar, un ejemplo concreto de esa teoria. Es decir,
se puede aprender una teoria a partir de analizar y estudiar un
ejemplo que ilustre los elementos esenciales de ésta (Halmos et
al., 1975).

Los autores argumentan que la parte mas dificil al responder
una pregunta es formularla y, por tanto, una de las principales
tareas de los profesores deberia ser ensefiar a los estudiantes a
formular preguntas (Halmos et al.,1975). Para promover una
actitud investigativa o inquisitiva, cada maestro deberia hacer
investigacion acorde al nivel escolar que ensefia. Lo anterior no
significa que todos los profesores sean matematicos
profesionales, sino que debieran ser capaces de establecer
conexiones entre los problemas que se abordan en las
asignaturas que ensefian y problemas de otras areas de las
matematicas o de otras asignaturas del nivel escolar en el que se
desempefian, y deseablemente, con los problemas basicos que
se abordan en los niveles previos y subsecuentes.

Para Halmos ser educado significa recordar algo, poder
usarlo y comprenderlo (Halmos, 1994). Al igual que Polya,
considera que la mejor forma de que un estudiante comprenda
algo es que re-descubra ese algo por si mismo y, que la mejor
forma en que podemos apoyar a nuestros estudiantes a entender
matem@ticas, es ofreciendo retos con problemas, y asi
permitirles construir tanto soluciones como herramientas
conceptuales para solucionar los problemas que se les proponen
o que ellos mismo formulan. Asi, este autor promueve una
enseflanza basada en preguntar a los estudiantes (mayéutica
socratica) e inspirarlos para que formulen preguntas por si
mismos (favorecer una actitud investigativa o inquisitiva). La
forma més efectiva de ensefiar matematicas es desafiar a los
estudiantes para que resuelvan problemas que apenas estan a su
alcance. De esta forma, la ensefianza basada en la resolucion de
problemas es la mejor forma de ensefianza, ya que favorece la
comprension, promueve la investigacion y el desarrollo de una
actitud inquisitiva, “ensefia en la forma en que la naturaleza ha
ensefiado al hombre desde antes de la invencion de los
maestros” (Halmos, 1994, p. 852). En un contexto de resolucion
de problemas no se comienza probando el Teorema 1, se
comienza con preguntas: ¢es este resultado cierto? ;Qué nos
sugieren estos ejemplos acerca de algin resultado? Por otra
parte, el profesor no dice al estudiante: "mira, asi es como se
hace", sino que mas bien pregunta: ";como crees que se puede
hacer?". Adicionalmente, se parte de centrar, inicialmente, la
atencion en lo definido, lo concreto, lo especifico y después se
transita hacia diferentes niveles de abstraccion. Por ejemplo,
cuando un estudiante comprende realmente por qué 3 x 5 es lo
mismo que 5 x 3, entonces puede convencerse, casi
“naturalmente” de que "esto mismo ocurre" para todos los
demas ndmeros.

2.3. Jacques Hadamard

Con base en lo discutido en las secciones previas, una
aproximacion de resolucion de problemas privilegia el
aprendizaje por descubrimiento (Discovery learning). Cuando
un estudiante resuelve problemas, de los cuales no conoce de
antemano un método de solucion, pone en practica y desarrolla
su creatividad al descubrir resultados e inventar herramientas
conceptuales para obtener la solucion, y justamente en este
punto es que retomamos algunas ideas del matematico francés
Jacques Hadamard publicadas en su libro The psychology of the
invention in the mathematical field (1945). Entre muchas otras
cosas importantes relacionadas con la sicologia de la invencion
en matematicas, Hadamard argumenta que: “Entre el trabajo del
estudiante quien trata de resolver un problema en geometria o
algebra y el trabajo de invencion, uno puede decir que solo hay
una diferencia de grado, una diferencia de nivel, ambos trabajos
son de naturaleza similar” (Hadamard, 1945, p. 104).
Continuando con este analisis formula una pregunta
fundamental /Por qué muchos estudiantes son incapaces de
resolver problemas, incapaces de entender matematicas?
Hadamard trata de encontrar una respuesta a esa pregunta
citando un trabajo de Henri Poincaré y menciona que el asunto
central radica en dar significado a lo que significa “entender”,
término del que nos ocuparemos mas adelante, en la secci6n
correspondiente a James Hiebert.

Para Hadamard, el trabajo creativo en matematicas se lleva
a cabo en ciclos sucesivos, cada uno de los cuales esta integrado
por cuatro fases o etapas: (1) preparacion o iniciacion, (2)
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incubacioén, (3) iluminacion, y (4) verificacion. A continuacion,
se describe cada una de estas etapas.

En la fase de preparacion se lleva a cabo un trabajo
consciente e intenso al tratar de entender el problema, al realizar
experimentos con los objetos matematicos con la finalidad de
formular conjeturas, proponer diversas representaciones
semidticas para los conceptos o realizar cdlculos, con el objetivo
de identificar relaciones. Involucra proponer rutas de solucion,
implementarlas y determinar si son productivas o no. De
acuerdo con Hadamard (1945) “El acto de estudiar una pregunta
consiste en la movilizacion de ideas, no cualesquiera, sino de
aquellas de las que podemos esperar razonablemente la solucién
deseada” (pp. 46-47). En ocasiones puede parecer que toda la
actividad desarrollada en esta etapa no arroja los resultados
deseados, pero no hay que desanimarse, sino que una vez que
estamos fatigados 0 no conseguimos avanzar mas, es importante
relajarnos y olvidarnos del trabajo consciente por un momento,
con la finalidad de que la actividad mental inconsciente lleve a
cabo su parte del trabajo en el proceso creativo. En algunas
ocasiones, algunas rutas propuestas no seran apropiadas o
podremos cometer errores que se pueden superar en ciclos
posteriores.

En la fase de incubacion, ningln trabajo de la mente se
percibe conscientemente. Para Hadamard (1945) “cualquier
trabajo mental y especialmente el trabajo del descubrimiento
implica la cooperacién del inconsciente, ya sea este el
superficial o (con bastante frecuencia) el mas o menos remoto”
(p. 112). Al inconsciente pertenece no solamente la tarea
complicada de construir el conjunto de diversas combinaciones
de ideas, sino también la més esencial y delicada tarea de
seleccionar aquellas que es mas probable que sean de utilidad
(Hadamard, 1945).

En la fase de iluminacion, inesperadamente aparece una idea
novedosa que puede ayudar a avanzar o ser crucial en el proceso
de solucién. Una posible causa de la iluminacion es la ausencia
de interferencias durante la incubacion, las cuales bloquean el
progreso durante la etapa de preparacion. Helmholtz (citado en
Hadamard, 1945), médico y fisico aleman conocido por sus
teorias sobre la conservacion de la energia, dice que las “ideas
felices” nunca se le ocurren cuando su mente esta fatigada o
cuando esta sentado frente a su mesa de trabajo, aunque a otros
cientificos les ocurre de forma diferente. Esta es una fase la cual
no sabemos cuando ocurrird, puede suceder en el momento
menos esperado.

Algunas anécdotas referidas a esta etapa del proceso creativo
se han descrito por matematicos como Poincaré, quien relata
que el viaje derivado de una excursion geoldgica lo hizo
olvidarse del trabajo matematico que estaba realizando en ese
momento. Entonces, al colocar su pie en el escal6n para subir al
autobus que lo llevaria de regreso a casa, se le ocurri6 una idea
que fue clave para resolver el problema en el que trabajaba
(Hadamard, 1945, p. 13). La etapa de iluminacién también ha
sido descrita por quimicos como Kekulé, quien refiere que
durante un suefio visualiz6 una serpiente que se mordia a si
misma la cola y, esta imagen, le sugiri6 la idea de asignar al
benceno una estructura ciclica, la cual explicaba la mayoria de
las propiedades de este compuesto aromatico (August Kekulé,
2021). Podemos mencionar también el caso de Arquimedes,
quien, segun la leyenda, buscaba un método para determinar si
la corona del rey Hierdn 11 de Siracusa era de oro puro, pero sin
dafiar la corona. Arquimedes se estaba bafiando y not6 que el
nivel del agua subia cuando él entraba en la tina; entonces, vino
a su mente la solucion del problema en el que habia estado

trabajando. Acto seguido, Arquimedes salié desnudo corriendo
por las calles de Siracusa gritando “Eureka”, “Eureka”, debido
al descubrimiento que habia realizado.

En la fase de verificacion los resultados intuidos durante la
iluminacién se comprueban, dando lugar a una nueva fase de
trabajo consciente.

Es de gran importancia sefialar que en un esquema curricular
tradicional, en donde se deben “programar” las actividades en
el aula, es imposible llevar a cabo las etapas identificadas y
discutidas por Hadamard. Esto pudiese explicar, en alguna
medida, los pobres resultados que tienen los estudiantes en las
pruebas de aprovechamiento.

2.4. Alan Schoenfeld

Alan Schoenfeld, es un matematico y educador matematico
estadounidense que se interesé por las ideas de Polya, ya que
durante su trabajo como matematico profesional se dio cuenta
de que muchas de las estrategias que aparecen en el libro How
to solve it (1973), las habia descubierto por si mismo, pero que
nadie se las menciond durante su periodo como estudiante.
Entonces, al preguntar a sus colegas, quienes entrenaban
estudiantes para un concurso nacional de matematicas en los
Estados Unidos, si ellos utilizaban las ideas de Polya, le
contestaron que estas ideas eran indtiles. Estas experiencias le
produjeron a Schoenfeld sentimientos encontrados, ya que por
un lado, los estudiantes de sus colegas obtenian buenos
resultados en el concurso y, entonces, la opinion de ellos acerca
de las estrategias de Polya podria tener algo de razon; pero por
otro lado, también consideraba que las ideas de Polya eran
importantes.

Estas vivencias alentaron a Schoenfeld a desarrollar un
programa de investigacion en educacién matemética cuyos
resultados se reportan en el libro titulado Mathematical problem
solving (Schoenfeld, 1985). Entre los resultados mas relevantes
se encuentra que el proceso de resolucion de problemas se
puede describir, analizar y explicar con base en cuatro variables:
(1) los recursos o conocimientos previos, (2) las heuristicas, (3)
el control y (4) los sistemas de creencias.

Otro aporte relevante de este autor es que identificé uno de
los aspectos esenciales del proceso de instruccion: que los
estudiantes aprendan a pensar matematicamente (Schoenfeld,
1992). Pensar matematicamente involucra mucho mas que tener
disponibles grandes volimenes de informacion factual y
métodos algoritmicos. M&s bien, incluye ser flexible e
ingenioso con los principios de la disciplina, usar el
conocimiento de forma eficiente y entender y aceptar las “reglas
tacitas del juego”. Para ser ingenioso en matematicas se requiere
estar familiarizado con un amplio repertorio de técnicas o
estrategias generales de resolucion de problemas, conocidas
como heuristicas; mientras que para ser eficiente, necesita
orientacion sobre cdmo manejar los recursos que se tienen a
disposicién.

Los recursos estdn integrados por todo aquello que el
estudiante conoce de matematicas, sea correcto o no. Una de las
primeras tareas de un docente en el salén de clase consiste en
conocer cudles son los recursos de los estudiantes, ya que asi
tendra conocimiento de cuales son las herramientas y técnicas
que un resolutor puede usar en una situacién particular, en caso
de ser necesario. Schoenfeld argumenta que un componente de
la educacion matematica debe enfocarse a desarrollar el
pensamiento matematico. En este sentido argumenta que la
metacognicion, las creencias y la practica matematica son
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aspectos criticos del pensar matematicamente, mas aun, “La
persona que piensa matematicamente tiene una forma particular
de ver el mundo, de representarlo, de analizarlo. Solo dentro del
contexto general, las piezas (la base de conocimientos, las
estrategias, el control, las creencias y las practicas) encajan de
manera coherente.” (Schoenfeld, 1992, p. 363).

2.5. James Hiebert

Tal como se menciond en secciones previas, el
entendimiento de las ideas en matematicas, juega un papel
crucial en su aprendizaje, en este apartado se discutiran algunas
ideas que permiten esclarecer la nocién de entendimiento en
matematicas que sostenemos en este trabajo. “Para preparar
ciudadanos letrados matematicamente para el siglo 21, los
salones de clase deben ser reestructurados de forma que se
aprenda matematicas con entendimiento” (Carpenter y Lehrer,
1999, p. 19).

Desde una perspectiva de resolucién de problemas, los
contenidos matematicos son un elemento auxiliar en el eje del
aprendizaje. La instruccion basada en resolucion de problemas
tiene como uno de sus principios que los estudiantes desarrollen
y pongan en préctica elementos fundamentales del pensamiento
matematico entre los que se encuentran experimentar,
identificar relaciones y patrones, formular conjeturas, justificar
resultados, comunicar ideas y plantear problemas. Para que los
estudiantes pongan en accién estos elementos se requiere la
integracion de una comunidad de aprendizaje, en donde un
elemento de mucha importancia  es el salén de clase. En este
sentido Hiebert et al. (1997) argumentan que “...los estudiantes
de hoy necesitan enfoques flexibles para definir y resolver
problemas. Necesitan métodos de resolucion de problemas que
puedan ser adaptados a situaciones nuevas, y necesitan saber
como desarrollar nuevos métodos para clases nuevas de
problemas. En ningln lado esos enfoques son mas criticos que
en el salon de clase.” (p. 1)

Otro elemento importante en el proceso de resolver
problemas matematicos es el uso de la tecnologia, al respecto
Hiebert et al. (1997) sefialan que: “La tecnologia no solamente
estd haciendo ciertas habilidades obsoletas --tales como un
nivel alto de velocidad y eficacia en los calculos con lapiz y
papel-- también estd mostrando la importancia de aprender
nuevas y flexibles formas de pensar mateméaticamente. Todo
esto significa que los estudiantes deben aprender matematicas
con entendimiento.” (p.1) En torno al aprendizaje con
entendimiento, Hiebert et al. (1997) argumentan que:

El entendimiento es crucial porque las cosas que se
aprenden con entendimiento pueden ser usadas de
forma flexible, adaptarlas a nuevas situaciones, y
usarlas para aprender nuevas cosas. Las cosas
aprendidas con entendimiento son las mas Utiles en un
mundo cambiante e impredecible. Puede haber debate
acerca de qué contenidos matematicos son mas
importantes para ensefiar. Pero hay un consenso
creciente de que lo que los estudiantes aprendan debe
ser con entendimiento. (p. 1)

¢Qué es aprendizaje matematico con entendimiento? Uno de
los objetivos centrales en la instruccion es que los estudiantes
entiendan los conceptos o resultados que se aprenden. El
entendimiento es fundamental, porque lo que se aprende con
entendimiento puede usarse y adaptarse a situaciones nuevas,
(Hiebertetal. 1997, p. 1). Cuando solamente se aprenden reglas
para operar con simbolos, no se ponen en practica los elementos

del pensamiento  matematico, consecuentemente  ese
aprendizaje no promueve el establecer conexiones entre
diversos conceptos, métodos y resultados matematicos. El
proceso de entender algo es gradual, no ocurre que se entienda
algo completamente o no se entienda nada. Por ejemplo, si un
estudiante es cuestionado sobre el Teorema de Pitdgoras y
menciona que se relaciona con la ecuacién a2+b2=c2, esto
significa que tiene un entendimiento en cuanto a la forma de
establecer la conclusion del teorema simbolicamente. En
cambio, si algun otro estudiante menciona y justifica que el
Teorema de Pitagoras es equivalente a la ley de cosenos, su
nivel de entendimiento tiene otra caracteristica, es decir, puede
establecer una conexién con otro resultado de la geometria,
mostrando con esto que su nivel de entendimiento es mas
robusto. Yendo un poco mas lejos, si ademas, al considerar la
ecuacion a2+b2=c2, el hipotético estudiante argumenta que
conoce un método para obtener las soluciones enteras, llamadas
ternas pitagdricas, entonces el nivel de entendimiento del
Teorema de Pitdgoras tiene conexiones con propiedades
aritméticas de los nimeros enteros, lo que le permite relacionar
elementos geométricos y aritméticos de un triangulo. En este
caso el nivel de entendimiento del Teorema de Pitagoras es
ciertamente mas profundo.

Para lograr construir aprendizaje con entendimiento, Hiebert
et al. (1997) argumentan que esto se puede lograr si a los
estudiantes se les plantean tareas que les permitan reflexionar y
comunicar ideas matematicas al resolver problemas. Esto debe
darse en un ambiente que relina caracteristicas apropiadas.
Partiendo de esto, proponen un marco en donde se establecen
las caracteristicas que debe cumplir un salén de clase para
promover aprendizaje con entendimiento. De acuerdo con estos
autores las caracteristicas de un salén de clase que promueve
aprendizaje con entendimiento son: (a) la naturaleza de las
tareas de aprendizaje, (b) el rol que juega el profesor, (c) la
cultura social del salén de clase, (d) la clase de herramientas
matematicas que estan disponibles y (e) lo accesible que le son
las matematicas a cada estudiante. En este trabajo centramos la
atencién en (a), (b) y (d), por considerar que se entrelazan
naturalmente con la aproximacion de aprendizaje via resolucion
de problemas.

Las caracteristicas de las tareas deben promover que los
estudiantes se involucren en una situaciéon problematica,
entendiéndose por esto que ellos encuentren retos interesantes
y se involucren en el proceso de resolverlos. Un componente
importante, en este caso, es la reflexion y comunicacion de
ideas. En esta parte, el profesor debe jugar el rol de seleccionar
o disefiar y proponer tareas que involucren problemas
matematicos genuinos y que atraigan la atencion de los
estudiantes. Un aspecto importante que debe jugar el profesor,
es cuidar que no sea él la fuente fundamental de informacion,
evitando resolver la tarea o, por el contrario, dejando todo el
trabajo a cargo de los estudiantes.

El término herramienta matematica es muy amplio, es decir,
no se restringe a objetos fisicos, electronicos o de otra
naturaleza que los estudiantes puedan manipular. EI término es
mas amplio e incluye, uso de lenguaje, signos o cualquier objeto
0 idea que los estudiantes puedan utilizar en el proceso de
resolver un problema.

2.6. Richard Lesh

Richard Lesh es un educador matematico estadounidense,
quien desarroll6 una aproximacién didactica denominada
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Models and modeling. En esta aproximacion, las tareas se
denominan actividades evocadoras de modelos (model-eliciting
activities 0 MEAs por sus siglas en inglés), cuya finalidad es
promover que los estudiantes desarrollen modelos matematicos,
entendidos como herramientas conceptuales que se pueden
compartir, manipular, modificar y reutilizar, y que son Utiles
para construir, describir, explicar manipular, predecir o
controlar sistemas matematicamente significativos (fendmenos
del “mundo real”).

En otras palabras, en esta perspectiva, un modelo se entiende
como un sistema conceptual, integrado por elementos,
relaciones, operaciones y reglas que gobiernan las
interacciones). Estos sistemas se expresan mediante diversos
sistemas de representacion externa (palabras, dibujos, graficos,
ecuaciones, tablas, entre otros) y que se usan para construir
describir o explicar el comportamiento de otros sistemas.

Al abordar una MEA, los estudiantes llevan a cabo procesos
de matematizacion que involucran actividades tales como
cuantificar, dimensionalizar, asignar coordenadas, categorizar,
simbolizar, generalizar y sistematizar objetos relevantes,
relaciones, patrones, acciones y regularidades.

Las MEAs generalmente son simplificaciones de problemas
cientificos o tecnolégicos que requieren la aplicacion de las
matematicas. Por ejemplo, el problema de determinar algunas
caracteristicas de los dinosaurios, a partir de sus huellas,
encontradas como fésiles, se simplifico para dar origen a una
MEA denominada EIl problema de pie grande (Lesh y Doerr,
2003). Otro caso es el de un problema de ingenieria aerondutica
orientado a evaluar la seguridad o efectividad de los aviones, el
cual se simplificd y adapté como una MEA denominada El
problema del avion de papel (Lesh y Doerr, 2003).

Esencialmente, la aportacion de la perspectiva de modelos
y modelacién que retomamos para estructurar nuestra
perspectiva de resolucion de problemas, consiste en retomar la
definicion de modelo propuesta por Lesh, ya que diversas
producciones que elaboran los estudiantes, al resolver
problemas, son modelos, pero generalmente no se les llama asi
en el contexto de resolucion de problemas.

3. Fundamentos de nuestra aproximacion a la
resolucién de problemas como perspectiva didactica

Considerando a las matematicas como la Ciencia de los
Patrones, el aprendizaje de la disciplina se entiende en términos
de poner en practica los elementos esenciales del pensamiento
matematico, entre los que se encuentra operar con los objetos
matematicos, con la finalidad de identificar patrones y
regularidades, realizar observaciones, formular conjeturas y
demostrarlas, asi como comunicar resultados y formular
preguntas. En particular, es importante que los estudiantes
desarrollen una actitud inquisitiva (Santos-Trigo, 2014).
En este proceso tienen la oportunidad de comunicar
resultados y formular nuevos problemas o interrogantes
(NCTM, 2000). En este sentido, nuestra aproximacion de
resolucion de problemas consiste en una perspectiva de
instruccion basada en el descubrimiento. Ademas,
consideramos  importante que los estudiantes puedan utilizar
eficientemente el conocimiento que construyen al resolver
problemas (Santos-Trigo, 2014), y durante este proceso
reflexionen ampliamente sobre los conceptos, problemas y
estrategias de solucion.

Bajo estas consideraciones, Santos-Trigo (2014) argumenta
que aun tareas consideradas rutinarias, pueden ser un medio o
vehiculo importante para promover un aprendizaje con
entendimiento. En otras palabras, cuando se problematiza el
proceso de aprendizaje; es decir, cuando se formulan preguntas
relevantes sobre los objetos involucrados en una situacion
problematica, las tareas rutinarias pueden transformarse en
trampolines que promuevan el entendimiento matematico. Al
formular preguntas, los estudiantes tienen la oportunidad de
transformar los enunciados iniciales de un problema, en
actividades que demanden el uso de diversos contenidos y
procesos matematicos, la utilizacién de diversas formas de
representacion, la bisqueda de relaciones y el uso de diferentes
formas de justificacion para sustentar y comunicar resultados.

Ademas de promover el desarrollo de los elementos
fundamentales del pensamiento matemético, como objetivo de
aprendizaje central, en una aproximacion de resolucion de
problemas también se busca que los estudiantes desarrollen un
aprendizaje con entendimiento de las ideas matematicas, lo cual
involucra reflexionar sobre las conexiones entre objetos, ideas
0 procedimientos propios de la actividad matematica. El
desarrollo de entendimiento es un proceso gradual y dinamico
que se va robusteciendo en funcién de la necesidad de responder
y resolver  cuestionamientos que emerjan dentro y fuera de
una comunidad de aprendizaje en la que, a través de la reflexién
y comunicacion de ideas, se construyen significados
compartidos por los integrantes de ésta (Santos-Tigo, 2014, p.
23).

Desde la perspectiva de resolucion de problemas que plantea
Santos-Trigo (2014), y que nosotros retomamos, aprender
matematicas se relaciona con la participacion activa del
estudiante en la estructuracion de relaciones entre conceptos o
resultados matematicos, y ubica a esta disciplina como un
cuerpo dindmico de conocimientos en constante expansion.

Los estudiantes participan activamente en el desarrollo de
ideas matematicas, al descubrir o re-descubrir relaciones que se
expresaran y justificardn empleando un lenguaje matematico.
Los problemas son planteados tomando como eje un proceso
inquisitivo, y el aprendizaje se relaciona con la practica de los
matematicos al desarrollar la disciplina. Es decir, el estudiante
aprende matematicas al estar inmerso en un medio similar al de
los matematicos profesionales cuando hacen matematicas.

En términos de resolucién de problemas, el eje rector no es
cubrir una lista amplia de contenidos, sino centrar el aprendizaje
en las ideas fundamentales del programa de asignatura. El
propdsito general de una instruccion basada en la resolucién de
problemas no es equipar a los estudiantes con un bagaje extenso
de contenidos, estrategias y habilidades, sino permitirles
explorar situaciones problematicas por si mismos. El valor de
las estrategias, habilidades y procesos radica en que favorecen
en el estudiante una forma flexible e independiente de pensar
(Santos-Trigo, 2014).

En la perspectiva de resolucion de problemas que
adoptamos, el objetivo fundamental de la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas es que el estudiante se
responsabilice de su propio aprendizaje. Es decir, desarrolle una
autonomia en cuanto a su relacién directa con su instructor
(Santos-Trigo, 2014, p. 103).

“Si el aprendizaje de las matematicas refleja en alguna
medida, la invencidn de las matematicas, debe haber algin lugar
para el guessing, para la inferencia plausible” (Polya, 1954, p.
vi). Esta cita de Polya sintetiza la similitud entre el aprendizaje
matematico y el desarrollo de la disciplina.
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4. Caracteristicas del proceso de instruccion

Las actividades en el salén de clase debieran reflejar en
cierta medida, practicas analogas a las llevadas a cabo por los
matematicos profesionales al generar nuevo conocimiento
disciplinar. En este sentido, las tareas y el ambiente de
aprendizaje deben aportar elementos esenciales para que los
estudiantes desarrollen habilidades similares a las que los
matematicos profesionales ponen en préctica en su quehacer
cotidiano. Para tal fin, la resoluciéon de problemas es una
alternativa en donde una comunidad de aprendizaje busca
diferentes formas de resolver una situacién problematica y
reconocen la relevancia de justificar sus respuestas mediante
diferentes tipos de argumentos. La meta no es soélo reportar una
respuesta, sino identificar y contrastar diferentes maneras de
explorar, representar, resolver el problema y comunicar los
resultados (Santos-Trigo, 2008).

Resolver un problema en esta perspectiva, lleva aparejado el
formular y extender a nuevos problemas. Esto con la finalidad
de establecer conexiones para estructurar un entendimiento mas
robusto. Las imagenes mentales que los estudiantes elaboran
permiten dar sentido a los conceptos o ideas, al permitirles
organizar y reflexionar sobre sus conocimientos previos y
ligarlos con los nuevos conocimientos. Para transitar entre los
distintos niveles de entendimiento es necesario conectar ideas
al participar en una comunidad de aprendizaje en la que se
discuten y construyen significados considerados-como-
compartidos.

Analizando el ciclo basico para observar el desarrollo del
entendimiento (Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez, 2016), en la
fase de accion, es donde el estudiante interactia con el objeto,
lo manipula e identifica las caracteristicas importantes del
mismo, representa la informacién de diferentes formas y le
agrega atributos que le parecen importantes, es decir, representa
lainformacion. En la fase de observacién, implica que se trabaje
con la informacion que se obtuvo de interactuar con el objeto,
es decir, el estudiante reflexiona y detecta si existen
regularidades resultado de haber manipulado un objeto
matematico, y si es posible detectar algin patrén. Pudiera
interpretarse que estas etapas son en realidad una sola, sin
embargo, no es posible obtener informacién y formular
conjeturas si no se interacta con el objeto.

Cuando el estudiante hace una abstraccién, es porque ha
identificado caracteristicas esenciales del objeto de estudio,
después de haber transitado por la etapa anterior, ha iniciado la
etapa de formulacion de conjeturas, las generalizaciones que
produce se enuncian en términos matematicos. Finalmente, la
etapa de justificacion de resultados implica que el estudiante
argumente sus resultados y que los comunique a otros. El ciclo
del entendimiento no necesariamente puede concluir en esta
fase, es posible que al justificar resultados surjan nuevas
preguntas que generen una nueva problematica.

Organizar un curriculum, con base en la resolucion de
problemas, supone diversos retos, los problemas orientan el tipo
de contenidos matematicos que son necesarios para disefiar una
0 mas rutas de solucién, y dar un seguimiento a los contenidos
seria una dificultad. Si se centra la atencion en los problemas,
los contenidos abordados podrian tener una gran amplitud,
abarcando lo que actualmente se revisa en diferentes
asignaturas.

Construiry
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Figura 1: Ciclo para observar el desarrollo del
entendimiento matematico.
Fuente. Téllez (2020, p.27).

5. Conclusion

Existen diferentes formas de caracterizar a la resolucion de
problemas como perspectiva didactica, sin embargo
consideramos que para que una caracterizacién sea (til en la
practica docente, es importante que retome aspectos que
identifiquen el paralelismo existente entre el desarrollo de
nuevo conocimiento disciplinar y el proceso de instruccién. Por
otra parte, es importante que tal caracterizacion unifique las
ideas de los pioneros en el desarrollo de esta perspectiva del
aprendizaje, cuya opinién es de relevancia fundamental, ya que
la mayoria de ellos conocian a profundidad lo que realmente
significa hacer mateméticas, al ser todos matematicos
destacados en sus diversas areas de investigacion.

En esta linea de ideas, argumentamos que los profesores de
matematicas deben practicar, de manera sistematica, los
principios basicos del pensamiento matematico, lo cual se logra
resolviendo problemas. En otras palabras, los profesores de
matematicas deben ser resolutores de problemas matematicos.
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