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Abstract:

Understanding the applications of double integrals in the calculation of fluid flow density is crucial for the design and optimization
of fluid flow related systems and devices in various fields of engineering and physics. This paper aims to analyze the applications of
double integrals in the calculation of fluid circulating density in a vector field. A qualitative approach was employed, and documentary
design was used as a descriptive study method. Fundamental concepts such as integrals, vector fields, fluids, volume of solids and
volumetric flow, as well as properties and types of educational evaluations relevant to this research are examined in this study. Data
collection was conducted by observing YouTube videos, interviewing university professors, and reviewing textbooks and journal
articles related to double integrals, vector fields, and fluids. In addition, an analysis of the information was performed using the
triangulation of theories, considering different perspectives of researchers on the subject to reach conclusions and provide solutions
to two unpublished problems posed, involving physical and mathematical variables related to the interdisciplinarity of integral
calculus, vector calculus and fluid mechanics. For the analysis of the results, two problems were solved to put into practice the
theoretical knowledge described in the frame of reference and meet the objectives of the study.
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Resumen:

La comprensidn de las aplicaciones de las integrales dobles en el calculo de la densidad de circulacion de fluidos es crucial para el
disefio y la optimizacién de sistemas y dispositivos relacionados con el flujo de fluidos en diversos campos de la ingenieriay la fisica.
Este articulo tiene como objetivo analizar las aplicaciones de integrales dobles en el calculo de la densidad de circulacién de fluidos
en un campo vectorial. Se emple6 un enfoque cualitativo y se utilizé el disefio documental como método de estudio descriptivo. En
este estudio se examinan conceptos fundamentales como integrales, campos vectoriales, fluidos, volumen de sélidos y caudal
volumétrico, asi como propiedades y tipos de evaluaciones educativas relevantes para esta investigacion. La recoleccion de datos se
llevo a cabo mediante la observacion de videos en YouTube, entrevistas a profesores universitarios y la revision de libros de texto y
articulos de revistas relacionados con las integrales dobles, los campos vectoriales y los fluidos. Ademas, se realizé un andlisis de la
informacion utilizando la triangulacion de teorias, considerando diferentes perspectivas de investigadores sobre el tema para llegar a
conclusiones y dar solucion a dos problemas inéditos planteados, que involucran variables fisicas y matematicas relacionadas con la
interdisciplinariedad del céalculo integral, el calculo vectorial y la mecanica de fluidos. Para el analisis de los resultados, se resolvieron
dos problemas con el fin de poner en préactica los conocimientos tedricos descritos en el marco de referencia y cumplir los objetivos
del estudio.
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Introduccién

La presente investigacion tiene como objetivo
proporcionar informacion sobre las integrales dobles en el
célculo de la densidad de circulaciéon de fluidos en un
campo vectorial, asi como plantear problemas que
apliquen los conceptos y férmulas pertinentes para
abordar el tema y cumplir los objetivos establecidos. Esta
investigacion seréa de gran utilidad tanto para estudiantes
universitarios como para profesores interesados en esta
tematica. La complejidad de este contenido dificulta su
comprensién, debido a la falta de documentos o libros que
lo aborden de manera clara y sencilla. Por lo tanto, se ha
llevado a cabo un andlisis cientifico para lograr una
comprension adecuada de la tematica.
Uno de los desafios principales que surgen al desarrollar
contenidos de Fisica es la falta de recursos,
especialmente de materiales practicos y documentos
interactivos que faciliten el aprendizaje. En la cultura
actual, es comun que los estudiantes prescindan del uso
de libros de texto y recurran principalmente a Internet
como fuente de informacion. Sin embargo, esto plantea el
problema de asegurar la confiabilidad de la seleccion de
informacién disponible en linea [1].
La falta de recursos en la ensefianza de la Fisica puede
tener un impacto significativo en el proceso de aprendizaje
de los estudiantes. Los recursos juegan un papel
fundamental en la comprensién de conceptos fisicos
complejos y en la aplicacién practica de teorias y
principios. Veamos algunas formas en las que la falta de
recursos puede afectar la ensefianza de la Fisica:
= Limitaciones en la experimentacion: La Fisica es
una disciplina experimental, y la falta de recursos
dificulta la realizacion de experimentos en el aula.
La experimentacion es crucial para que los
estudiantes comprendan los principios fisicos y
desarrollen habilidades de pensamiento critico y
resolucion de problemas. Sin acceso a equipos
de laboratorio, materiales y herramientas, los
estudiantes pueden perder la oportunidad de
explorar y experimentar con fendmenos fisicos de
manera practica [17] [18].
= Dificultad para visualizar conceptos abstractos:
La Fisica implica la comprensién de conceptos
abstractos, como fuerza, movimiento, electricidad
y magnetismo. Los recursos visuales, como
animaciones, simulaciones y graficos
interactivos, desempefian un papel crucial en la
visualizacion de estos conceptos. La falta de
recursos visuales puede dificultar el proceso de

aprendizaje, ya que los estudiantes pueden tener
dificultades para imaginar y comprender los
fendmenos fisicos abstractos [19] [20].
= Escasez de materiales de apoyo: Los materiales
de apoyo, como libros de texto, guias de estudio
y ejercicios practicos, son fundamentales para el
aprendizaje autodirigido y la practica de los
conceptos fisicos [1]. La falta de recursos puede
limitar el acceso de los estudiantes a estos
materiales, lo que dificulta su capacidad para
estudiar de manera independiente y adquirir un
conocimiento sélido de la Fisica.
= Dependencia de fuentes de informacion no
confiables: En la actualidad, los estudiantes
tienden a recurrir a Internet como fuente principal
de informacién. Sin embargo, la abundancia de
informacion en linea plantea el desafio de evaluar
la confiabilidad y la precision de los recursos
disponibles [21]. La falta de recursos en el aula
lleva a una mayor dependencia de fuentes de
informacién no confiables, lo que genera
conceptos erréneos y una comprension
deficiente de los principios fisicos.
Para abordar estos desafios, es esencial que los
educadores busquen alternativas y soluciones creativas.
Esto puede incluir la bisqueda de recursos en linea
gratuitos, la colaboracibn con otras instituciones
educativas para compartir materiales y el desarrollo de
estrategias de ensefianza que fomenten la
experimentaciébn y la visualizacibn de conceptos.
Asimismo, es importante abogar por una mayor inversion
en recursos educativos y promover la conciencia sobre la
importancia de proporcionar a los estudiantes las
herramientas necesarias para un aprendizaje efectivo en
el campo de la Fisica.
Se ha propuesto describir conceptos y propiedades
fundamentales de disciplinas interrelacionadas, como
célculo, algebra, estructura de la materia y evaluacion
educativa, que servirdn como componentes tedricos para
analizar y aplicarlos en la resolucion de problemas
mediante el estudio de estas aplicaciones. De esta
manera, se iniciara la explicacién del tema abordando los
aspectos tedricos. Una vez que se haya comprendido toda
la teoria, se podra pasar a la practica a través de la
resolucion de problemas que involucren varias
asignaturas.
Para aplicar los conceptos tedricos en la resolucion de
problemas  practicos, se utlizan herramientas
matematicas como las integrales dobles y los vectores en
el célculo de la densidad de circulacion de fluidos.
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En primer lugar, las integrales dobles son una extensién
de las integrales simples y se emplean para calcular areas
y volumenes en dos dimensiones [22]. En el contexto de
la densidad de circulacion de fluidos, las integrales dobles
permiten determinar la masa o el flujo de un fluido a través
de una region bidimensional.

Para calcular la densidad de circulacion de fluidos, se
traza una curva cerrada dentro de la region y se realiza la
integral de linea del campo vectorial a lo largo de esa
curva. Esta integral de linea se descompone en una
integral doble utilizando el teorema de Green, que
establece una relacion entre la integral de linea y la
integral doble de la divergencia del campo vectorial sobre
la region encerrada por la curva [23].

La divergencia de un campo vectorial proporciona
informacién sobre como el flujo se expande o se concentra
en cada punto [13]. En el caso de la densidad de
circulacion de fluidos, la divergencia permite comprender
cémo el fluido se acumula o se dispersa en la region.

Por lo tanto, al calcular la integral doble de la divergencia
del campo vectorial sobre la region encerrada por la curva,
se obtiene la densidad de circulacion de fluidos. Este valor
representa la cantidad de fluido que circula alrededor de
la curva cerrada en la region.

La integral doble de f sobre D se define como la integral
de f sobre R:

| feya= | s

Se dice que f es integrable sobre D si la integral de f
sobre R existe. El valor de la integral no depende de la
eleccioén concreta de R pues f es cero fuera de D [2].

La férmula antes mencionada se refiere a la relacion entre
la integral doble de una funcién f(x,y) sobre un dominio
D y la integral doble de la misma funcién sobre una region
R que contiene a D. A continuacion, se presentan algunos
ejemplos para ilustrar el uso de esta formula:

Ejemplo: Calcular el area de un circulo de radio

Donde la funcién f(x,y) =1 representa una funcién
constante igual a 1 en todo el dominio D, que en este caso
es el circulo. La integral doble calcula la suma infinitesimal
de los valores de la funcién constante 1 sobre el circulo.
Utilizando coordenadas polares, se puede transformar la
integral doble en:

2w v
A:J Jl.rdrde
0 0

Integrando con respecto ar primero y luego con respecto
a 0, se obtiene:
2 1 r 271:1 1 21
A=f [—rz] d6=f —r¥dg==-r?| do
0 2 0 0 2 2 0
La integral de dO sobre el intervalo [0, 27z] es simplemente
2w, por lo que se obtiene:

A =5 r2.2m =mr?

Por lo tanto, el area del circulo de radio r es nr?.
En resumen, la integral doble de una funcién f(x,y) sobre
un dominio D se calcula sumando infinitesimalmente los
valores de la funcién sobre el dominio. Esta herramienta
matematica es Util para calcular areas, volimenes y otros
conceptos relacionados con funciones de dos variables.
En el &mbito de la fisica, se hace referencia a un vector
como un segmento de linea en el espacio que se extiende
desde un punto hacia otro, lo cual implica que tiene
direccion y sentido. Los vectores se utilizan en fisica para
representar magnitudes vectoriales [3].
Los vectores estan relacionados con el célculo de la
densidad en el sentido de que pueden utilizarse para
representar y describir magnitudes vectoriales, como la
velocidad y la velocidad del flujo de un fluido. En el
contexto del calculo de la densidad de un fluido, se utilizan
vectores para representar la velocidad y la direccion del
flujo en cada punto.
Cuando se trata de determinar la densidad de un fluido en
un campo vectorial, se aplica el concepto de integral de
linea. Esta integral de linea se utiliza para calcular la
circulacion del campo vectorial a lo largo de una
trayectoria cerrada. En el caso de un fluido en movimiento,
la circulacion del campo vectorial esta relacionada con la
densidad del fluido.
Al calcular la densidad de circulacion de un fluido en un
campo vectorial, se aplican integrales dobles. Estas
integrales permiten evaluar y sumar las contribuciones de
la velocidad del flujo en cada punto de una regién
determinada. Al integrar la velocidad del flujo en el plano,
se obtiene la densidad de circulacion, que representa la
cantidad de flujo que atraviesa una superficie en una
unidad de tiempo.
La densidad de circulacion de fluidos se refiere a una
magnitud fisica que describe la intensidad de la circulacion
de un fluido en un campo vectorial. Es una medida de la
cantidad de flujo que atraviesa una superficie dada por
unidad de area en un intervalo de tiempo determinado. La
densidad de circulacibn se expresa tipicamente en
unidades de masa o volumen por unidad de area por
unidad de tiempo. Esta cantidad es importante en el
estudio de la dinamica de fluidos, ya que proporciona
informacién sobre los patrones de flujo y las propiedades
del fluido en un sistema dado [4] [7] [8].
Algunas aplicaciones de lo anterior:
= Aerodindmica: En el campo de la aerodinamica,
la densidad de circulacion de fluidos es utilizada
para estudiar el flujo de aire alrededor de
diferentes objetos, como alas de aviones o
perfiles aerodinamicos. Al calcular la densidad de
circulacién, los ingenieros pueden evaluar la
eficiencia de los disefios aerodinamicos y
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optimizar la sustentacién y resistencia del objeto
en movimiento [24].
= Hidrodindmica: La densidad de circulacion
también se aplica en el estudio de los fluidos en
movimiento, como el agua en rios o canales. En
este caso, se utiliza para analizar la circulacién
del agua y comprender cémo se distribuye la
velocidad y la presion en el flujo. Esto resulta util
para el disefio de estructuras hidraulicas, como
presas, diques o sistemas de drenaje, y para la
gestion adecuada de recursos hidricos [25].
La densidad de circulacion de fluidos tiene diversas
aplicaciones practicas, desde la aerodindmica en el
disefio de aviones hasta la hidrodindmica en el estudio de
corrientes de agua. Permite comprender y analizar el flujo
de fluidos alrededor de objetos o en sistemas naturales, lo
que contribuye al desarrollo de mejores disefios y a una
gestion mas eficiente de los recursos.
El proposito de este documento es analizar, describir y
aplicar conceptos, propiedades y principios relacionados
con las integrales dobles en el célculo de la densidad de
circulacion de un fluido en un campo vectorial. Este tema
presenta desafios y oportunidades, requiriendo un analisis
cientifico de las variables involucradas y su aplicacién
préactica a través de la resolucién de problemas. Dado que
no existe una fuente clara y sencilla que aborde este tema,
este trabajo sera un valioso aporte para la comunidad
cientifica y educativa, beneficiando a estudiantes
universitarios y profesores que deseen ampliar sus
conocimientos sobre el tema y utilizarlos en diversos
campos de estudio y ensefianza de manera precisa y
confiable.
La comunidad cientifica y educativa se beneficiara de este
documento de varias maneras. En primer lugar,
proporcionara una fuente clara y completa de informacion
sobre el tema de las integrales dobles y su aplicacién en
el célculo de la densidad de circulacién de un fluido en un
campo vectorial. Esto permitira a los investigadores y
académicos tener acceso a un recurso confiable que les
ayudard a comprender y profundizar en este tema
especifico.
Ademas, este documento sera de gran utilidad para los
estudiantes universitarios que estén estudiando
disciplinas cientificas y técnicas relacionadas, ya que les
proporcionara una explicacion clara y concisa de los
conceptos y principios fundamentales. Esto les permitira
adquirir una comprension sélida de las integrales dobles y
su aplicacion en el calculo de la densidad de circulacién
de un fluido, lo cual es esencial para su formacién
académica y su futura préactica profesional.
Asimismo, los profesores se beneficiaran al contar con un
recurso confiable y completo que podran utilizar como
referencia en sus clases. Esto les permitira ensefiar de
manera mas efectiva y precisa, proporcionando a sus

estudiantes una base soélida en el tema y fomentando un
aprendizaje mas profundo y significativo.

La fiabilidad de los resultados se garantizara a través de
varias medidas:

» Fuentes confiables: La investigacion se basara
en contribuciones de profesores universitarios,
quienes son expertos en el campo del célculo
integral. Ademas, se utilizaran libros de célculo
integral reconocidos y proyectos de investigacion
relacionados con el tema. Estas fuentes aportan
autoridad y experiencia, lo que contribuye a la
fiabilidad de los resultados.

»= Revision por pares: Antes de ser publicado, el
documento sera sometido a un proceso de
revision por pares, en el cual expertos en el
campo evaluardn su calidad y rigor cientifico.
Esta revisibn garantiza la precision y la
confiabilidad de los resultados presentados.

= Metodologia rigurosa: El enfoque principal de
este estudio se centra en la solucion de
problemas de calculo de densidad de circulacion
de fluidos en campos vectoriales mediante el uso
de integrales dobles. Se seguird una metodologia
rigurosa, basada en principios matematicos
sélidos y fundamentada en teorias y conceptos
bien establecidos. Esto asegura la validez de los
resultados obtenidos.

» Validacion experimental: Donde sea posible y
apropiado, se buscara la validacion experimental
de los resultados tedricos obtenidos. Esto implica
realizar experimentos o comparar los resultados
con datos experimentales existentes para
confirmar su veracidad y confiabilidad.

En conjunto, estas medidas garantizan la fiabilidad de los
resultados presentados en el documento. Se busca
asegurar que la investigacion esté fundamentada en
conocimientos so6lidos, revisada por expertos y respaldada
por la literatura académica existente, lo que brinda
seguridad, viabilidad y confiabilidad en los resultados
obtenidos..

La importancia de esta investigacion cientifica radica en
enriguecer el conocimiento de aquellos interesados en
comprender mas sobre la circulacién de fluidos, sus
caracteristicas, campos vectoriales y propiedades
fundamentales de integracién. Estos conocimientos son
Utiles para abordar problemas de la vida cotidiana de
manera practica y aplicada.

Por ejemplo, el calculo de la densidad de un fluido
utilizando integrales dobles puede ser utilizado para
determinar el tipo de fluido presente en un sistema, como
el agua en una piscina o el aceite en una maquina. Esto
es especialmente relevante en areas como la industria
alimentaria, donde es necesario asegurar la calidad y la
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composicion adecuada de los liquidos utilizados en la
produccion de alimentos.

Ademas, estas técnicas de calculo también pueden
aplicarse para determinar si un objeto flotara en un liquido
en funcidon de su densidad. Por ejemplo, al calcular la
densidad de un barco y compararla con la densidad del
agua, es posible determinar si el barco flotara o se
hundir. Esta aplicacion es esencial en la ingenieria naval
y en la construccion de embarcaciones seguras y
estables.

Este trabajo de investigacién servira como punto de
partida para futuras investigaciones en el campo de la
circulacion de fluidos y como complemento de
conocimientos existentes. Al proporcionar ejemplos
especificos y aplicaciones practicas, se facilta la
comprensién y la aplicaciébn de estos conceptos en
situaciones reales, lo que permite abordar problemas
cotidianos relacionados con los fluidos de manera mas
precisa y efectiva.

Es importante comprender que las aplicaciones del
Célculo Integral en relacion con las propiedades de los
fluidos desempefian un papel destacado en la sociedad,
dado que se encuentran presentes en la mayoria de las
disciplinas de ingenieria. El célculo integral permite
calcular areas, volimenes, velocidades, caudales y otros
conceptos relacionados con el comportamiento de los
fluidos. Por ejemplo, en la ingenieria civil, se utiliza el
célculo integral para determinar el flujo de agua en canales
y tuberias, el disefio de presas y sistemas de drenaje. En
la ingenieria aeroespacial, el calculo integral se aplica
para analizar la aerodinamica de los aviones y cohetes, y
para predecir las fuerzas de sustentacion y arrastre. En
resumen, el célculo integral es una herramienta
fundamental para comprender y resolver problemas
relacionados con los fluidos en diversas areas de la
ingenieria [4] [5] [6].

El principal beneficio de adquirir conocimientos en el
campo del calculo integral es la capacidad de aplicarlos
en situaciones reales para mejorar la comprension y
resolver problemas concretos. Este documento
proporciona informacién clara y concisa que resulta
especialmente Util en disciplinas como la Ingenieria Civil,
la Ingenieria Eléctrica y la Estructura de la Materia, entre
otras. Por ejemplo, en la Ingenieria Civil, el conocimiento
de célculo integral es fundamental para calcular
volimenes de sélidos y disefiar estructuras que sean
seguras Yy eficientes. En la Ingenieria Eléctrica, se aplica
el célculo integral para analizar circuitos eléctricos y
calcular corrientes y cargas. Ademas, el calculo integral es
utilizado en la resolucion de problemas relacionados con
la densidad de materiales y la distribucién de cargas en
diversos sistemas. En sintesis, el dominio del célculo
integral permite a los profesionales abordar de manera
efectiva y precisa una amplia gama de situaciones y

desafios en distintas areas, lo cual contribuye al progreso
y desarrollo de la comunidad educativa y la sociedad en
general.

Materiales y Métodos

Tipo de Estudio

El enfoque cualitativo adoptado en esta investigacion se
considera adecuado para abordar el estudio debido a sus
caracteristicas y ventajas particulares. Este enfoque se
basa en la recopilacion de informacion confiable y de
calidad, lo que garantiza la validez y la precision de los
datos obtenidos [9].

El enfoque cualitativo permite realizar un andlisis detallado
del contenido y comprender la realidad en su contexto
natural. Esto es especialmente relevante al investigar
fenébmenos complejos y multifacéticos, como la circulacion
de fluidos y los campos vectoriales. Al utilizar este
enfoque, se pueden capturar las sutilezas y los matices de
estos fendmenos, lo que facilita una comprension mas
profunda y completa.

Ademaés, el enfoque cualitativo se enfoca en la solucion de
problemasy en la generacién de conocimiento practico. Al
utilizar métodos de induccion, se desarrollan criterios que
determinan la validez de los diferentes conocimientos.
Esto permite obtener conclusiones mas sélidas y
aplicables en el mundo real, lo que es especialmente
importante en el campo de la circulacion de fluidos, donde
los resultados deben ser confiables y utilizables en
situaciones practicas.

En este trabajo se realizd una investigacion cualitativa,
gue es un disefio flexible que se basa en informacién
cualitativa y no requiere un riguroso manejo estadistico,
ya que su estructura se enfoca més en el proceso que en
la obtencion de resultados [10]. Ademas, se utilizé un
enfoque documental como disefio de investigacion
descriptivo, con el propésito de obtener, analizar,
interpretar y comparar informacién relacionada con el
tema de estudio, con el fin de ampliar y profundizar el
conocimiento desde su esencia primordial.

En cuanto al paradigma, se refiere a las acciones que se
llevan a cabo de manera establecida para obtener
conclusiones individuales o colectivas [11]. Representa
creencias y costumbres que guian la forma de actuar,
aunque no representa una verdad absoluta.

Recoleccién de la Informacién

El proceso de seleccion de las fuentes de informacién se
llevé a cabo con el objetivo de garantizar la fiabilidad y la
calidad de los datos recopilados. Se siguieron los
siguientes criterios:
» Plataforma de YouTube: Se realizaron
busquedas exhaustivas en la plataforma de
YouTube para identificar videos de conferencias
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0 tutoriales impartidos por  profesores
universitarios especializados en el campo del
célculo integral. Se seleccionaron aquellos videos
que presentaban una soélida fundamentacién
tedrica, estaban respaldados por la reputacion y
las credenciales del profesor, y proporcionaban
informacién confiable y precisa sobre el tema de
estudio.
= Conversaciones con profesores universitarios:
Se establecieron conversaciones con profesores
universitarios que imparten cursos de calculo
integral. Estos profesores fueron seleccionados
en funcién de su experiencia y conocimientos en
el tema de las integrales dobles y su aplicacion
en el célculo de la densidad de circulacién de
fluidos en campos vectoriales. Durante las
conversaciones, se obtuvieron conocimientos
especializados y se aclararon dudas especificas,
lo que contribuyé a la fiabilidad de la informacién
recopilada.
= Libros de texto reconocidos: Se analizaron
diversos libros de texto digitales de reconocidos
autores en el campo del calculo integral, como
Tom Apbéstol [12], James Stewart [13] [14] y Louis
Leithold [15], entre otros. Estos libros fueron
seleccionados por su reputacion y su enfoque
riguroso y didactico. Se consultaron los capitulos
y secciones relevantes relacionados con las
integrales dobles y su aplicacién en el calculo de
la densidad de circulacion de fluidos en campos
vectoriales.
= Articulos de revistas previamente elaborados: Se
revisaron articulos cientificos previamente
elaborados por universidades internacionales de
Espafia y México. Estos articulos se
seleccionaron en funcion de su relevancia y su
enfoque en el tema de las integrales dobles y la
circulacion de fluidos en campos vectoriales. Se
consideraron fuentes confiables y revisadas por
pares, lo que garantiza la calidad y la fiabilidad de
la informacion recopilada.
En conjunto, el proceso de seleccién de fuentes de
informacion se llevé a cabo de manera rigurosa y se baso6
en criterios de reputacién, experiencia y calidad cientifica.
Esto garantiz6 la fiabilidad de los datos recopilados y la
validez de la informacién utilizada en la investigacion.

Anadlisis de la Informacion

Para el analisis de la informacién, se empled la técnica de
"triangulacion de teorias" con el objetivo de considerar
diferentes puntos de vista de los investigadores en
relacién con el tema y llegar a una conclusién concreta. La
triangulacion de teorias implica utilizar diferentes teorias
para observar un fenémeno con el propésito de

comprender como diferentes suposiciones afectan los
hallazgos e interpretaciones de un mismo conjunto de
datos o informacion. [16].

Se seleccionaron videos de conferencias sobre integrales
dobles y circulaciéon de fluidos en campos vectoriales
impartidos por diferentes profesores universitarios. Estos
videos presentaban enfoques tedricos y metodolégicos
variados. Al analizar los diferentes enfoques y teorias
presentadas en los videos, se pudo identificar puntos de
convergencia y divergencia en cuanto a la aplicacion de
las integrales dobles en el célculo de la densidad de
circulacion de fluidos. Esto permitié obtener una vision
mas completa y enriquecedora del tema.

Se examinaron capitulos y secciones relevantes de
diversos libros de texto reconocidos en el campo del
calculo integral. Cada libro presentaba su propio enfoque
y teorias sobre las integrales dobles y su aplicacién en la
circulacion de fluidos. Al comparar los diferentes enfoques
y teorias presentes en los libros, se pudo evaluar la
consistencia y la robustez de los conceptos abordados.
Esto permiti6 identificar convergencias y divergencias
entre las teorias y enriquecié el andlisis de los datos
recopilados.

Se revisaron articulos cientificos previamente elaborados
por universidades internacionales y se compararon los
hallazgos y las conclusiones obtenidas en relacion con el
calculo de la densidad de circulacién de fluidos en campos
vectoriales. Al integrar estos resultados, se pudo evaluar
la consistencia y la aplicabilidad de las teorias en
diferentes contextos y situaciones.

La triangulacién de teorias permitié evaluar y contrastar
diferentes suposiciones, enfoques y teorias relacionadas
con el tema investigado. Esta técnica ayudé a identificar
convergencias, divergencias y puntos de acuerdo entre
los diferentes investigadores y fuentes consultadas, lo que
enriguecio6 el analisis de los datos recopilados y condujo a
conclusiones mas sélidas y confiables.

Analisis y discusién de Resultados

En la investigacion, se plante6 la necesidad de resolver
problemas inéditos relacionados con la densidad de
circulacion de fluidos utilizando integrales dobles. Estos
problemas fueron seleccionados con el objetivo de
confirmar la viabilidad de resolver situaciones préacticas
mediante el uso de conceptos tedricos estudiados, como
las integrales dobles, los campos vectoriales y los fluidos.
Para seleccionar los problemas especificos, se
consideraron los siguientes criterios:

» Relevancia: Se buscé que los problemas
estuvieran relacionados con situaciones de la
vida cotidiana que involucraran el flujo de fluidos
en distintos contextos, como el llenado de
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tanques o recipientes. Esto permitié establecer
una conexion directa entre la teoria y su
aplicacion practica.
= Interdisciplinariedad: Se tomé en cuenta la
interrelacion entre diferentes disciplinas, como la
fisica, las matematicas y la ingenieria, para
abordar problemas complejos que requirieran un
enfoque integrado. Esto permitié una perspectiva
mas amplia y completa en la resolucion de los
problemas.
= Utilizacién de integrales dobles: Se busco que los
problemas requirieran el uso de integrales dobles
como herramienta principal para su resolucion.
Esto permitié poner en practica los conocimientos
tedricos adquiridos y evaluar la eficiencia y
eficacia de su aplicacion en situaciones reales.
Una vez seleccionados los problemas, se procedié a su
resolucién utilizando los conceptos tedricos y las formulas
de integrales dobles, campos vectoriales y fluidos
estudiados en el marco tedrico. Se aplicaron los principios
y las técnicas correspondientes para calcular el volumen
de un sélido y determinar la densidad del fluido en un
tanque. Esto permiti6 demostrar la aplicabilidad de los
conocimientos tedricos en la solucion de problemas
concretos y validar la importancia de la investigaciéon
realizada.
A continuacioén, se muestra una representacion grafica de
la estructura de un tanque en forma de un paraboloide
eliptico, que estéa siendo llenado por un liquido (agua) que
circula a través de una tuberia. Esta situacion se observa
comunmente en la vida diaria de las personas al llenar
pilas, tanques u otros recipientes. Surge la incognita sobre
la velocidad del agua y cuanto tiempo tardara en llenarse
un envase, entre otros aspectos.

Resolucién de problemas

Problema 1. Un tanque en forma de paraboloide eliptico
tiene ecuacién x?>+y?=z y se encuentra dentro de un
cilindro que tiene como ecuacion x>+y?=3, si este es
llenado por un fluido(agua) en 50 minutos a través de una
tuberfa de 10 cm de diametro, determinar:

Volumen (v) del tanque en (m®)

Caudal (Q) del agua en la tuberia en m¥/s

Velocidad del agua de la tuberia en (m/s)

Densidad (p) del agua contenida en el tanque en kg/m?®
Guiarse en este problema de la figura 1y 2.

1 x?_}.’2= 3
z=3
-~

4

Figura 1. Representacion gréfica del tanque de agua

dydx
dA {dxdy

rdrdf

x =rcos®
Polares { ¥ =rsin®
&

=x? 4 y?

Figura 2. Simulacién del tanque de agua en el plano
tridimensional

Siendo x?+y?=3 la ecuacién del cilindro con base inferior
sobre el eje XY y base superior en el borde del tanque se
obtiene el radio de este transformando la ecuacion
cartesiana a ecuacion polar:

Si, x?+y?=3 ecuacion cartesiana y

x2+y?=r2 | ecuacion polar

Entonces, x>+y? = x2+y?, y

r? = 3, por tanto

r =+/3, esto corresponde al radio de la base del cilindro
que se encuentra sobre el eje xy como se muestra en la
figura 3.

Eje polar

ecl

218 ==

Figura 3. Proyeccion de la base del cilindro en el plano xy

Paso 1.
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Célculo del volumen que esta entre el paraboloide y el
cilindro:

Antes de resolver las integrales dobles para el calculo del
volumen de un sélido es necesario conocer las variables
necesarias para su desarrollo las cuales son: los limites
de integracién, una funcién y el diferencial de area en
coordenadas polares.

1) Calculo de los limites de integracion
utilizando coordenadas polares, tomando en
cuenta que el diferencial de area es: Da =
rdrd®, apoyados con la figura nimero (3).

Limite de integracion para dr: Dimension del Radio 0 <
r <3

Limite de integracion para d@: Angulo barrido por el eje
polar0 <6 <2m

2) Al convertir la ecuacion del paraboloide
eliptico z = x?+y? a una funcién con respecto
a la variable z quedaria:

Si z = f(x,y), entonces f (x, y) = x?+y?
3) dA = rdrd®
Sustituir los datos en la integral doble para volumen:

a
V= f f(x,y) dA
b

V= H (x2+y?) dA
b
21 V3
=f f r2.rdrd6
o Jo
2m V3
=J. J. rs.drdo
o Jo
2T [ -4
3
V= f [r—l V3 40

4 AL
V = (\/—) ] de
v= e’
_ 2 ton—
V= gl2n-0]
_9 3
V—Enm

Paso 2.
e El volumen del cilindro con ecuacién
x2+y?=3 y su base inferior sobre el plano
XY es:
Si x?+y?=3 y z = x*+y?, entonces z = 3, esto corresponde
a la altura del cilindro.

h=3yr=+3
Volumen del cilindro (V = nrr2h)

= 1(v/3m)*(3m) = T1(3m?) (3m) = 9m®
Paso 3.

El volumen del cilindro menos el volumen de la seccion
atrapada entre el cilindro y el paraboloide es igual al
volumen del tanque, es decir:

9 9
Volumen del tanque es: 9im? - ST m?3 = T m?

Paso 4.
e Célculo del caudal volumétrico de la
tuberia y velocidad del agua:
Datos Ecuacién Solucion
Volumen=
9 3
Znm 9 3
Tiempo= Q= mm® +
o Caudal

50min= volumen 3000seg
3000seg = Sempo. Q=-Zmds
Caudal =
Radio= 5cm = Q= _ 7= Etm?) -
0.05mts (Area)(velocidad) 2000
A =mr?= T Velocidad= Q/A (Em Is) =
(0.05)2= V=0.6m/s
/400m?

Velocidad= ¢?

Tabla 1. Célculo del caudal volumétrico y velocidad de
circulacion del fluido en la tuberia

Paso 5.
e Calculo de la masa del agua contenida
en el tanque:
Si un metro clbico contiene 1000 litros de agua, entonces,
(3 m m®) son:
Cm m?) (1000 litros) = 14137.67 litros

Tomando en cuenta que un litro de agua equivale a 1 kg
de masa, entonces, el agua del tanque contiene una masa
de 14137.67 kilogramos.

Paso 6.
e Célculo de la densidad del tanque de
agua:
_  masa
p= volumen
14137,67kg
=g ——
ETI' m3

p= 1000kg/m?

“Por tanto, la densidad del agua contenida en el tanque es
de 1000 kg/m*

Problema 2. A continuacién, la siguiente representacion
gréafica de la estructura de un recipiente en forma de un
paraboloide eliptico que abre hacia abajo, el cual esta
lleno por un fluido (aceite vegetal), el objetivo es calcular
su densidad, el volumeny en cuanto tiempo se vaciaria si
se le hace un agujero de 4 centimetros de diametros como
se muestra en la figura 4.
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Figura 4. Representacion del recipiente en el plano
tridimensional

Paso 1
“Encontrar el radio de la circunferencia formado entre la
interseccion del paraboloide y el plano xy”
Siendo z= 1-x?-y? la ecuacion del recipiente y z= 0 la del
plano que corta el paraboloide en el plano xy, es necesario
igualar las ecuaciones para encontrar el radio de dicha
region de interseccién
Si, z= 1-x%-y?, y
z = 0, entonces,
0 = 1-x%-y? (despejar x e y)
-x2-y?= -1 (multiplicar toda la expresién por -1)
x?+y?= 1 (convertir la ecuacion cartesiana a ecuacion polar
para encontrar el radio tomando en cuenta las
equivalencias polares)

x =71cos©

y =1sin©

TZ — x2 + yZ
Si x2+y? = 1 y x?>+y?=r?, entonces:
R?= 1 (despejandor)
R= 1 (radio de la base del paraboloide sobre el plano xy)
Si x2+y? = 1y x2+y?=r?, entonces:
R?= 1 (despejando r)
R=1 (radio de la base del paraboloide sobre el plano xy)
Pasé6 2
Encontrar los limites de integracion para calcular el
volumen del recipiente por medio de las integrales dobles
para volimenes, como se muestra en la figura 5:

/2

dydx
Diferencial de areaq dxdy
rdrdg

=0

B= 21

Figura 5. Proyeccién del corte del paraboloide sobre el
plano xy

Célculo de los limites de integraciéon utilizando
coordenadas polares, tomando en cuenta que el
diferencial de area es: Da = rdrd@, apoyados con la
figura nimero (15).

Limite de integracion para dr: Dimension del Radio 0 <
r<1

Limite de integracion para d@: Angulo barrido por el eje
polar0 <O <2m

Pas6 3

“Convertir las formula del paraboloide eliptico a una
funcion f(x,y)con respecto a z para aplicarla en la
férmula de la integral”

Al convertir la ecuacion del paraboloide eliptico z = 1-x2-y?2
a una funcién con respecto a la variable z quedaria:

Si z = f(x,y), entonces:

f (x, y) = 1-x2-y? (Convertir la funcion a polar)

f(r, 8) = 1- (rcos 8)2 — (rsin 8 )? (Resolver las potencias)

f (r, 8) = 1- r’cos?0 - r’sin®0 (Sacando r? como factor
comun)

f(r, 8) = 1- r(cos?0 + sin?0)  (Aplicando la identidad
pitagdrica, cos?8 + sin?0 = 1)
f(r,8)=1-r2
-Resolver las integrales dobles para volumen
V= f f(r, ) dA

v=lf(m¢2ydme
V= fznfl(r — r®)drde
o Jo

anz 7‘4 1
vzf —— —|.df
0 0

2 4

2T 2 2

_ (D 1

V—fo [2 7 0 do

vV fznlde

0o 4
V_le 2m
T4 I0

\% ! 2

= — %

2 b8
V=§1'rm3

« .. 1
Por tanto, el volumen del recipiente es E“m3’

aproximadamente 1. 57 metros cubicos de aceite vegetal”
Pasé 4

“Calculo de la densidad del aceite”
masa

p= volumen
_ 1444 kg

~ 1.57m3
kg
Paso6 5
“Calculo del tiempo que tardaria el recipiente en vaciarse
si se le sale el aceite por un orificio de 4 centimetros de
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radio a una velocidad de 2 m/s.” como se indica en la tabla
2.

Datos Ecuaciones Soluciones
Radio = 4cm = 5 A=m (0.04m)% =
0.04m A=mr 2 m2
) 625

Volumen de
aceite = T/2m3

. Q =
Velocidad = Caudal Q= (Zm?(mis)
2m/s (&rea)(velocidad) 6225,,

=—ml/s
| 625
Area del
orificio por
donde sale el
aceite = ¢?
_  m/2m3  _

Caudal Tiempo T = ey
volumétrico Q = volumen 1555 628
=7 /caudal segundos

Tiempo de

vaciado = ¢,?

Tabla 2. Calculo del caudal volumétrico y el tiempo de
vaciado del recipiente

Los dos problemas inéditos resueltos en las péaginas
anteriores se refieren a fluidos contenidos en recipientes
grandes en forma de paraboloides elipticos, de estos era
necesario calcular su densidad, pero para ello antes fue
necesario calcular otras variantes (area del tubo por
donde salia el fluido, volumen del tanque, caudal
volumétrico y la masa del liquido). Estas variantes se
calculan con ecuaciones que se encuentran en el
referente tedrico y otras formulas que son muy utilizadas
comunmente como: (volumen del cilindro y éarea del
circulo) seguidamente se llegd a la conclusion del
problema calculando la densidad y asi dar solucion al
objetivo dos (aplicar conceptos y férmulas en problemas
inéditos).

Conclusiones

Los conceptos y formulas descritas son de calidad y sobre
todo de fuentes confiables y que pueden ser utilizadas por
los lectores para fortalecer su conocimiento. Ademas, han
sido de gran utilidad al grupo investigador para resolver
problemas matematicos.

Aplicar los conceptos, formulas de integrales vy
propiedades de fluidos, apoyados con un buen andlisis
matematico, ayudan a resolver problemas relacionados el
célculo de la densidad de circulacion de un fluido en un
campo vectorial. Ademas, el uso de herramientas
tecnologia (GeoGebra 3D), son claves para tener una
mejor perspectiva de las diferentes gréficas
tridimensionales y asi poder hacer un buen analisis del
problema que se pretenda resolver aplicando también
todo lo tedrico incluido en este documento.

El contenido de este documento a cerca de integrales
dobles es para ser aplicado a estudiantes universitarios,
debido al nivel de complejidad que presenta. Por otra
parte, se finaliza que los objetivos planificados los cuales,
se cumplieron a cabalidad debido a la solucién correcta de
los problemas inéditos propuestos.

La evaluacion es fundamental para determinar la calidad
de los conceptos tedricos desarrollados, por tanto, se
presentan aplicaciones de estos conceptos para asi
obtener una excelente consolidacion de los aprendizajes
en los estudiantes o la sociedad en general que se han
tomado el reto de conocer mas acerca del tema plasmado
en este trabajo de investigacion. “El secreto del éxito esta
en la persistencia de los individuos y en el amor al
conocimiento”.

Recomendaciones especificas para
investigaciones futuras

Explorar aplicaciones en diferentes campos: Realizar
investigaciones que apliquen los conceptos de integrales
dobles y circulacién de fluidos en campos especificos,
como la ingenieria civil, la ingenieria ambiental o la
medicina. Por ejemplo, se puede investigar como se
puede utilizar la circulacion de fluidos en el disefio de
sistemas de ventilacion eficientes o en la modelizacion del
flujo sanguineo en el cuerpo humano.

Estudio de casos reales: Realizar investigaciones que se
enfoquen en casos reales y practicos donde se requiera
el célculo de la densidad de circulacion de fluidos. Esto
puede incluir el analisis de sistemas de tuberias, el flujo
de liquidos en estructuras especificas o la circulacién de
fluidos en el transporte maritimo. Estudiar casos
concretos proporcionara una comprension mas profunda
de las aplicaciones précticas de las integrales dobles.
Investigacion experimental: Complementar los estudios
tedricos con investigaciones experimentales. Esto puede
implicar la realizaciéon de pruebas y mediciones en
laboratorios para validar los modelos tedricos y las
predicciones realizadas mediante integrales dobles. Por
ejemplo, se pueden realizar experimentos para medir la
circulacion de fluidos en diferentes configuraciones de
tuberias y comparar los resultados con los calculos
teoricos.

Desarrollo de métodos numéricos: Investigar y desarrollar
métodos numeéricos eficientes para aproximar integrales
dobles en situaciones complejas. Esto puede incluir el
uso de técnicas de discretizacion, métodos de Monte
Carlo o métodos de elementos finitos. Estos enfoques
numéricos pueden ayudar a obtener soluciones
aproximadas en casos donde las integrales dobles no
tienen soluciones analiticas.

Investigacion interdisciplinaria: Fomentar la colaboracion
entre diferentes disciplinas, como las matematicas, la
fisica, la informética y la ingenieria, para abordar
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problemas complejos de manera integral. La
investigacion interdisciplinaria puede  proporcionar
nuevas perspectivas y enfoques innovadores en el
estudio de las integrales dobles y la circulacion de fluidos.
Estas recomendaciones sirven como punto de partida
para futuras investigaciones en el campo de las integrales
dobles y la circulacion de fluidos. Al abordar estas areas,
se puede ampliar el conocimiento y la aplicacién practica
de estos conceptos en diversos contextos.
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